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ULASEVICH V.P., KOSTUIK O.V. Deformation a method of account a beam-vant of systems and his role in designing amplification of designs 
of overlappings 

In clause the system of the basic permitting equations deformation of a method of account of the systems, combined a beam-vant is stated. The 
matrixes of internal rigidity by functions which are taking into account a longitudinal - cross bend and possible ways of interface of the ends КE with 
units are given. The basic circuit of formation of a matrix of external rigidity, and its nonlinear communication with a vector of central efforts through 
system of the nonlinear permitting equations КE " a Rectilinear flexible core " concerning basic reactions of a beginning and end КE is shown. The anal-
ysis of the ways, accepted in a method, of the decision of system of the permitting equations is given. 

The role deformation of a method of account is shown during designing the systems, combined a beam-vant, for amplification a beam of designs of 
overlappings and coverings. 
 
УДК 741.02:519 

Игнатюк В.И., Игнатов А.Ю. 

ДЕФОРМИРОВАНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННОГО СТЕРЖНЕВОГО 
КОНЕЧНОГО ЭЛЕМЕНТА, УПРУГО-ПОДАТЛИВО ПРИСОЕДИНЕННОГО К УЗЛАМ 
 
Введение. Расчет сооружений методом конечных элементов 

широко распространен в настоящее время. При этом учет всех осо-
бенностей работы сооружений остается актуальной задачей. Соеди-
нение в стержневых системах конечных элементов между собой в 
узлах в большинстве случаев не бывает идеально шарнирным или 
абсолютно жестким. Поэтому учет упруго-податливого присоедине-
ния стержневых конечных элементов к узлам является необходи-
мым и актуальным. 

 
Постановка задачи. Рассматривается расчет пространственных 

стержневых систем методом конечных элементов [1] с учетом упру-
гой податливости узловых соединений [2]. Пусть основное разреша-
ющее уравнение метода конечных элементов  
 [ ] { } { }K F⋅ ∆ =  (1) 

решено и определены перемещения узлов ( )i∆  расчетной дис-
кретной модели системы, которые равняются соответствующим 
перемещениям концов пространственных конечных элементов 
( )эδ , присоединяемых к этим узлам. Таких перемещений в каждом 
узле будет шесть – три линейных перемещения по направлениям 
осей x, y и z общей системы координат и три угла поворота относи-
тельно этих осей (рис. 1). В (1) обозначено: [ ]K  – матрица жестко-

сти системы; { }∆  – вектор перемещений узлов системы; { }F  – 

вектор внешних узловых нагрузок. 
Получим зависимости для определения перемещений сечений 

пространственного стержневого конечного элемента, упруго-
податливого присоединяемого к узлам расчетной дискретной модели 
системы, в зависимости от перемещений узловых точек расчетной 
дискретной модели и действующих на стержни распределенных 
нагрузок. При этом зависимости для конечного элемента получим 
сначала в местной системе координат с последующим их преобра-
зованием в общую (глобальную) систему координат. 

Узловые перемещения для конечного элемента из глобальной в 
местную систему координат преобразуем с помощью зависимости [1] 
 { } [ ] { }э э эTα′δ = ⋅ δ , (2) 

где [ ]эTα  – матрица преобразования координат. 
 

Получение расчетных зависимостей. Расчет конечного эле-
мента выполним методом перемещений [3], приняв за неизвестные 
перемещения конечных точек стержня ( iZ ), в которых стержень 
присоединяется к узлам конечно-элементной модели системы с 
помощью упругих связей (перемещения точек a и b на рис. 1). Ха-
рактеристики упругих связей представлены величинами: 1с , 2с , 

3с  и 7с , 8с , 9с  – жесткости линейных упругих связей по 

направлениям осей x', y' и z' соответственно в начале и в конце 
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элемента (рис. 2,а); 4с , 5с , 6с  и 10с , 11с , 12с  – жесткости 

угловых упругих связей относительно осей x', y' и z' соответствен-
но в начале и в конце стержня (рис. 2,б). 

Основную систему метода перемещений получим, установив по 
направлениям всех возможных линейных и угловых перемещений 
концов стержня в точках a и b дополнительные связи (рис. 3). Си-
стема уравнений метода перемещений в матричной форме имеет 
вид 
 [ ] { } { } 0Fr Z R⋅ + = , (3) 

где { }Z  – вектор перемещений дополнительных связей (рис. 3); 

[ ]r  – матрица реакций в дополнительных связях, возникающих при 

их единичных смещениях; элемент этой матрицы ikr  представляет 
собой реактивное усилие в направлении i-ой дополнительной связи 
(это могут быть силы в линейных связях, либо моменты в угловых 
связях) от единичного перемещения k-ой дополнительной связи 
(линейного смещения либо угла поворота); { }FR  – вектор реак-
тивных усилий в дополнительных связях от внешних воздействий, в 
качестве которых здесь будут выступать перемещения узлов i′δ  и 
внешние нагрузки, распределенные в общем случае по трапеце-
идальным зависимостям. 
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Рис. 1. Перемещения узлов для пространственного стержневого КЭ 
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б) угловые упругие связи 

Рис. 2. Упругие связи пространственного стержневого КЭ  
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Рис. 3. Основная система метода перемещений 

 
Для определения реакций в дополнительных связях от единич-

ных перемещений узлов воспользуемся табличными эпюрами мето-
да перемещений [3]. 

Построим от каждого из единичных перемещений эпюры усилий 
(изгибающих моментов) и найдем возникающие в дополнительных 

связях реакции способом вырезания узлов. При этом учтем, что при 
единичном перемещении упругих связей в них возникают усилия 
(силы, моменты), равные величине жесткости соответствующих 
связей. На рис. 4 показаны соответствующие процедуры для пере-
мещений 1 1Z = , 2 1Z = , 4 1Z =  и 6 1Z = . 

Для остальных восьми перемещений эти процедуры аналогич-
ны. В результате из вырезания узлов и рассмотрения их равновесия 
получаем: 

а) от перемещения 1 1Z = : 

 1,1 1
EAr c
l

= + ;   7,1
EAr
l

= − ; 

 
а) от линейного перемещения 1 1Z =  

 
б) от линейного перемещения 2 1Z =  

 
в) от угла поворота 4 1Z =  

 
г) от линейного перемещения 6 1Z =  

Рис. 4. Определение реакций в дополнительных связях от их еди-
ничных перемещений 
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б) от перемещения 2 1Z = : 

 2,2 23

12 zEJr c
l

= + ;   6,2 2

6 zEJr
l

= ; 

 8,2 2

12 zEJr
l

= − ;   12,2 2

6 zEJr
l

= ; 

в) от перемещения 4 1Z = : 

 4,4 4
крGJ

r c
l

= + ;   10,4
крGJ

r
l

= − ; 

г) от перемещения 6 1Z = : 

 2,6 2

6 zEJr
l

= ;   6,6 6
4 zEJr с

l
= + ; 

 8,6 2

6 zEJr
l

= − ;   12,6
2 zEJr

l
= . 

Реакции в дополнительных связях, возникающих от остальных 
восьми единичных перемещений этих связей, находятся аналогично. 
Матрица [ ]r  в результате принимает вид (4). 
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Рис. 5. Определение грузовых реакций по оси х 

 

Свободные члены уравнения (3) ,i FR  представляют собой ре-
акции в дополнительных связях от внешних воздействий на рас-
сматриваемый конечный элемент. В качестве внешних воздействий 
здесь выступают перемещения узлов i′δ  и внешние нагрузки, рас-
пределенные по трапецеидальным зависимостям. Перемещения 

узлов i′δ  будут вызывать в упругих связях усилия, равные произве-
дению этих перемещений на величины, обратные жесткостям связей 
– ( )1i iс′δ ⋅ . Действие трапецеидально распределенных нагрузок 
учтем с помощью зависимостей, полученных в [1], сложив действие 
равномерно распределенной и треугольно распределенной нагрузок. 

 
Рис. 6. Определение грузовых реакций в плоскости x y′ ′  

 

Определение грузовых реакций ,i FR  для рассматриваемого 

стержня от перемещений узлов i′δ  и распределенных нагрузок по-
казано на рис. 5 – 7. Из вырезания узлов в методе перемещений и 
рассмотрения их равновесия получаем: 

 1, 1 1 1 7(2 )
6F
lR c q q′= − δ − + ; 

 2, 2 2 2 8(7 3 )
20F
lR c q q′= − δ − + ; 

 3, 3 3 3 9(7 3 )
20F
lR c q q′= − δ − +    4, 4 4FR c ′= − δ ; 

 
2
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60F
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2

6, 6 6 2 8(3 2 )
60F
lR c q q′= − δ − +  

 7, 7 7 1 7( 2 )
6F
lR c q q′= − δ − + ; (5) 

 88, 2 88 (3 7 ) ;
20F
lR qc qδ= − − +′  

 9, 9 9 3 9(3 7 )
20F
lR c q q′= − δ − + ;   10, 10 10FR c ′= − δ ; 

 
2
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2
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Рис. 7. Определение грузовых реакций в плоскости x z′ ′  

 

Таким образом, матрица { }FR  определена. Решая систему 

уравнений метода перемещений (3) найдем перемещения { }Z  кон-
цов стержня, упруго-податливо присоединяемого к узлам системы. 

После этого перемещения любого сечения стержня в местной 
системе координат определим на основе дифференциальных зави-
симостей 

 1du N
dx EA

′
= ;   

2
2

2
z

z

d u M
EJdx

′
= ;   

2
3

2
y

y

Md u
EJdx

′
= . 

Для определения продольных перемещений сечений стержня, 
на который действует распределенная вдоль оси стержня по трапе-
цеидальной зависимости нагрузка (рис. 5), получим выражение 

 21 7 1
1 1

1
2

du q qN r q x x
dx EA EA l

′ − ′= = − − 
 

, 

проинтегрировав которое и подставив граничное условие (при 
0x =  1 1u Z= ), получим 

 
2

37 1
1 1 1 1

1
2 6

q qxu r x q x Z
EA l

 −′ ′= − − − + 
 

, 

где 1 12...r r′ ′  – здесь и далее реакции по концам стержня, получен-
ные из расчета системы методом конечных элементов [1] в местной 
системе координат. 

В плоскости x y′ ′ , в которой действует распределенная по тра-
пецеидальному закону поперечная нагрузка, представленная на 
рисунке 6, будем иметь 

2
2 38 22 2

6 22

1
2 6

z

z z

q qd u M qr r x x x
EJ EJ ldx

′ − ′ ′= = − + + + 
 

.(6) 

Проинтегрируем это выражение два раза и, подставив гранич-
ные условия, найдем постоянные интегрирования. Граничные усло-
вия при жестком присоединении к начальному узлу записываются в 

виде: при 0x = , 2y Z= , 2
6z

du Z
dx

ϕ = = − . В результате 

получим зависимости для линейных перемещений сечений рассмат-
риваемого стержня в направлении оси y ′  и углов поворота относи-

тельно оси z′ : 
2 3 4

58 2
2 2 6 6 2 2

1
2 6 24 120z

q qx x xu Z Z x r r q x
EJ l

 −′ ′ ′= + + − + + + 
 

; 

2 3
48 2

6 6 6 2 2
1

2 6 24z
z

q qx xu Z r x r q x
EJ l

 −′ ′ ′= ϕ = + − + + + 
 

. 

Аналогично найдем и зависимости для перемещений и угла по-
ворота сечений стержня в плоскости x z′ ′  (рис. 7): 

2 3 4
59 3

3 3 5 5 3 3
1

2 6 24 120y

q qx x xu Z Z x r r q x
EJ l

 −′ ′ ′= − + + + + 
 

; 

2 3
49 3

5 5 5 3 3
1

2 6 24y
y

q qx xu Z r x r q x
EJ l

 −′ ′ ′= ϕ = − + + + + 
 

 

Для стержня, присоединяющегося к начальному узлу шарнирно, 
граничные условия в плоскости x y′ ′  будем иметь в виде: при 

0x = , 2y Z=  при x l= , 6y Z= . Подставляя их в первую 
производную от выражения (6), получим для перемещений и углов 
поворота сечений стержня зависимости 
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Аналогично получим и зависимости для перемещений сечений 
стержня шарнирно присоединяемого слева и загруженного трапеце-
идально распределенной нагрузкой, в плоскости x z′ ′ : 
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Теперь координаты любого сечения рассматриваемого элемента 
[1] в пространственных стержневых конечных элементах { }сечx , 
упруго-податливо присоединяющихся к узлам и нагруженных трапе-
цеидально распределенными нагрузками, в глобальной системе 
координат можно определить (рис. 8), добавив к исходным коорди-
натам начального узла элемента (узла А) в расчетной дискретной 
модели сумму координат сечения в местной системе координат 
{ }сечx′  и перемещений сечения { }u  (в местной системе коорди-
нат), вызванных деформацией стержня, преобразованную к общей 
системе координат с помощью матрицы преобразования [ ]эTα : 

 

{ } { } { } { }{ }
1
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[ ]

[ ] 0 .
0
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      ′= + ⋅ +     

     ′     

 

 
Заключение. В работе получены зависимости для определения 

перемещений сечений пространственных стержневых конечных 
элементов, упруго-податливо присоединяющихся к узлам расчетной 
дискретной модели сооружения, позволяющие определить коорди-
наты любого сечения после деформирования сооружения. 
 

 

Рис. 8. Перемещения сечения конечного элемента 
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АВТОМАТИЗИРОВАННАЯ СИСТЕМА СТАТИЧЕСКОГО РАСЧЕТА ПРОСТРАНСТВЕННЫХ 
СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ НА БАЗЕ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

 
Введение. Расчет сооружений методом конечных элементов ши-

роко распространен в настоящее время [1]. При этом вручную выпол-
нить расчет даже небольшого реального сооружения практически 
невозможно из-за большого объема вычислений и необходимости 
решения систем уравнений большого порядка. В данной работе рас-
сматривается созданная авторами компьютерная программа статиче-
ского линейного расчета пространственных стержневых систем на 
действие внешних нагрузок, в основу которой положены зависимости 
метода конечных элементов, полученные авторами [2, 4] и позволяю-
щие учитывать упруго-податливое присоединение конечных элемен-
тов к узлам и действие трапецеидально распределенных нагрузок. 

 
Алгоритм расчета. Рассматривается расчет пространственных 

стержневых систем методом конечных элементов [1] с учетом упру-
гой податливости узловых соединений. В каждом узле таких систем 
имеем шесть независимых перемещений – три линейных переме-
щения по направлениям осей x, y и z общей декартовой системы 
координат и три угла поворота относительно этих осей. Основное 
разрешающее уравнение метода конечных элементов имеет вид 
 [ ] { } { }K F⋅ ∆ = , (1) 

где [ ]K  – матрица жесткости системы; { }∆  – вектор перемеще-

ний узлов системы; { }F  – вектор внешних узловых нагрузок. 
Выражения матриц жесткости конечных элементов, процедура 

формирования матрицы жесткости системы и выражения векторов 
внешних узловых нагрузок представлены в работе [2]. 

Упруго-податливое присоединение конечных элементов к узлам 
расчетной дискретной модели метода конечных элементов реализует-
ся с помощью упругих связей (рис. 1), характеристики которых пред-

ставлены величинами: 1с , 2с , 3с  и 7с , 8с , 9с  – жесткости ли-
нейных упругих связей по направлениям осей x', y' и z' соответ-
ственно в начале и в конце стержня (рис. 1,а); 4с , 5с , 6с  и 10с , 

11с , 12с  – жесткости угловых упругих связей относительно осей x', 
y' и z' соответственно в начале и в конце элемента (рис. 1, б). 
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7c x′y′z′

 
а) линейные упругие связи 

 

4c
5c

6c 12c

10c
11c

x′

y′z′

 
б) угловые упругие связи 

Рис. 1. Упругие связи пространственного стержневого КЭ 
 

Зависимости для определения перемещений сечений простран-
ственных стержневых конечных элементов, упруго-податливо присо-
единяющихся к узлам расчетной дискретной модели сооружения, 
получены в работе [4]. Эти зависимости позволяют определить ко-
ординаты любого сечения после деформирования системы и соот-
ветственно деформированный вид сооружения. 

Решение системы разрешающих уравнений выполняется спосо-
бом Гаусса с проверкой точности решения после выполнения обрат-
ного хода и, при необходимости, итерационным процессом уточне-
ния решения. 


