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Реферат 
В статье дан анализ влияния конструктивно-технологических параметров тяжелых трамбовок на уплотнение грунтовых оснований с це-

лью минимизации энергоматериальных затрат. 
Приведены также возможные подходы к разработке конечно-элементной модели для компьютерного моделирования процесса динамиче-

ского уплотнения. 
Получены аналитические зависимости взаимодействия тяжелых трамбовок со сферической формой подошвы с грунтовыми основаниями. 

Численное решение полученных зависимостей в комплексе с имеющимися экспериментальными данными позволяет актуализировать модель 
Друкера – Прагера при использовании для компьютерного моделирования процесса уплотнения, программных комплексов AQBAQUS и PLAXIS и 
тем самым оптимизировать технологические процессы уплотнения грунтовых оснований в сложных инженерно-геологических условиях. 
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Abstract 
The article provides an analysis of the effect of structural and technological parameters of heavy trawls on soil base compaction in order to mini-

mize energy and material costs. 
Possible approaches to development of finite-element model for computer simulation of dynamic compaction process are also presented. 
Analytical dependencies of interaction of heavy tramples with spherical shape of sole with soil bases are obtained. The numerical solution of the ob-

tained dependencies in combination with the available experimental data allows to update the Drucker-Prager model when using, for computer model-
ing of the compaction process, software complexes AQBAQUS and PLAXIS, and thus optimize the technological processes of compaction of soil bases 
in complex engineering and geological conditions. 
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Введение 
Опыт проектирования искусственных оснований методами интен-

сивного ударного уплотнения показывает, что повышение эффектив-
ности принятых решений, снижение трудоёмкости при их устройстве 
могут быть достигнуты за счёт совершенствования как конструктив-
ных, так и технологических параметров. Обоснованно принятые пара-
метры тяжелых трамбовок позволяют получить качественное основа-
ние при минимальных энергоматериальных затратах [1]. 

Экспериментальные данные [2, 3, 4] свидетельствуют о целесо-
образности увеличения массы трамбовок, что позволяет получить не 
только требуемую осадку поверхности грунта, с меньшими энергети-
ческими затратами, но и более равномерное распределение плотно-
сти по глубине уплотняемой толщи. Однако трамбовка одной и той же 
массы может иметь не только различные размеры подошвы, но и раз-
личные ее формы, что обусловливает совершенно разное статическое 
давление на грунт. Как показывает практика [5], чем меньше статиче-
ское давление на грунт, тем больше ударов в одной точке необходимо 
выполнять для достижения грунтом требуемой плотности. Малые 
размеры подошвы трамбовки не только затрудняют производство 
работ, но, и при достижении определённого предела по диаметру, 
делают эти работы практически невозможными из-за выпора грунта, 
т. е. оптимальная площадь основания трамбовки будет лишь в том 

случае, когда работа (Nфак), затрачиваемая на уплотнение грунта, 

будет минимальной (Nmin): 

 minфак j

b
N M H n N

A
= ⋅ ⋅ ⋅ ∈ , (1) 

где M – масса трамбовки, принимаемая с учётом грузоподъёмности 

механизма, тс; H – высота сбрасывания трамбовки, м; b – площадь 

участка в пределах которого требуется уплотнение грунтов, м2; А – 

площадь основания трамбовки, м2; nj – число ударов трамбовки в 

одной точке. 
Не менее существенно и значение угла наклона секущей прямой 

(ψ) к горизонту, так как чем больше его величина, тем более каче-

ственное уплотнение грунта и по глубине, и по площади (рис. 1). 

Кроме того, увеличение угла (ψ) позволяет увеличить и рассто-

яние между точками трамбования, минимизирующие трудозатраты 
работ по уплотнению, что связано с особенностями формирования 
центральной зоны уплотнения грунта, развития периферийной зоны 
уплотнения и их взаимодействием. 

Нужно отметить, что в зоне уплотнения (рис. 1) наблюдается в 
основном радиальное направление нормалей к площадкам главных 
деформаций сжатия, а это указывает на преобладание радиальных 
деформаций над вертикальными, т. е. интенсивные удары тяжелых 
трамбовок с круглой плоской подошвой обусловливают на началь-
ном этапе уплотнения сжатие центральной зоны (столба) грунта в 
области подошвы трамбовки, с последовательным радиальным его 
боковым расширением, которое и вызывает радиальное сжатие 
грунта в периферийной зоне. При этом если плотность грунта пери-
ферийной зоны относительно высокая, то радиальное сжатие может 
сопровождаться выпором грунта. При низкой же естественной плот-
ности грунта влияние радиального распора на деформации перифе-
рийной зоны будет существенно менее значимо. 
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1 – центральная зона; 2 – периферийная зона уплотнения 

Рисунок 1 – Схема формирования зон уплотнения (а) и направление 
нормалей к площадкам главных максимальных деформаций сжатия (б) 

 

Все это определяет одно из перспективных направлений в обла-
сти оптимизации процесса уплотнения грунтов – изменение формы 
поверхности подошвы трамбовок, т. е. переход от плоских к сфери-
ческим или сфероидным [6] (рис. 2). 

Применяемые на практике трамбовки в виде усеченных конусов 
с основанием в форме правильной шестигранной призмы в некото-
рой мере являются прообразом трамбовок со сферической формой 
подошвы большого радиуса [7, 8, 9]. 

Анализ процесса формирования контуров зон уплотнения и из-

менений углов наклона (ψ) секущей прямой к горизонту позволяет 

отметить, что как для центральной, так и периферических зон харак-
терны специфические особенности их пластического деформирова-
ния, усложняемые существенной неоднородностью напряженно-
деформированного состояния при контактном взаимодействии трам-
бовок и грунта [10, 11, 12]. 
 

Аналитическое решение задачи взаимодействия поверхно-
сти тяжелых трамбовок с грунтовыми основаниями 

Сложность взаимосвязей и взаимодействия множества выше-
приведенных факторов и параметров и обусловливает необходи-
мость компьютерного моделирования процесса динамического 
уплотнения. Для разработки конечно-элементной модели с 10-
узловыми конечными элементами и её реализации с использовани-
ем известных программных комплексов была предпринята попытка 
поиска аналитического решения задачи о соударении сферического 
тела с упруго-пластичным полупространством с выделением трех 
стадий: упругое, упругое ограниченно-пластическое и ограниченно-
упругое пластическое деформирование. 

На стадии упругого деформирования зависимость радиуса кру-

говой области контакта (r) от значения вертикальной силы (P) может 

быть описана классической теорией Герца [13]: 

 3
2

4
3 (1 )

E
P r

R
⋅= ⋅

⋅ ⋅ − υ
, (2) 

при этом связь радиуса круговой области контакта (r) с глубиной отпе-

чатка (u) определяется соотношением r2 = u·R, где E – модуль Юнга, 

υ  – коэффициент Пуассона, R – сферический радиус трамбовки. 
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А – с выпуклой подошвой (сферическая (а) и сфероидная (б)); Б – с 
выгнутой сфероидной подошвой (в) 

Рисунок 2 – Принципиальные схемы трамбовок 
 

Критическое значение вертикальной силы (F), соответствующей 

началу пластического течения, соответствует максимальному кон-

тактному давлению (Pmax): 

 

( )

1/3
2

max 23 2 2

6

1

F E
P

R

 ⋅ ⋅ =
 π ⋅ ⋅ − υ 

 (3) 

и соответственно 

 
( )2

max

1

2
y

кр

R
r

f E

σ ⋅ π ⋅ ⋅ − υ
=

⋅ ⋅
, (4) 

где yσ  – константа и 

 
( )

6 cos

3 3 sin
y

с⋅ ⋅ ϕσ =
⋅ − ϕ

, (5) 

где c и φ – соответственно удельное сцепление и угол внутреннего 

трения грунта; 

 

( )

( )

max

1
2 1

3
2 sin

3 3 sin

f
 = − ⋅β − ⋅ + υ  

  
⋅ ϕ β =
⋅ − ϕ 

. (6) 

Для стадии упругого ограниченно-пластического деформирова-

ния соответственно зависимость r = f(P) принимает вид: 

 
0

0 2

m

m

a
P H

R −= π ⋅ ⋅ , (7) 

где H – давление текучести, определяемое средним контактным 

давлением при начале пластического течения и 

 0 2

кр

кр

P
H С

r
= ⋅

π ⋅
, (8) 
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где С0 – коэффициент, ограничиваемый условием 2<m0<3, и 

тогда, соответственно – 

 
2 2 22 y yr R u k u k= ⋅ ⋅ ⋅ − , (9) 

где ky – коэффициент, характеризующий изменение формы краёв 

отпечатка в области ограниченной пластичности. 

Стадия ограниченно-упругого пластического деформирования 

характерна для периода выхода области пластичности на поверх-

ность [14] и 

 
22

L

r
P H a arctg

r

 
= ⋅ ⋅ ⋅  

 
, (10) 

где rL – радиус, определяемый из условия неразрывности верти-

кальной силы при переходе стадий 

 0

1
22 m R

Lr
− ⋅=  (11) 

и соответственно 

 

2 2

1.5

2 ( ) ( )

2
( ) 0.5 1

L

r R u k u u k u

u
k u arctg

u

= ⋅ ⋅ ⋅ −

 

= + ⋅ −  π   

, (12) 

uL – максимальная глубина отпечатка на стадии упругого огра-

ниченно-пластического деформирования. 

Используя динамическое уравнение движения трамбовки [2, 12] 

 

2

2
( )

d u
M P u

dt
⋅ = − , (13) 

где M – масса, u – глубина отпечатка, P(u) – сопротивление грун-

та, можно установить зависимость скорости падения трамбовки ( ϑ ) 

и глубины отпечатка (u) 

 

2 2
0

0

1
( )

2

u

P d
M

ϑ − ϑ
= − ξ ⋅ ξ∫ , (14) 

где ξ  – переменная интегрирования. 

В момент достижения максимального значения глубины отпе-

чатка (umax) из уравнения (14) следует 

 

max

2 1
0 max

0

2 2
( 1)

u
n nb b
d u

M M n
+⋅ ⋅ϑ = ξ ξ = ⋅

⋅ −∫  (15) 

и тогда соответственно 

 

1/( 1)2
0

max

max max

( 1)
2

n

n

M
u n

b

P b u

+  ⋅ ϑ
= ⋅ +  ⋅  


= ⋅ 

, (16) 

где n – параметрический степенной показатель. 

Из уравнения (14) определим текущую скорость трамбовки 

 

2
0

0

0 2
0 0

2
( )

2
1 ( ) .

u

u

u
P d

t M

P d
M

∂ϑ = = ϑ − ⋅ ξ ⋅ ξ =
∂

= ϑ − ⋅ ξ ⋅ ξ
⋅ ϑ

∫

∫

 (17) 

С учетом уравнения (15) имеем 

 

1

0
max

1
n

u u
t u

+
 ∂ = ϑ −  ∂  

. (18) 

Разделяя переменные и интегрируя от t = 0 до t = ta, имеем: 

 

max

1
0 0

0
max

1

at u

n

du
dt

u
u

+
=

 
ϑ −  

 

∫ ∫ , (19) 

где ta – время активной стадии удара, в течение которого глубина 

отпечатка изменяется 0 до umax, а скорость от 0ϑ  до 0. 

Тогда 

 max

0

( )a

u
t J n= ⋅

ϑ
, (20) 

где 

 

1

1
0

max

1
1

( )
1 11

1 1 2

n

Г
d n n

J n
nu Г

nu

+

 
 ϑ + = = ⋅

+    + −   + 
 

∫  (21) 

( )Г x  – гамма-функция. 

При достижении umax начинается упругая разгрузка грунта и со-

ответственно глубина восстанавливаемого отпечатка будет опреде-

ляться соотношением: 

 
max

2/3

max
e

e

P
u

b

 
=  
 

, (22) 

где be – параметр функции для стадии линейно упругого деформи-

рования и 

 
2

4
3 (1 )e

E R
b

⋅ ⋅=
⋅ − υ

. (23) 

Общее время удара может быть определено зависимостью 

 
maxmax

0

1
( ) 1.47y et J n u u = ⋅ ⋅ + ⋅ ϑ

, (24) 

тогда временная зависимость силы сопротивления на активной ста-

дии удара: 

 max sin
2

n
t

a

t
P P

t

 π ⋅= ⋅  ⋅ 
 (25) 

и соответственно: 

 
1.5( ) ( )eP u b u h= ⋅ − . (26) 

 

Заключение 

Аналитические исследования контактного взаимодействия сфе-

рических трамбовок с грунтовыми основаниями подтверждают, что 

учет упруго-пластических деформаций по модели Друкера-Прагера, 

при больших нагрузках обусловливает значительные изменения 

расчетных параметров области контакта и соответственно суще-

ственные изменения напряженно-деформированного состояния 

уплотняемого основания. Численное решение полученных аналити-

ческих зависимостей в комплексе с имеющимися эксперименталь-

ными данными позволяет актуализировать, для процесса уплотне-

ния грунтовых оснований тяжелыми трамбовками со сферическими 

формами поверхностей подошвы, модель Друкера-Прагера с ис-

пользованием программных комплексов ABAQUS и PLAXIS. 
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