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uData(t) можно получать из полиномиальной интерполяции 
или аппроксимации, нахождением функции регрессии, 
сплайнов и т.п.[3]. На рисунке 3 представлены ug(t), uData(t) 
и узловые точки из файла данных, причем функция uData(t) 
получена кусочно-непрерывной аппроксимацией. 

 

1 2 3 4

-7.5

-5

-2.5

2.5

5

7.5

 
Рисунок 4 – График функции u(t) рассчитанной численно из 

уравнения (3) (сплошная линия), и функция 
uData(t)/200 (штриховая линия). 

 
Для проверки удовлетворительности аппроксимации ре-

шено дифференциальное уравнение 

 )t(u)t(u)t('u2)t(''u Data
22 −=++ Ωααβξ (3) 

с помощью функции NDSolve системы «Математика», т.е. в 
результате применения численного метода. На рисунке 4 по-
казаны рассчитанная по файлу данных функция u(t) и функ-
ция uData(t)/200. При сравнении функций u(t), полученных 
из решения уравнений (2) и (3), можно сделать вывод, что 
выбранная аппроксимация кусочно-непрерывной функцией 
дает результаты, близкие к решению уравнения (2). На рисун-
ке 5 показано, что функция u(t) при синусоидальном смеще-
нии грунта, и функция u(t), полученная при аппроксимации 
файла данных, практически совпадают. В случае же неудов-

летворительного совпадения результатов всегда можно поме-

нять аппроксимирующую функцию, и добиться хорошего 
соответствия модельных результатов истинным. 

Наблюдаемое соответствие численного моделирования 
сейсмических колебаний зданий или других конструкций 
фактическим данным позволяет предположить, что использо-
ванный в работе подход может оказаться полезным при ин-
женерном расчете различных объектов в сейсмически актив-
ных районах. 
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УДК 531.1 

Прокопеня А.Н. 

О ЛИНЕЙНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ ТОЧНЫХ СИММЕТРИЧНЫХ РЕШЕНИЙ НЬЮТО-
НОВОЙ ГРАВИТАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ МНОГИХ ТЕЛ 

 
ВВЕДЕНИЕ 

Задача многих тел впервые была сформулирована И. 
Ньютоном и состоит в следующем: зная начальные положе-
ния и скорости трех или более массивных частиц, движущих-
ся под действием сил взаимного гравитационного притяже-
ния, найти их положения и скорости в любой момент време-
ни. В последние три столетия эта задача привлекала внимание 
многих выдающихся математиков и механиков. Однако до 
сих пор она не решена в конечном виде, и только в случае 
двух взаимодействующих частиц соответствующее общее 
решение было найдено. Более того, оказалось, что дифферен-
циальные уравнения, описывающие движение частиц, в об-
щем случае не могут быть проинтегрированы. Поэтому даль-
нейший прогресс в решении задачи многих тел связан, по 
мнению А. Пуанкаре, с поиском новых классов точных част-
ных решений соответствующих уравнений движения и иссле-

дованием их устойчивости. При этом анализ устойчивости 
найденных решений является наиболее сложной задачей ка-
чественной теории дифференциальных уравнений, требую-
щей для своего решения громоздких и трудоемких аналити-
ческих расчетов, выполнение которых возможно лишь при 
использовании современных систем символьных вычислений, 
к которым относится, например, система Mathematica [1]. 

В работе [2] рассмотрена плоская ньютонова задача мно-
гих тел и найдено соответствующее точное частное решение, 
описывающее равномерное вращение n частиц одинаковой 
массы m , находящихся в вершинах правильного n-
угольника, вокруг (n+1)-ой частицы массой 0m , помещен-
ной в его центр. Затем было показано [3, 4], что существует 
целый класс точных симметричных решений задачи многих 
тел, геометрически изображаемых правильным многоуголь-
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Рисунок 5 – График функции u(t) (штриховая линия), рас-

считанной из уравнения (2) при ug(t) = 
Asinδt, и график функции u(t), рассчитанной 
численно из уравнения (3) по файлу данных 
(сплошная линия). 
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ником, в вершинах которого находятся частицы одинаковой 
массы. Многоугольник вращается с переменной угловой ско-
ростью вокруг оси, проходящей через его центр перпендику-
лярно плоскости многоугольника, испытывая масштабное 
преобразование, причем в его центре может находиться еще 
одна частица произвольной массы. Устойчивость инвариант-
ного многоугольника была полностью исследована в первом 
и втором приближениях в работах [5, 6]. В данной работе 
исследуется устойчивость в первом приближении решений, 
описывающих изменяющиеся многоугольники [3, 4]. 

 
УРАВНЕНИЯ ВОЗМУЩЕННОГО ДВИЖЕНИЯ В ЛИ-
НЕЙНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ 

Рассмотрим систему, состоящую из (n+1) частиц масса-
ми 0m  и mm...mm n ≡=== 21 , движущихся под дейст-
вием силы гравитационного притяжения вида: 

2
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fF = , где |rr|r jiij
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−=  – расстояние между i-ой и 

j-ой частицами, а f  – гравитационная постоянная. В относи-
тельной декартовой системе координат, начало которой сов-
падает с частицей массой 0m , уравнения движения частиц 
имеют вид [3]: 
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Для дальнейших вычислений уравнения (1) удобно пере-

писать в цилиндрических координатах: 
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Непосредственной подстановкой легко убедиться в том, 
что уравнения (2) имеют следующее точное частное решение: 
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причем функции )t(ρ  и )t(ϕ  связаны соотношениями: 
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постоянные. 
Решение (3) определяет движение частиц в координатной 

плоскости xOy  по одинаковым траекториям, каждая из ко-

торых повернута по отношению к соседней на угол n/π2 . 
При этом частицы находятся в вершинах правильного n-
угольника, центр которого совпадает с началом координат и 
который в процессе движения частиц изменяет свои размеры 
и вращается вокруг оси Oz  с переменной угловой скоро-
стью. Форма траекторий частиц полностью определяется зна-
чениями параметров p  и e . В случае 0=e  все частицы, 
находясь в вершинах правильного n-угольника, движутся по 
одной и той же окружности радиуса p  с постоянной угловой 
скоростью  

 3
 
p
Mf n=ω . 

Чтобы исследовать устойчивость решений (3), удобно 
преобразовать (2) к переменным Нехвила, используя следую-
щую подстановку [7]: 
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где полярный угол ϕ  является новой независимой перемен-
ной. В результате уравнения движения (2) примут вид: 
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Решение (3) в переменных Нехвила запишется в виде: 
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Чтобы исследовать уравнения (4) в окрестности решения 
(5), сделаем в (4) следующую подстановку:  
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2

. 

Рассматривая функции )(u j ϕ , )(j ϕγ , )(z j ϕ  в качестве 

малых возмущений решения (5), разложим уравнения (4) по 
степеням ju , jγ , jz  с точностью до первого порядка. В 

результате получим следующую линеаризованную систему 
дифференциальных уравнений: 
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Система (6) представляет собой систему трех линейных диф-
ференциальных уравнений второго порядка с периодически-
ми коэффициентами, частным решением которой является 

тривиальное решение. Таким образом, исследование устойчи-
вости решения (3) в линейном приближении сводится к ана-
лизу устойчивости тривиального решения системы (6). 

 
АНАЛИЗ ЛИНЕЙНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЙ 
ПО ОТНОШЕНИЮ К ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫМ ВОЗ-
МУЩЕНИЯМ 

Как следует из третьего уравнения системы (6) функции 

jz , определяющие возмущение траекторий частиц в перпен-

дикулярном по отношению к плоскости xOy  направлении, 

не зависят от ju  и jγ . Следовательно, в линейном прибли-

жении можно исследовать устойчивость решений (5) по от-
ношению  к перпендикулярным возмущениям jz  и возмуще-

ниям ju  и jγ , параллельным плоскости xOy , по отдельно-

сти. 
Сначала исследуем линейную устойчивость решений (5) 

по отношению к перпендикулярным возмущениям. Для этого 
перепишем третье уравнение системы (6), определяющее jz , 

используя векторные обозначения. Введем n-мерный вектор 
Z с компонентами )(z j ϕ  и матрицы B и K размерности 

nn× , элементы которых имеют вид: 
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В результате получим следующее векторное уравнение: 
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где I  – единичная матрица размерности nn× . Легко убе-
диться в том, что матрица B имеет собственные векторы rE  
вида  
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где индекс k соответствует номеру компоненты вектора rE , 

а 1−=i  – мнимая единица. Векторам (8) соответствуют 
собственные значения )( rλ− , где 
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Векторы (8) являются, также, собственными векторами и мат-
рицы K, которая имеет два собственных значения: 0 и n. Дей-
ствительно, 

 0=⋅ rEK  при 11 −= n,r  и nn nEEK =⋅ . 

Поэтому, определяя матрицу Q, столбцами которой явля-
ются векторы rE , т.е. r,kr,k EQ = , с помощью преобразо-

вания вида BQQB +→ , KQQK +→  можно легко при-

вести матрицы B и K к диагональному виду. В результате 
уравнение (7) примет вид: 
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Уравнение (9) является дифференциальным уравнением вто-
рого порядка, которое иногда называют уравнением Хилла. В 
случае 0=e  оно сводится к дифференциальному уравнению 

гармонических колебаний частоты a . Поскольку 0≥rλ , 

то 0>a  для любого n,r 1= . Следовательно, в случае 
0=e  решение (5) является устойчивым в линейном при-

ближении для любых возмущений, перпендикулярных к 
плоскости xOy , в которой расположены орбиты частиц. 

Уравнение (9) эквивалентно системе двух дифференци-
альных уравнений первого порядка с периодической матри-
цей. Согласно общей теории устойчивости [8, 9] в зависимо-
сти от значений параметров a  и e  ее тривиальное решение 
может быть как устойчивым, так и неустойчивым. Границы 
между областями устойчивости и неустойчивости на коорди-
натной плоскости параметров a  и e  представляют собой 
некоторые кривые )e(aa = , которые определяются из ус-

ловия существования периодических решений периодов π2  
и π4 . Из формы уравнения (9) видно, что если функция 

)(zz ϕ=  является его решением, то функции )(zz ϕ−=  

и )(zz ϕ−=  также будут решениями этого уравнения. Из 
этого следует, что среди периодических решений уравнения 
(9) имеются четные и нечетные решения. Четные периодиче-
ские решения периода π2  будем искать в виде следующего 
ряда Фурье: 

 ∑
∞

=

+=
1

0
k

k )kcos(ccz ϕ , (10) 

а нечетные периодические решения того же периода – в виде 

 ∑
∞

=

=
1k

k )ksin(dz ϕ . (11) 

Периодические решения периода π4  представим анало-
гичными рядами: 

 ∑
∞

=

+=
1

0 2k
k )kcos(ccz ϕ , ∑

∞

=

=
1 2k

k )ksin(dz ϕ . (12) 

Подставляя последовательно решения (10)-(12) в (9) и при-
равнивая в полученных уравнениях коэффициенты при 

)kcos( ϕ , )ksin( ϕ , )kcos( ϕ
2

, )ksin( ϕ
2

 к нулю, 

получим следующие четыре бесконечные последовательности 
уравнений для коэффициентов соответствующих рядов Фу-
рье: 
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 (15) 

.ed)k)(k(d

))k(a(ed)k)(k(

,edd)ea(

kk

k

0
8

3212
2
1

8
1252

0
8
5

8
3

4
1

1

2
1

21

=
+−

−×

×−−+
−−

−

=−−−

+

−



 (16) 

Это линейные однородные уравнения относительно коэффи-
циентов kc,...,c,c 10  и kd,...,d1 , которые должны иметь 
решения, отличные от нуля. Поэтому определитель каждой из 
систем (13)-(16), содержащий бесконечное число строк и 
столбцов, должен равняться нулю. В результате получим че-
тыре алгебраические уравнения, решения которых определя-
ют зависимости )e(aa = , при которых существуют перио-
дические решения уравнения (9). В явном виде эти зависимо-
сти можно установить следующим образом. Рассмотрим, на-
пример, первые k уравнений системы (13) и выпишем ее оп-
ределитель kD : 

2
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2
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04400
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31
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...          ...        ...       ...     ...  ... 

0           ...      a e      

           ...       ea       
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           ...                        a 

Dk

−
−

−
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−−

−−

= .

(17) 
Приравнивая kD  к нулю, из полученного уравнения найдем 

приближенное решение )e(aa kk = . Точное решение полу-

чается при ∞→k . Легко видеть, что для определителя (17) 
справедлива следующая рекурентная формула: 

2

2

1
2 112

2 −− +−−−−= kkk D)k(k)k)(k(eD)ka(D  

,...),k( 43=   (18) 
причем 

aD =1 , )a(aD 12 −= . 
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Из (18) следует, что кривые )e(aa =  пересекают ось 

0=e  в точках ...)  ,,,k(  ka 2102 == . Поэтому при 
1<<e  соответствующие зависимости )e(aa =  можно 

представить в виде рядов по e . При этом для вычисления 

)e(aa =  вблизи точки 2ka =  с точностью до pe2  можно 

ограничиться решением уравнения 0=+ pkD . Из соотноше-
ния (18) следует, что вычисления с помощью определителей 
более высокого порядка приведут только к появлению более 
высоких поправок по e . В результате получаем следующие 

выражения для )e(aa =  с точностью до 4e : 

 ,a   ,a 10 ==  ...  ,eea 42

125
39

5
64 −−=  (19) 

Аналогичный алгоритм может быть реализован для систем 
(14)-(16). Например, определитель системы (14) получается из 
(17) путем вычеркивания первого столбца и первой строки и 
также удовлетворяет рекурентной формуле (18), но при дру-
гих начальных условиях: 

11 −= aD , )a)(a(D 412 −−= . 
Поэтому зависимости )e(aa = , получаемые из системы 

(14), совпадают с выражениями (19), за исключением случая 
0=a . Для определителей систем (15), (16) при 3≥k  имеет 

место следующая рекурентная формула: 
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с начальными условиями 
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Как видим из (20), в случае 0=e  определители систем (15), 

(16) будут равны нулю при ...) , , k(   )k(a 21
4

12 2

=
−

= . 

Представляя вблизи этих значений зависимость )e(aa =  в 

виде ряда по e , с точностью до 4e  получаем: 

 ,eeeea 432
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885
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45
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15
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3

4
1

++=   

 ...  ,eeea 432

262144
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2048
45
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4
9

−−=   (21) 

Графики зависимостей (19), (21) показаны на рисунке 1. Сле-
дует отметить, что области нестабильности существуют толь-
ко между кривыми (21), пересекающими ось 0=e  в точках 

...) ,,k(  )k(a 21
4

12 2

=
−

= , причем эти области доста-

точно узкие. Поскольку кривые )e(aa = , определяемые из 
условия равенства нулю определителей систем (13), (14) сов-
падают, в каждой точке кривых (19) существуют два линейно 
независимых решения (10), (11) уравнения (9). Следователь-
но, в этих точках тривиальное решение уравнения (9) устой-
чиво. Таким образом, если при заданных значениях a  и e  
соответствующая точка оказывается в области нестабильно-
сти между кривыми (21), то соответствующее решение урав-
нения (9) будет неустойчивым.  

 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В данной работе анализируется линейная устойчивость 

точных частных решений плоской ньютоновой задачи многих 
тел, найденных в [3, 4], причем основное внимание уделяется 
исследованию устойчивости решений при перпендикулярных 
по отношению к плоскости траекторий частиц возмущениям. 
Показано, что поведение возмущения )(z j ϕ  определяется 

значениями эксцентриситета траекторий частиц e  и пара-
метра a , который зависит от числа частиц n  и соотношения 
между массами частиц m/m0=µ . Найдены уравнения 
кривых, ограничивающих области нестабильности возмуще-
ний )(z j ϕ  на координатной плоскости параметров a  и e . 
Все вычисления и визуализация результатов производятся с 
помощью системы компьютерной алгебра Mathematica. 

Автор выражает глубокую признательность проф. Е.А. 
Гребеникову за полезное и интересное обсуждение рассмат-
риваемой проблемы. 
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