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Рассмотрим дифференциальное уравнение для описания колебаний речного стока, 
используемое в стохастической гидрологии [1]:  
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Уравнение (1) при решении различных прикладных задач, например в [2], интегриро-
валось численными методами. Приведем решение этого уравнения [3]. 

Введем обозначение )(1 ξ
ξ
θ

f
d

d = . Тогда, учитывая, что 
ξξ

θ
d

df

d

d =
2
1

2

, приходим к 

линейному дифференциальному уравнению первого порядка 1−=− f
d

df ξ
ξ

, с началь-

ным условием 0)( =
∞=ξξf . 

Решение последнего уравнения будем отыскивать в виде )()()( ξξξ vuf = . Тогда, 

учитывая, что )()()()()( ξξξξξ vuvuf ′+′=′ , получим уравнение 

1−=−′+′ uvvuvu ξ  или 1)( −=−′+′ vvuvu ξ  (*).  

Найдем одно из ненулевых решений уравнения 0=−′ vv ξ . Разделяя переменные в 

уравнении v
d

dv ξ
ξ

= , решением которого, очевидно, является 0=v , получим ξξd
v

dv = . 

Интегрируя последнее уравнение, имеем 2Cd
v

dv += ∫∫ ξξ . Откуда 1

2

ln
2

ln Cv += ξ
 

или 2
1

2ξ

eCv ±= . Следовательно, 2

2ξ

Cev =  − общее решение дифференциального 

уравнения 0=−′ vv ξ .  

Выберем одно из ненулевых решений этого уравнения, например, 2

2ξ

ev = , при 1=C . 

Подставляя его в уравнение (*), имеем 12

2

−=′
ξ

eu  или 2

2ξ−
−=′ eu . Откуда 

Cdeu +−= ∫
−

ξ
ξ
2

2

. 

Следовательно, 22

22

)()()()(
ξξ

ξξξξ eCdevuf +−== ∫
−

 или 

22

22

)()(
ξξ

ξ edteСf
t

∫
∞−

−
−=  − общее решение дифференциального уравнения 

1−=− f
d

df ξ
ξ

. 



          Аналитические и численные методы исследований в математике и их приложения  

 

122 

Заметим, что 1
2

0

2

2

=∫
∞+ −

dte
t

π
. Тогда π22

0

22

22

== ∫∫
∞+ −∞+

∞−

−
dtedte

tt

 и, учитывая 

начальное условие 0)( =
∞=ξξf , имеем 22

22

)2()(
ξξ

πξ edtef
t

∫
∞−

−
−= .  

Действительно, 

2

2

22
2

2

22 2
lim)2(lim)(

ξ

ξ

ξ

ξξ

ξξ

π
πξ

−

∞−

−

+∞→
∞−

−

+∞→∞=

∫
∫

−
=−=

e

dte
edtef

t

t

 

и, учитывая π22

2

=∫
∞+

∞−

−
dte

t

, получаем, что последний предел имеет неопределен-

ность вида 
0
0

. Тогда, используя правило Лопиталя, имеем  

0
1

lim

)(

0
lim

2

lim)(
2

2

2

2

2

2

2

2

==
−⋅

−=′















′














−

=
+∞→−

−

+∞→
−

∞−

−

+∞→∞=

∫

ξ
ξ

π
ξ

ξξ

ξ

ξξ

ξ

ξξ

e

e

e

dte

f

t

. 

Таким образом 22

22

)2()(
ξξ

πξ edtef
t

∫
∞−

−
−=  или, учитывая 

2

0
2

2

π=∫
∞−

−
dte

t

, 

=












−−=













−−= ∫∫∫

−−

∞−

−
2

0

22

0

2
0

2

22222

2
22)(

ξξξξ πππξ edteedtedtef
ttt

2

0

2

22

2

ξξπ
edte

t














−= ∫

−
 − решение дифференциального уравнения 1−=− f

d

df ξ
ξ

, 

удовлетворяющее начальному условию 0)( =
∞=ξξf . 

Используя разложение функции ze  в ряд Тейлора ∑
∞+

=
=++++=

0

32

!!3!2
1

n

n
z

n

zzz
ze K , 

имеем 

∑
∞+

=
=++++=

0

2

3

6

2

42
2

!2!32!222
1

2

n
n

n

n
e

ξξξξξ

K  и 

 

∑
∞+

=

− −=+−+−=
0

2

3

6

2

42
2

!2
)1(

!32!222
1

2

n
n

nnt

n

tttt
e K . 

 

Тогда ∑∑∫ ∑∫
∞+

=

+∞+

=

+∞+

=

−

+
−=

+
−=







 −=
0

12

00

12

0 0

2

0

2

)12(!2
)1(

)12(!2
)1(

!2
)1(

2

n
n

nn

n
n

nn

n
n

nnt

nnnn

t
dt

n

t
dte

ξξξξ

. 



          Аналитические и численные методы исследований в математике и их приложения  

 

123

Следовательно, решение 2
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Заметим также, что значения nmI ,  связаны с бета-функцией  

( ) ∫
−− −=

1

0

11 )1(, dtttqpB qp  соотношением:  



          Аналитические и численные методы исследований в математике и их приложения  

 

124 

.1,
2

1
2
1

)1(
2
1

2

,
)1(

1

0

2

121

0

2
, 







 ++=−=
=

===−= ∫∫
−

n
m

Bdttt
dtxdx

txtx
dxxxI n

m
nm

nm

Тогда, используя свойства бета-функции ( )qpB ,  и гамма-функции ( ) ∫
∞

−−=
0

1dttezГ
zt  

− интегралы Эйлера первого и второго рода, получим 
 

( )

( ) ( ) !!12
!)!2(

2221

!)!2(

1
2
1

2

!2

1
2
1

2
1

2

!
2
1

1
2
1

2

1
2
1

1,
2
1

2
1

1

1

1

1

1

1

1

,0

+
=

−++
=








 −++
=

=







 −++

















=







 ++

+








=






 +=

∏∏

∏

+

=

++

=

+

+

=

n

n

jn

n

jn

n

jnГ

nГ

nГ

nГГ

nBI

n

j

ni

j

n

n

n

j

n

 

Следовательно, ∑∑
∞+

=

+∞+

= +
−=

0

12

0

2

!!)12(!22
)(

n

n

n
n

n

nn
f

ξξπξ .  

Так как ∑∑
∞+

=

+∞+

= +
−==

0

12

0

2
1

!!)12(!22
)(

n

n

n
n

n

nn
f

d

d ξξπξ
ξ
θ

, то 

2 2 1

1
0 02 2 ! !(2 1) !

n n

n
n n

d
n n

π ξ ξθ ξ
++∞ +∞

= =

 
= − = + 

∑ ∑∫  

2 1 2 2

0 02 2 !(2 1) ! (2 2)(2 1) !

n n

n
n n

C
n n n n

π ξ ξ+ ++∞ +∞

= =

= − +
+ ++∑ ∑  − 

решение уравнения 11

2

1
2

−=−
ξ
θξ

ξ
θ

d

d

d

d
. 

 

Учитывая, начальное условие, 0)(
*

1 =
=ξξξθ , получаем, что  

)()()( *111 ξξξθ SS −= ,                                       (2) 

где ∑∑
∞+

=

+∞+

=

+

++
−

+
=−=

0

22

0

12

1 )22(!!)12()12(!)!2(
2)()()(

n

n

n

n

nnnn
BAS

ξξπ

ξξξ . 

 

Общие члены этих рядов 
)12(!)!2(2

)(
12

+
⋅==

+

nn
aa

n

nn

ξπξ  и 
)22(!!)12(

)(
22

++
==

+

nn
bb

n

nn

ξξ  

удовлетворяют рекуррентным соотношениям nn a
nn

n
a

)32)(22(
)12( 2

1 ++
+=+

ξ
, 

20

πξ=a  и 

nn b
nn

n
b

)42()32(

)22( 2

1 ++
+=+

ξ
, 

2

2

0

ξ=b . Эти соотношения можно использовать для вы-

числения значений частичных сумм рядов )(),( ξξ BA .  
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Отметим свойства рядов )(),( ξξ BA : 

1. 0>na , 0>nb , для любого 0>ξ . 
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Результаты вычисления значений функции 1 ( )θ ξ  с использованием соотношений (2) 

и условий (3) приведены в табл. 1 и на рис.1. 
 

Таблица 1 

ξ* 
ξ 

0 1 2 3 4 5 

-1 2,09 3,00 3,52 3,88 4,14 4,35 

0  0,90 1,43 1,78 2,05 2,26 

1   0.52 0,88 1,15 1,36 

2    0,36 0,62 0,84 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1 
 

Литература 
1. Найденов В.И., Швейкина В.И. Нелинейные модели колебаний речного стока / В.И. Най-

денов, В.И. Швейкина // Водные ресурсы. – Том 29, № 1. – М., 2002. – С. 62 – 67. 
2. Волчек, А.А. Сравнительная оценка марковских и нелинейных моделей годового 

стока рек Беларуси / А.А. Волчек, С.И. Парфомук // Вестник БрГТУ. – Брест, 2006. – № 5 

– С. 56-60. 
3. Волчек, А.А. О решении одной стохастической модели многолетних колебаний реч-

ного стока / А.А. Волчек, И.И. Гладкий, Л.П. Махнист, С.И. Парфомук // Вестник БрГТУ. – 

Брест, 2008. – № 5 – С. 83-87. 

0

0,5

1

1,5

2

2,5

3

3,5

4

4,5

-1 0 1 2 3 4 5
ξ 

θ1 

ξ*=-1 

ξ*=0 

ξ*=1 

ξ*=2 




