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В гильбертовом пространстве Н решается операторное уравнение δ= yAx , где А – опе-

ратор положительный, ограниченный, несамосопряжённый и δ≤− δyy . Предполагается, 

что AS∈0  (но не является собственным значением оператора А), поэтому рассматривае-

мая задача некорректна. Пусть )(ARy∈ , т. е. при точной правой части у уравнение имеет 

единственное решение х. Будем искать его, используя явный итерационный метод  
 

nnn CuByCzz ++= δ+1 ,  Hz ∈0 ,                                 (1) 
 

где ( )2AAEC ∗α−= , ( ) 




 α−−= ∗− 21 AAEEAB , 
ÀA*4

5
0 ≤α< , а  

nu  – ошибки вычисления итераций (причём β≤nu ). 

Предложенный метод можно сделать вполне эффективным, если воспользоваться 
следующим правилом останова по соседним приближениям: зададим уровень останова 

0>ε  и момент останова m определим условиями  
 

( ) ε≤−<ε>− ++ 11 ,, mmnn zzmnzz .                        (2) 
 

Для доказательства сходимости предложенного метода и получения оценки для мо-
мента останова необходимы следующие леммы. 

Лемма 1.  Пусть приближение nw  определяется равенством  

0,, 100 ≥++== + nCuByCwwzw nnn , 

тогда справедливо неравенство 
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Лемма 2.  При Hw ∈∀ 0  и произвольной последовательности ошибок { }nu , удов-

летворяющих условию β≤nu , выполняется неравенство 

β≤− +
∞→

Cww nn
n

2lim 1 . 

Справедлива 
Теорема. Пусть уровень останова ( )βδε=ε ,  выбирается как функция от уровней δ и β 

норм погрешностей δ− yy  и nu . Тогда справедливы следующие утверждения: 

а) если ( ) β>βδε C2, , то момент останова m определён при любом начальном при-

ближении Hz ∈0  и любых δy  и nu , удовлетворяющих условиям β≤δ≤− δ nuyy , ; 

б)  если ( ) β+δ>βδε CB 2, , то тогда справедлива оценка  

( )( )β−δ−εδ−ε
−

≤
CBB

xz
m

2

2
0 ; 
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в)   если, кроме того, ( ) 0,,0, →βδ→βδε  и ( ) ( )pCBd β+δ≥βδε , , где 

( ),1,0,1 ∈> pd  то 0lim
0,

=−
→βδ

xzm . 

Для иллюстрации скоростных качеств метода (1) в гильбертовом пространстве 
( )1,02L  решаем модельную задачу в виде уравнения:  

∫ =
1

0
)()(),( tydssxstK , ]1,0[∈t  

с симметричным положительным ядром .
)(1001

1
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2st
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−+
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В качестве точного решения сформулированной задачи выберем функцию  





≤≤−
<≤=

.15.0,1
,5.00,)(

ss
sssx  

Данная задача решалась методом (1) и хорошо известным в научной литературе ме-
тодом простой итерации 

 ( ) 0, ,0,,,1 =−α+= δδδδδ+ xAxyxx nnn .                                  (3) 
 

Здесь воспользовались правилом останова (2), выбрав уровень останова .5,1 δ=ε  Итак, 

при 33 105,1,10 −− ⋅=ε=δ для достижения оптимальной точности при счёте методом ите-

раций (1) потребовалось 10 итераций, при счете методом простой итерации (3) – 21 ите-

рация. При 44 105,1,10 −− ⋅=ε=δ  соответственно потребовалось 17 и 48 итераций. 

Пример счёта показал, что для достижения оптимальной точности метод итераций (1) 
требует примерно в 2,5 раза меньше итераций, чем метод простой итерации (3). 
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Пусть в гильбертовом пространстве Н требуется решить уравнение 
 

yAx =                                                                    (1) 
 

где −A ограниченный, самосопряженный, положительный оператор HHA →: , для кото-

рого нуль не является собственным значением. Причем ÀS∈0 , т. е. задача некорректна. 

Предполагается существование единственного решения х при точной правой части у. Для его 
отыскания предлагается итерационный метод 

 

.0,2)( 0
22

1 =α−α+α−=+ xAyyxAEx nn                                (2) 
 

Правую часть уравнения (1), как это обычно бывает на практике, считаем известной 
приближённо, т.е. вместо у известно δ– приближение δ≤− δδ yyy , . Тогда итераци-

онный процесс (2) запишется в виде 
 

.0,2)( ,0
2

,
2

,1 =α−α+α−= δδδδδ+ xAyyxAEx nn                    (3) 




