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ВВЕДЕНИЕ 

Несущие конструкции зданий и сооружений в процессе 
эксплуатации испытывают действие произвольно изменяю-
щихся воздействий (силовых, температурных и кинематиче-
ских). В результате сечения их элементов воспринимают по-
вторные знакопостоянные или переменные усилия, также 
произвольно изменяющиеся в заданной области. До настоя-
щего времени расчет сечений элементов, согласно действую-
щим нормативным документам, выполняют, как правило, на 
отдельные расчетные сочетания усилий и нагрузок. При этом 
прочность сечений считают обеспеченной, если все возмож-
ные расчетные комбинации усилий находятся в пределах или 
на границах области прочности сечения. Однако за весь пери-
од эксплуатации конструкции многократно возникают раз-
личные комбинации усилий, которые вызывают накопление 
остаточных напряжений и деформаций, что в расчетах непо-
средственно не учитывается. 

Прочность сечений стержневых железобетонных элемен-
тов и конструкций, работающих при некоторой определенной 
истории изменения повторно-переменных нагрузок, исследо-
вана в ряде работ (см., например, [1 - 6]). Было выявлено, что 
условия прочности сечений элементов существенно зависят 
от взаимодействия повторных нагрузок (от характеристик 
циклов последних). Такие условия в обобщенных усилиях для 
сечений из однородного идеально пластического материала 
для различных типов циклов нагрузок были сформулированы 
в исследованиях [7, 8]. 

В данной работе на основе теории приспособляемости по-
лучены аналогичные условия прочности для поперечных 
(нормальных) сечений элементов железобетонных конструк-
ций, при этом наряду с пластическими были учтены также 
хрупкие механизмы разрушения системы [9], возникающие в 
процессе образования трещин в бетоне. 

В настоящей статье основное внимание уделено малоцик-
ловым повторным нагружениям, когда параметры прочности 
материалов незначительно изменяются в процессе эксплуата-
ции конструкции. Вместе с тем показано, что предложенная 
методика может быт распространена на случай многократно 
повторяющейся нагрузки (при числе циклов порядка 105 и 
более), что позволяет уточнить существующие методы расче-
тов железобетонных элементов на выносливость и на устало-
стную долговечность [3]. 

Наконец, как частный случай предложенные модели и ме-
тоды применимы также для однократно действующей, моно-
тонно возрастающей нагрузки. 

 
1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрена задача определения прочности поперечных 
(нормальных) сечений стержневых элементов железобетон-
ных конструкций при повторных малоцикловых нагружениях. 
Другими словами, необходимо определить или построить 
некоторую область прочности сечения (рис. 1), зависящую от 
характеристик циклов нагружения при всех возможных рас-
четных комбинациях усилий. 

Форма сечений принята произвольной, одно- или много-
связной; сечение может иметь как обычную, так и предвари-
тельно напряженную арматуру. Вектор повторно-переменных 
усилий включает продольную силу и изгибающие моменты 
относительно главных центральных осей сечения с началь-
ными упругими и геометрическими характеристиками. Учте-
ны также крутящий момент и поперечные силы, однако их 
влияние здесь считается второстепенным. Усилия предвари-
тельного напряжения и температурные воздействия рассмот-
рены здесь в качестве одного из видов действующей на сече-
ние нагрузки, для которой вектор равнодействующих внут-
ренних сил равен нулю. 

Далее всюду принято, что арматурная сталь деформирует-
ся как идеально упругопластический материал, подчиняю-
щийся в пределах упругих деформаций закону Гука. Бетон 
считается в области сжатия нелинейно упругим, а затем иде-
ально пластическим материалом; в области растяжения - не-
линейно-упругим, а затем хрупким материалом. Именно такая 
модель деформирования материалов используется в боль-
шинстве научных исследований и в разрабатываемых норма-
тивных документах; кроме того, зачастую прочностью бетона 
при растяжении пренебрегают. Отметим, что возможен учет 
также эффекта разупрочнения в виде ниспадающих ветвей 
при растяжении и сжатии на диаграмме деформирования бе-
тона, а также упрочнения арматуры [3] в рамках теории при-
способляемости железобетонных конструкций [9]. Однако 
расчетные зависимости при этом существенно усложняются; 
здесь такой подход не рассматривается. 
 

2. ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ СООТНОШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
Пусть на сечение железобетонного элемента действует 

вектор повторно-переменных усилий S = (N, My, Mz, T, Qy, Qz), 
квазистатически изменяющихся произвольным образом в 
пределах заданной области ΏS. Примем, что эта область ап-
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Рис. 1. Область прочности поперечного сечения железобе-
тонного элемента;  - расчетные комбинации уси-
лий (M;N) 
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проксимируется многогранником 
 WS = (S Î R6 : S = S

LlÎ

al Sl,  S
LlÎ

al = 1, al ³ 0 , l Î L),   (1) 

где Sl  - векторы расчетных сочетаний усилий в сечении при 
действии l–х сочетаний внешних воздействий на конструк-
цию (силовых, температурных и кинематических); αl - вектор 
барицентрических координат, lÎL; L – множество сочетаний 
нагрузок и усилий; остальные обозначения традиционны. 
Заметим, что к вектору S можно добавить еще компоненты, 
связанные с температурными воздействиями, которые рас-
пределяются по сечению некоторым заданным образом. 

В область ΏS входит начало координат, или “нулевая” на-
грузка S = 0, соответствующая как естественному ненапря-
женному состоянию железобетонного сечения с обычной 
арматурой, так и состоянию заданного предварительного на-
пряжения сечения с напрягаемой арматурой. Последнее со-
стояние учитывают аналогично температурному. 

В элементарных площадках dA области Ac бетонного се-
чения с координатами x = (y, z) возникают напряжения s = 
(sx, txy, txz); напряжениями  sy, sz, tyz, как это принято для 
стержневых элементов, пренебрегаем; в сечении арматуры As 
учитываются только нормальные напряжения sx . В дальней-
шем индекс “x” для напряжений sx  опускаем; индексы “c” и 
“s” для бетона и арматуры используем ниже по мере необхо-
димости. 

Напряжения в области сжатия бетона Ac,c как упругопла-
стического материала складываются из упругих se и остаточ-
ных sr

  составляющих,  
 s = se(S) + sr ; x Î Ac,c, (2) 
а в области растяжения бетона Ac  - как упругохрупкого мате-
риала (sr = 0), 
 s = se(S) ,x Î Ac,t.    (3) 

Кроме того, остаточными касательными напряжениями в 
бетоне пренебрегаем, 
 tr,xy = tr,xz = 0. (4) 

Зависимость напряжений от деформаций бетона se(e) в 
упругой стадии предполагаем известной, например, в форме 
двух функций аналогичного вида для области растяжения и 
сжатия (используются также единые для всей области дефор-
мирования кубические или квадратичные выражения). 

В качестве общего условия прочности бетона для растя-
жения и пластичности для сжатия возьмем критерий П.П. 
Баландина и Г.А. Гениева в главных напряжениях для объем-
ного напряженного состояния  

s2
1 + s2

2 + s2
3 – (s1 s2 + s2s3+s3s1) + 

 +(fc,c–fc,t)(s1 +s2 + s3) - fc,c fc,t £ 0, x Î Ac,  (5) 
где fc,c и fc,t – соответственно пределы прочности бетона при 
сжатии и растяжении. 

С учетом выражений (2) и (4) для плоского напряженного 
состояния бетона при сжатии условие (5) примет вид  
 s2 + 3((txy)2+ (txz)2) + (fc,c–fc,t)s –fc,c fc,t £ 0, x Î Ac, (6) 
для бетона при растяжении (x Î Ac,t) в левой части неравенст-
ва (6) полагаем sr = 0. 

Квадратичные неравенства типа (6) заменяем линейными 
неравенствами соответственно для области сжатия и растя-
жения бетона, 
 -se - sr

  + Rc,l £ 0, x Î Ac,c ,   (7) 
 se

 - Rt,l £ 0,x Î Ac,t ,  (8) 
где Rc,l

 и Rt,l – корни функции в левой части (6), зависящие от 
касательных напряжений tl,e, возникающих от действия l–х 
сочетаний усилий в точке x сечения, 
 Rc,l = (fc,t - fc,c – Dl)/2 ,  (9) 
 Rt,l = (fc,t - fc,c + Dl)/2 , (10) 
 Dl = ((fc,t - fc,c)2 –12((txy,e)2+ (txz,e)2))1/2 ; (11) 
их модули представляют собой эквивалентные пределы теку-
чести и прочности бетона. 

Заметим, что при условии (8) происходит хрупкое разру-
шение бетона, сопровождающееся динамическим эффектом 
типа удара. Это явление учтено здесь при вычислении упру-
гих напряжений se в бетоне и арматуре. 

Напряжения в арматуре также складываются из упругих и 
остаточных составляющих,  
 s = se(S) + sr ; x Î As. (12) 

Зависимость напряжений от деформаций арматуры в уп-
ругой области соответствует закону Гука, se = Ee , а условия 
идеальной пластичности имеют вид 
 -fsy £ ss £ fsy, x Î As, (13) 
где    fsy - предел текучести арматуры. 

Принимаем, что зависимость упругих напряжений в бето-
не и арматуре от усилий se(S) известна; ее определяем по 
расчету сечений элементов в предположении упругой работы 
материалов при однократном нагружении. Если зависимость 
se(S) монотонна, то экстремальные напряжения sl,e-, sl,e+ воз-
никают при действии l–х невыгоднейших расчетных сочета-
ний нагрузок,  
      se- = min{

Ll
min

Î
 se (Sl); 0}.;se+ = max{

Ll
max

Î
 se (Sl); 0}. (14) 

C учетом (9) – (11), (14) условия пластичности (7) и проч-
ности (8) бетона и арматуры (13) примут вид: 
 

Ll
min

Î
 (Rc,l - se (Sl)) - sc,r

   £ 0, x Î Ac,c, (15) 

 
Ll

min
Î

 (se (Sl) - Rt,l ) £ 0,x Î Ac,t, (16) 

 se- -fsy - ss,r
   £ 0, x Î As,c, (17) 

 se+ -fsy + ss,r
   £ 0, x Î As,t, (18) 

Остаточные напряжения в бетоне sc
r и арматуре ss

r удов-
летворяют условиям равновесия сечения 
 ò

c
cA

sc,r dA + ò
sA

ss,r dA = 0,  (19) 

 ò
c
cA

sc,r y dA + ò
sA

ss,r y dA = 0,  (20) 

 ò
c
cA

sc,r z dA + ò
sA

ss,r z dA = 0,  (21) 

Неравенства (13) должны быть также одновременно со-
блюдены для каждой точки площади арматуры As, в том чис-
ле при возникновении в ней знакопеременных напряжений. 
Тогда, после их преобразования с учетом (14), получим усло-
вие знакопеременной текучести арматуры 
 ss,e+ - ss,e- -2 fsy £ 0. (22) 

Прочность сечения железобетонного элемента при мало-
цикловых повторных нагружениях обеспечена, если сущест-
вуют такие поля остаточных напряжений sc,r(x),  x Î Ac,c , и 
ss,r(x),  x Î As , при которых условия прочности бетона (15) 
или текучести арматуры (17), (18), (22) выполняются как 
строгие неравенства. 

Заметим, что указанные соотношения полностью приме-
нимы и для случая многократно повторяющейся нагрузки 
(при числе циклов порядка 105 и более), если рассматривать в 
них значения пределов прочности бетона при сжатии и рас-
тяжении fc,c и fc,t как функции количества циклов N и коэффи-
циента асимметрии цикла нагружения ρ (или других подоб-
ных характеристик), зависимости для которых известны [3, 
10]. 
 

3. РАСЧЕТНЫЕ МОДЕЛИ ЗАДАЧИ 
Задачу о прочности сечения железобетонного элемента 

при малоцикловых повторных нагружениях сформулируем 
для случая, когда векторы расчетных сочетаний усилий Sl 
включают постоянное Sol и переменное Svl слагаемые, причем 
последнее зависит от одного параметра нагрузки Fo, 
 Sl = Sol + Fo Svl ,lÎL.  (23) 
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В результате получим следующую проблему бесконечно-
мерного нелинейного математического программирования 
(прямая задача): требуется максимизировать параметр 
нагрузки  
 Fo ® max  (24) 
при условиях (15) – (22), зависящих от Fo. 

Примем далее, что предельные значения напряжений рав-
ны 
 )f, f, f( ) , f, f(f syt,сc,сsyt,сc,с l= ,  (25) 

где 
syt,сc,с f, f, f  – некоторые положительные постоянные; λ – 

параметр пропорциональности, связанный со стоимостью 
материалов. 

Тогда по аналогии с прямой можно сформулировать об-
ратную (проектную) задачу: требуется минимизировать 
параметр стоимости 
 λ ® min, (26) 
при ограничениях (15)-(22). 

Для многократно повторяющейся нагрузки указанные 
формулировки можно обобщить, по аналогии с [3] и  с учетом 
замечания в конце п. 2, соответственно на случай определе-
ния разрушающего количества циклов при заданном виде 
нагрузки, максимального параметра нагрузки или минималь-
ной стоимости при заданной долговечности. 
 

4. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
1. Сведение к конечномерным задачам математиче-

ского программирования. Для численного решения этих 
проблем их необходимо привести к конечномерным задачам 
путем разбиения площади сечения A Ê  Ac È As на малые 
конечные площадки DAi , iÎ I, где I – множество площадок. 
Тогда размерность вектора переменных состояния системы 
(остаточных напряжений sr) будет равна числу |I| таких пло-
щадок, и сформулированная задача решается стандартными 
методами оптимизации [11]. 

2. Численные итерационные методы. Возможны также 
другие, более простые и точные обратные методы решения 
сформулированной задачи в квадратурах, которые использу-
ют подход [7]. Сечение A разбивают нулевой линией на две 
области, растяжения At и сжатия Ac. Неравенства (15), (17) и 
(18) при этом превращаются в равенства, откуда компоненты 
(N, My, Mz)l  некоторого  фиксированного вектора усилий Sl  
выражают через напряжения sr. Последние подставляют в 
нелинейные конечные уравнения (19)–(21), представленные в 
неявной форме, из которых находят соотношения между ис-
комыми компонентами (N, My, Mz)l  указанного выше вектора 
усилий Sl. Кроме того, указанные соотношения корректируют 
с учетом неравенств (22). Ниже представлены алгоритмы 
решения сформулированных задач. 

Алгоритм решения прямой задачи: 
1. Задать величину параметра нагрузки Fo (из расчета без 

учета взаимодействия повторно-переменных усилий). 
2. Построить эпюры экстремальных упругих напряжений и 

проверить условие (22). 
3. Принять положение нейтральной оси. 
4. Определить напряжения в бетоне и арматуре в предельном 

состоянии. 
5. Из (15), (17), (18), обратившихся в равенства, получить 

величины остаточных напряжений sr. 
6. Подставить sr в (19) - (21) и найти значения невязок. 
7. Если величины невязок в пределах заданной погрешности, 

то решение найдено. В противном случае – перейти к сле-
дующему шагу. 

8. Повторить шаги 4-7, меняя положение и угол наклона ней-
тральной оси. 

9. Скорректировать Fo и вернуться к п. 2. 

Алгоритм решения обратной задачи:  
1. Построить эпюры экстремальных упругих напряжений и 

проверить условие (22). 
2. Задать величину параметра λ. 
3…8.  Аналогично предыдущему алгоритму. 
9. Скорректировать λ и вернуться к п. 2. 

Предложенные алгоритмы реализованы в компьютерных 
программах. Изложенная выше методика использована при 
проектировании колонн монолитного железобетонного карка-
са жилого дома в г. Минске по ул. Я. Коласа, 15. Были выпол-
нены исследования сечения стержневых элементов при мало-
цикловом повторно-переменном нагружении для получения 
оценки их приспособляемости. Некоторые результаты иссле-
дований представлены ниже. 
 

5. ПРИМЕРЫ РАСЧЕТА 
1. Рассмотрено прямоугольное поперечное сечение эле-

мента с ненапряженной арматурой (рис. 2). 
Приняты следующие характеристики материалов: предел 

прочности бетона при сжатии fc,c = 30 МПа, предел текучести 
арматуры fsy = 400 МПа, их начальные модули упругости 

соответственно Ec = 20·103 МПа и Es = 200·103 МПа. Нагрузки 
представляют собой изгибающий момент M и осевую про-
дольную силу N. На рис. 3 представлена предельная поверх-
ность прочности сечения при однократном нагружении, когда 
влияние взаимодействия повторно-переменных сил не учиты-
вается.  

Предположим, что компоненты вектора переменных со-
ставляющих Svl из вектора усилий Sl  находятся внутри по-
верхности, показанной на рис. 3, а компоненты вектора по-
стоянных составляющих Sol  равны нулю. Тогда в результате 

 
Рис. 2. Прямоугольное поперечное сечение элемента с нена-

пряженной арматурой (размеры в мм) 
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Рис. 3. Предельная поверхность прочности сечения при одно-

кратном нагружении (N £ 0) 
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расчета получим параметр нагрузки Fo = 0.89. Другими сло-

вами, в данном случае уменьшение (деградация) прочности 
поперечного сечения вследствие взаимодействия цикличе-
ских нагрузок составляет 11 %. 

2. Рассмотрим обратную задачу для поперечного сечения, 
показанного на рис. 4. а, для ригеля сборного каркаса. 

Поперечное тавровое сечение имеет ненапряженную 
нижнюю sA и верхнюю sA¢  арматуру. Модуль упругости Юн-
га для стали и начальный модуль упругости бетона равны 
соответственно Es = 200·103 МПа и Ec = 30·103 МПа. 

Повторно-переменные нагрузки представляют собой из-
гибающий момент M относительно горизонтальной оси и 
осевую продольную силу N. Они могут изменяться произ-
вольным образом в пределах областей Ω1, Ω2 и Ω3, заштрихо-
ванных на рис. 5. На рис. 4. б, в, г показаны соответствующие 
распределения экстремальных упругих напряжений, МПа. 

Как показали результаты расчетов без учета взаимодейст-
вия повторно-переменных усилий, прочность рассматривае-
мого сечения обеспечена для всей области изменения усилий 
Ω3 при прочности бетона на сжатие 30 МПа и пределе текуче-
сти арматуры 450 МПа. Учет взаимодействия повторно-
переменных усилий в расчете показал необходимость увели-
чения требуемых величин прочности бетона и предела теку-
чести арматуры на 32 %, 26 % и 44 % для случаев изменения 
усилий в пределах областей Ω1, Ω2 и Ω3 соответственно. 

При расчете прочности сечений на стадии проектирования 
конструкций в формулах приведенных выше алгоритмов сле-
дует пользоваться расчетными сопротивлениями для бетона и 
арматуры в соответствии с действующими нормативными 
документами. 
 

 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе сформулирована расчетная модель и предложе-
ны методы решения задачи о несущей способности (приспо-
собляемости) поперечных сечений обычных и предваритель-
но напряженных стержневых элементов железобетонных кон-
струкций при действии повторно-переменных мало- и много-
цикловых нагрузок. Результаты численных исследований 
показали, что взаимодействие повторно-переменных усилий 
оказывает весьма существенное влияние на величину несу-
щей способности элементов, при этом деградация свойств 
последних может достигать 40%. Предложенные методы реа-
лизованы в компьютерных программах и в реальном проек-
тировании. 
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Рис. 5. Области повторно-переменного изменения внутренних 
сил в поперечном сечении: продольной силы N – изги-
бающего момента M  

 

                        а)     б)  в)   г) 

 
Рис. 4. а - поперечное сечение при повторно-переменном нагружении; б, в, г – эпюры экстремальных упругих напряжений, 

МПа, соответственно для областей изменения сил Ω1, Ω2 и Ω3 
 


