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К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ НЕОДНОРОДНЫХ ТЕЛ 
 

 
Уровень современной техники требует повышения проч-

ностных и жесткостных характеристик создаваемых конст-
рукций и сооружений, элементов механизмов и машин, сни-
жения их материалоемкости. Эти требования приводят к не-
обходимости создания эффективных методов расчета, кото-
рые наиболее полно учитывают свойства используемых мате-
риалов (как известно основа методов расчета - исследовании 
напряженно-деформированного состояния (НДС) тел). 

Все реальные материалы обладают определенной неодно-
родностью. Различают микронеоднородность (дефекты и не-
правильность кристаллической решетки, поликристалличе-
ская структура металлов и пр.) и макронеоднородность (па-
раметры, определяющие свойства среды зависят от координат 
и усреднены по области большей в сравнении со структурны-
ми элементами). 

Рассмотрим НДС упругих тел с макроскопической неод-
нородностью. С учетом характера зависимости упругих пара-
метров среды (параметры Ламе) от координат в теории упру-
гости выделяется три типа неоднородностей: непрерывная, 
кусочная, случайная. 

Неоднородность упругих свойств возникает, например, в 
процессах формирования тел (процессы отливки и т.д.), грун-
тах, в результате особенностей технологических процессов 
(различные виды обработки тел), при эксплуатации конструк-
ций с учетом влияния окружающей среды (воздействие тем-
пературы, радиации, активных жидкостей и газов и пр.). 

Теория упругости неоднородных тел позволяет решать 
такие задачи. В этом случае приходится иметь дело с краевы-
ми задачами (плоские, осесимметричные, пространственные) 
для систем линейных уравнений в частных производных с 
переменными коэффициентами. 

Рассмотрим пространственную краевую задачу теории 
упругости непрерывно-неоднородных тел. Следуя [1], поста-
новка задачи формулируется следующим образом: найти три 
функции координат ui (вектор перемещений, i = 1, 2, 3), удов-
летворяющим внутри области V уравнениям равновесия 
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и граничным условиям 
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Здесь l и m – параметры Ламе, 
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q =  – относительное изменение объема, 

nj – вектор внешней единичной нормали к поверхности твер-
дого тела, )x(q Si  – плотность заданных сил на поверхности 
тела, r – плотность, Fi – вектор плотности массовых сил. 

В инженерной практике часто возникают задачи, когда 
)5,0(const ¹=n , )x(EE S= . Без учета массовых сил урав-

нения (1) приводятся к виду 
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К задачам теории упругости неоднородных тел можно 
привести и задачи термоупругости однородных тел при дей-
ствии высоких температур. 

Для многих материалов при изменении температуры Т 
существенно изменяется модуль Юнга Е и в то же время на-
блюдается постоянство коэффициента Пуассона n [2]. 

Для случая, когда )T(EE = , const=n  и коэффициент 
линейного расширения )T(aa =  краевая задача термоупру-
гости для дифференциальных уравнений имеет вид: 
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Если согласно [3] ввести параметр c, т.е. 
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задачи (1) примет вид: 
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Аналитически решить такую задачу практически невоз-
можно и в настоящее время существует ряд численных мето-
дов. Наиболее эффективным из них является метод инте-
гральных уравнений теории потенциала. 

Рассмотрим решение краевой задачи (4), (5) с помощью 
этого метода (если построить решение задачи (4), (5) всегда 
можно решить и краевую задачу (2), (3)). 

Сначала воспользуемся методом возмущений (общий ме-
тод теории упругости неоднородных тел), т.е. решение задачи 
(4), (5)будем разыскивать в виде степенного ряда по малому 
параметру c 
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Подставляя (7) в (6) и (5), получаем краевую задачу для 
вектора :u0

i  
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и последовательность краевых задач для k
iu , ,...2,1k =  
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Используя закон Гука, можно найти напряжения 
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Таким образом краевая задача теории упругости неодно-
родных тел с помощью метода возмущений сводится к крае-
вой задаче термоупругости и последовательности краевых 
задач теории упругости однородных тел. 

Используя теорию потенциала дифференциальные урав-
нения в частных производных можно привести к сингуляр-
ным интегральным уравнениям (СИУ), а затем реализовать их 
численно. 

Сначала построим СИУ задачи термоупругости на нуле-
вом приближении (вектор 0

iu ), воспользовавшись методикой 
[4]. 

Представляя температуру Т с помощью функции Грина 
приходим к интегральному уравнению теплопроводности 
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где xyr -= , x – параметрическая точка, y - текущая точка 
при интегрировании, jcos  – косинус угла между вектором 
r  и внешней нормалью yn . 

Решение системы дифференциальных уравнений краевой 
задачи (8) разыскиваем в виде: 
 ,uuu T

i
u
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0
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где u
iu  – общее решение однородного дифференциального 

уравнения, а T
iu  в форме, предложенной Гудьером 
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Тогда напряжения задачи [8] определяются как 
 .T
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u
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ij sss +=  (14) 

Здесь тензор u
ijs  соответствует u

iu , а T
ijs  – вектору T

iu . 
Первое уравнение системы (8) обращается в тождество 

при подстановке в него (13) если 
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Учитывая, что для большинства материалов коэффициент  

 ),T1()T( 0 gaa +=  (16) 
где 0a – значение коэффициента при исходном состоянии 
тела, g – постоянная, определяемая из экспериментов, получа-
ем 
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При действии высоких температур коэффициент тепло-
проводности также зависит от температуры. Пусть, например, 
 ),kT1()T( 0 -= ll  (18) 

-0l  коэффициент теплопроводности при исходной темпера-
туре, -k  постоянная величина. 
 Функция температуры Т является негармонической 
функцией. Однако с помощью подстановки и с учетом (18) 
можно получить неявную зависимость. Т от гармонической 
функции Т* 

 .Tk211
k
1T

0
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
--= *

l
  (19) 

Внося (19) в (17) получаем 
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Представляя Т и Т* через потенциалы получим 
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Тогда 
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Добавки температурных перемещений согласно (13) опреде-
ляются 
так:
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Выражения для добавок напряжений через функцию W 
получаются подстановкой (13) в уравнения Дюамеля-
Неймана [5], т.е. 
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Для точек на поверхности S тела 
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Интегральное представление u
ijs  приведено в [4]  

Зная T
ijs  получаем выражение фиктивной поверхностной 

температурной нагрузки 
 ( ) ( ) ( ),xnxx jS

T
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T
i ×-= sr  (27) 

которая подставляется в правую часть системы СИУ [4], т.е. 
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Здесь in  - вектор плотности потенциала простого 
слоя, ycos - косинус угла между вектором r  и нормалью в 
точке x, ijb - направляющие косинусы вектора, ( )xir  - век-
тор механической нагрузки. 

Решая систему (28) находим плотность потенциала 
( ),xin и u

ijs  а затем по формуле (14) и напряжения ( )x0
ijs . 

Найденные перемещения 0
iu  и напряжения 0

ijs  необходимы 
на следующем шаге метода возмущений. 

Напишем теперь дифференциальное уравнение равнове-
сия краевых задач (9). 
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Решение дифференциальных уравнений рассматриваем в 
виде 
 ( ) ,uuu N
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k
i +=  (28) 

где u
iu - общее решение однородного дифференциального 

уравнения, а N
iu - частное решение, которое представим так 
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где ijU - фундаментальное решение Кельвина. Тогда 
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     Тогда напряжения 
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Напряжения u
jis  соответствуют вектору u

iu  и их инте-
гральное представление приводится в [4]. 

Интегральное представление напряжений N
jis  находим 

путем подстановки (29) в уравнения Навье [5]. 
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Интегралы в (32) имеют слабую особенность и существу-
ют в обычном смысле. Все величины, входящие в (32) опре-
деляются в предыдущем приближении, исключение составля-
ет лишь вычисление частной производной от температуры. 

Определив ( )xN
jis  находим вектор фиктивной нагрузки 

( )xf N
i  

( ) ( ) ,nxxf j
N
ji

N
i ×-= s  

которая подставляется в правую часть системы (18) вместо 
( )xf i . Далее процесс реализации задачи такой же как и на 

предыдущем приближении. 
Таким образом, полученные интегральные уравнения да-

ют решение поставленных краевых задач теории упругости 
неоднородных тел. 

Интегралы, входящие в выражения перемещений и на-
пряжений в основном поверхностные и для их вычисления на 
основе квадратурных и кубатурных формул построен алго-
ритм (алгоритм построен также и для вычисления объемных 
интегралов). 
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