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1. Элементы линейной алгебры. 

 
1.1 Матрица. Действия над матрицами 

 
     Определение. Матрица – прямоугольная таблица элементов, 
расположенных в m строках и n столбцах.  

Обозначается: ×  =  m n ijA a , где ija  – элемент матрицы ×m nA , стоящий 

в i-й строке и j-м столбце. 
 
    Определение. Если m=n, то матрица ×n nA  называется квадратной. 
    Определение. Квадратная матрица, у которой все элементы, кроме 
элементов главной диагонали, равны нулю, а элементы главной 
диагонали равны единице, называется единичной и обозначается Е. 

2 2

1 0

0 1
E ×

 
=  
  , 3 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

E ×

 
 =  
 
 

. 

Действия над матрицами: 
1) Сумма матриц. 

Если A и B – матрицы размерности ×m n , то сумма этих матриц есть 

матрица размерностью × :m n  + = + ij ijA B a b .
 

Пример 1. Даны матрицы 
− 

=  − 

2 2 3

1 3 4
A  и 

− 
=  − 

5 2 6

2 3 5
B , 

тогда
( )

( )
 + − + − +  − 

+ = =   + − + − + −  

2 5 2 2 3 6 7 4 9

1 2 3 3 4 5 1 6 1
A B . 

 
2) Умножение матрицы на действительное число. 

Дана матрица ×  =  m n ijA a
 
и действительное число c, тогда  =  ijcA ca . 
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Дана матрица 

− 
 = − 
 − 

2 3 1

3 1 2

1 1 4

A  и число = −2c , 

тогда

( )
( )

( )

− − ⋅ − ⋅ − − ⋅ − −    
    − = − − = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − = − −    
    − − ⋅ − ⋅ − − ⋅ − −    

2 3 1 2 2 2 3 2 1 4 6 2

2 2 3 1 2 2 3 2 1 2 2 6 2 4 .

1 1 4 2 1 2 1 2 4 2 2 8

A  

3) Произведение двух матриц.  

Под произведением матриц ×  =  m n ijA a  и ×  =  k p ijB b понимают такую 

матрицу ×  = =  m p ijAB C c , каждый элемент который находиться по 

правилу: 

          

[ ]

 
 
 
 = = ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅
 
 
 
 

K K

M

1

2

31 2 3 1 1 2 2 3 3

j

j

jij i i i in i j i j i j in nj

nj

b

b

bc a a a a a b a b a b a b

b

. 

Замечание 1. Произведение × × ×⋅ =m n k p m pA B C  возможно, если n=k, т.е. 

матрицы согласоны. 
Замечание 2. В общем случае ≠ .AB BA  

Пример 3. Найти произведение матриц 
− 

=  − 

2 3 0

1 4 1
A  и

 
 = − 
  

1 0

4 2

3 5

B . 

Решение: 
 Так как A  имеет размерность ×2 3  и B  имеет размерность ×3 2,  
то матрицы согласованы и существует произведение AB  размерностью 

×2 2 . 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )× ×

×

 
 ⋅ + − ⋅ + ⋅ ⋅ + − ⋅ − + ⋅ − −    = ⋅ − = =      ⋅ + ⋅ + − ⋅ ⋅ + ⋅ − + − ×− −      

2 3 2 2
3 2

1 0
2 1 3 4 0 3 2 0 3 2 0 52 3 0 10 6

4 2 .
1 1 4 4 1 3 1 0 4 2 1 51 4 1 14 13

3 5

AB

Также существует произведение  
 

×
× ×

       − 3    0   
  −         =   − ⋅ =   − 20   6           −            11  − 2   

2 3
3 2 3 3

1 0 2
2 3 0

4 2 6
1 4 1

3 5 11

BA  
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Аудиторные задания. 

 
1.Найти: a) +3A B ;   б) −2 3A B . 

1) ,A
− 

=  
 

2 1

3 3
.B

− 
=  
 

1 3

2 1
 

2) ,
− 

=  − 

0 1 3

1 0 2
A

 
.

− 
=  − 

3 1 2

2 5 3
B  

 

 
 
 

2. Найти AB  и BA , если это возможно. 
 

1) ,
− 

=  − 

3 2

2 2
A

 
.

 
=  − 

0 2

2 4
B  

 

3) ,

− 
 =  
 − 

2 1

0 3

1 2

A

 

.
− 

=  
 

1 2 3

2 0 1
B  

2) ,

− 
 =  
 − − 

1 3

2 1

3 2

A

 

.
− 

=  − 

0 1 2

1 2 4
B  

4) ,

− 
 = − 
  

2 1 3

0 2 1

0 0 2

A

 

.

 
 = − 
 − − 

2 0 0

1 1 0

2 1 2

B  

 

5) [ ],= −1 2 3A  .

 
 = − 
  

1 0

2 1

1 2

B  6) ,

− 
 = − 
  

2 3

1 2

0 2

A

 

.
 

=  − 
B

3

2
 

3. Составить систему уравнений, эквивалентную матричному 
уравнению: 

 

1) 
−     

=     
     

3 8 11
,

4 3 1

x

y
 

 

2) 

− −     
     =     
     −     

1 3 2 6

3 1 0 2 .

2 4 5 1

x

y

z

 

 
Домашнее задание. 

1. Найти: a) −A B ; б) +2 7 .A B  

1) ,

− 
 =  
  

2 2

3 4

1 0

A

− 
 = − 
 − 

1 8

2 2

4 3

B  , 2) ,

− − 
 = − 
 − 

2 3 1

0 1 2

4 3 3

A .

− 
 = − 
 − 

1 2 0

2 3 1

3 1 2

B

 
2. Найти AB  и BA , если это возможно. 
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1) ,
− 

=  − 

2 1 3

1 2 1
A

 

 
 = − 
  

1 3 2

2 1 0

3 1 2

B ,         2) ,
− 

=  − − 

1 2 2 3

0 2 1 3
A .

− 
=  − 

2 0

4 2
B  

3) ,

− 
 = − 
  

2 2 4

1 0 1

2 1 3

A

 

.

− 
 = − − 
 − 

2 1 3 0

0 2 1 2

1 1 0 2

B  

 
1.2. Определители. Минор. Алгебраическое дополнение.  

Обратная матрица 
 

Для каждой квадратной матрицы A  вводиться число ∆A  ( Adet  или A ), 

называемое определителем матрицы. 

Определитель. ×  =  2 2 ijA a находиться по правилу: 

.= = −11 12
11 22 21 12

21 22

a a
A a a a a

a a
 

Пример 1. Дана матрица .A
 

=  − 

5 3

2 3  
Найти .A  

Решение:         ( ) ( )A = = − − = − − = −
−

5 3
5 3 2 3 15 6 21

2 3
. 

Определитель ×  =  3 3 ijA a
 
находится по правилу «треугольника» (или 

Саррюса) 
a a a

A a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a

= = + + − − −
11 12 13

21 22 23 11 22 33 21 32 13 12 23 31 13 22 31 12 21 33 23 32 11

31 32 33  

Схематически правило треугольника можно изобразить следующим 

образом:

 

• • •
• • •
• • •

+'' "

,      

• • •
• • •
• • •

−'' "

 

   Определение. Минором ijM
 элемента ija  квадратной матрицы А n-го 

порядка называется определитель порядка (n −1), полученный из ого 
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даннвычеркиванием i-й строки и j-го столбца матрицы A , т.е. строки и 
столбца в которых стоит этот элемент. 
 
Пример 2. 

.A

− 
 = − 
 − 

2 1 5

4 3 7

8 7 6

 Найти миноры M23 , M 31 

Решение: 
 Вычеркиваем 2-ю строку и 3-й столбец в ∆A , получаем 

,

−
−

−

2 1 5

4 3 7

8 7 6

тогда ( ) ( )M
−

= = − − − = − + = −
−23

2 1
2 7 8 1 14 8 6

8 7
. 

 

,

−
−

2 1 5

4 3 7

8 7 6

тогда ( )( ) ( )M
−

= = − − − = − = −
−31

1 5
1 7 3 5 7 15 8

3 7
. 

     Определение. Алгебраическим дополнением ijA
  к элементу 

ija квадратной матрицы A  называется число: ( ) .
+= −1

i j

ij ijA M  

Пример 3. Дана матрица ,A

− 
 = − 
 − − 

4 3 2

5 2 4

3 2 6  

найти 12A . 

Решение:  

( ) ( )+= − = − = − = − − − =
−

1 2

12 12 12

5 4
1 30 12 42

3 6
A M M . 

 
      Теорема. Определитель матрицы n-го порядка равен сумме 
произведений элементов какой-либо строки или столбца (дальше будем 
говорить “ряд”) на их алгебраические дополнения. 

Сумма произведений элементов ряда на их алгебраические 
дополнения называется разложением определителя по данному ряду. 
Например, разложение по 2-й строке: 
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.

    

      

      

      

  

= + + +

11 12 13 14

21 22 23 24
21 21 22 22 23 23 24 24

31 32 33 34

41 42 43 44

a a a a

a a a a
a A a A a A a A

a a a a

a a a a

 

 

Пример 4. Вычислить определитель матрицы A

− 
 = − 
 − 

2 3 1

4 2 3

1 3 4

 

a) разложив по 2-й строке; б) разложив по 3-му столбцу; в) по 
определению. 
Решение:  

a) ( ) ( ) ( ) ( )= + − + = − + − + − =21 22 23 21 22 234 2 3 4 2 3A A A A M M M
−

− +
−
3 1

4
3 4

 

( ) ( )−
+ − + −

−
2 1 2 3

2 3
1 4 1 3

( ) ( )( ) ( )( )= − + − + − −4 9 2 9 3 9 = − − + = −36 18 27 27 . 

б) 

( ) ( ) ( )= − + + = − + − + =13 23 33 13 23 331 3 4 1 3 4A A A A M M M ( ) ( )−
= − + − +

− −
4 2 2 3

1 3
1 3 1 3

−
2 3

4
4 2

( )( ) ( )( ) ( )= − − + − − + − =1 10 3 9 4 16 = + − = −10 27 64 27 . 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ))

.

−
 = − = − + − − + − − − − − − =

−
= − + + − + − = −

в A

2 3 1

4 2 3 2 2 4 4 3 1 3 3 1 1 2 1 3 3 2 4 3 4

1 3 4

16 12 9 2 18 48 27

 
       Определение. Если матрица А невырождена, т.е. ∆ ≠ 0A , то 
существует матрица, обратная данной, которая вычисляется по 
формуле: 

 

−

 
 
 =
 
 
 

11 21 1

12 22 21

1 2

1

det

K

K

K K K K

K

n

n

n n nn

A A A

A A A
A

A

A A A  
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Пример 5. Найти обратную матрицу к матрице 

− 
 = − 
  

1 1 0

1 3 4

1 2 2

A . 

Решение: 

Найдем 

−
= − = + − − − − = − ≠ ⇒

1 1 0

det 1 3 4 6 0 4 0 8 2 8 0

1 2 2

A  А – невырожденная. 

Найдем алгебраические дополнения ijA : 

( )1 1

11

3 4
1 6 8 2

2 2
A

+= − = − = −  

( ) ( )1 2

12

1 4
1 2 4 6,

1 2
A

+ −
= − = − − − =  

( )1 3

13

1 3
1 2 3 5,

1 2
A

+ −
= − = − − = −  

( ) ( )2 1

21

1 0
1 2 0 2,

2 2
A

+ −
= − = − − − =  

( )2 2

22

1 0
1 2 0 2,

1 2
A

+= − = − =  

( ) ( )2 3

23

1 1
1 2 1 3,

1 2
A

+ −
= − = − + = −  

( )3 1

31

1 0
1 4 0 4,

3 4
A

+ −
= − = − − = −  

( ) ( )3 2

32

1 0
1 4 0 4,

1 4
A

+= − = − − = −
−

 

( )3 3

33

1 1
1 3 1 2

1 3
A

+ −
= − = − =

−
. 

тогда 1

1 1 1

4 4 22 2 4
1 3 1 1

6 2 4
8 4 4 2

5 3 2
5 3 1

8 8 4

A−

 − 
− −   
   = − = − −   −
 − −   

 −
  

. 

 
 

Аудиторные задания. 
1. Вычислить определители: 

 

1. 
−2 1

3 5
, 2. 

−
2 9

6 2
, 3. 

−
5 0

2 3
, 4. 

−0 8

3 4
, 5. 

4 6

2 3
, 6. 

−
−

3 6

4 8
. 

2. Дан определитель .

− −
−

−

5 2 3

2 4 1

4 5 6
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Найти: 1.  32 32, ;M A  2.  21 21, ;M A  3.  23 23, ;M A  4.  33 33, .M A  

 
3. Вычислить определители: 

1. 

−

−

2 3 1

2 0 2

3 2 4

, 2. ,

−
−

− −

2 3 2

1 2 3

4 2 1

 

 
 

3. ,

−
−

2 3 10

0 2 3

0 0 5

 

 

4. ,

−
−

− −

5 8 0

2 0 7

0 2 1

 

 

5. ,

−
−

−

0 2 4

1 0 7

5 6 0  
 

−
−

−

1 2 0 2

1 1 3 5
6. ,

2 1 4 0

2 5 2 6

 . ,

−
−

− −

1 2 1 2

1 2 0 3
7

3 0 1 5

2 4 1 6

 . .

−
−

− −

5 2 7 2

6 2 0 3
8

3 0 4 5

2 4 3 6  
 

 
Домашнее задание 

1. Дан определитель  .

−

−

3 2 3

1 3 0

6 2 3

 

 
Найти:1.  22 22, ;M A  

 
2. 13 13, ;M A  

 
3. 31 31, ;M A  

 
4. 23 23, .M A  

 
 

2. Вычислить определители, используя правило треугольника и теорему 
о разложении определителя по строке или столбцу. 

 

. ,

−
−
−

3 2 0

1 2 3 2

8 2 5   

. ,−
−

6 0 0

2 2 3 0

7 8 2   

. ,

−
−

− −

4 3 3

3 2 1 4

6 2 1  

. ,

−
−

3 1 2

4 2 5 4

3 2 1

 

 
−

−
−

1 2 3 1

6 5 9 8
5. ,

2 4 12 1

1 2 6 1   

. .

− −

−

1 1 1 2

0 2 4 6
6

1 1 4 12

1 1 0 8

 

 
1.3. Решение систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). 
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Рассмотрим данный вопрос на примере. 

Решить СЛАУ   

,

,

.

2x 6 y z 4

x 7 y 2z

3x 5y z 1

− + =
 + −
 − − =

 

 
а) по формулам Крамера; б) методом Гаусса; в) матричным методом. 

Решение: 

а) Формулы Крамера имеют вид xx
∆=
∆

; yy
∆

=
∆

; zz
∆=
∆

, где ∆  – главный 

определитель системы; x∆ , y∆ , z∆  - вспомогательные определители, 

полученные из ∆  заменой соответствующего столбца столбцом 
свободных членов. 
        Найдем главный определитель системы, составленный из 
коэффициентов при переменных 
2 6 1

1 7 2 145 36 21 20 6 20

3 5 1

−
− = − + − + − =
−

. 

        Вычислим вспомогательные определители, заменяя столбец 
коэффициентов при соответствующих переменных столбцом свободных 
членов. 

,x

4 6 1

3 7 2 28 15 12 7 40 18 20

1 5 1

−
∆ = − − = − − + − + + =

−
 

,y

2 4 1

1 3 2 6 1 24 9 4 4 0

3 1 1

∆ = − − = + − + + + =
−

 

.z

2 6 4

1 7 3 14 20 54 84 6 30 40

3 5 1

−
∆ = − = + + − + + =  

20
x 1

20
= = ;  

0
y 0

20
= = ;  

40
z 2

20
= = . 

Ответ: (1;0;2). 
 
б) метод Гаусса. 

Ре
по
зи
то
ри
й Б
рГ
ТУ



12 

        При помощи элементарных преобразований сведем систему к 
треугольному или трапециевидному виду. 
Для удобства преобразований составим расширенную матрицу 

2 6 1 4

1 7 2 3

3 5 1 1

− 
 − − 
 − − 

. 

        Поменяв местами 1-ю и 2-ю строки матрицы, затем умножив первую 
строку на (-2) и сложив со 2-й, затем умножив 1-ю строку на (-3) и сложив 

с 3-й строкой, получим  ~

1 7 2 3 1 7 2 3

0 20 5 10 0 4 1 2

0 26 5 10 0 26 5 10

− − − −   
   − − −   
   − −   

. 

        Умножим 2-ю строку на 6 и сложим с 3-ей. Третью строку умножим 
на 2 и складываем со второй: 

~

1 7 2 3 1 7 2 3

0 4 1 2 0 0 3 6

0 2 1 2 0 2 1 2

− − − −   
   − − − −   
   − − − − − −   

. 

        Получим систему эквивалентную исходной, из которой решение 
усматривается непосредственно. 

,

,

.

x 7 y 2z 3

2y z 2

z 2

+ − = −
 + =
 =

 

Отсюда, ,2 y 2 z y 0= − =  

 ,x 3 2z 7 y x 1= − + − = . 

Ответ:  (1;0;2). 
 
в) матричный метод. 
        Введем следующие матрицы  

2 6 1

A 1 7 2

3 5 1

− 
 = −
 
 − 

;    

x

X y

z

 
 =
 
 
 

;    

4

B 3

1

 
 = −
 
 
 

. 

       Тогда система может быть записана в виде матричного уравнения 
A X B⋅ = , решение которого имеет вид 1X A B−= ⋅ , где 1A−  - обратная 

матрица. Т.к. det A 0≠ , то 1A−∃ . По определению 
det

1 1
A A

A
− ∗= , где A∗  - 

присоединенная матрица. 
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A∗
 получаем, транспонировав матрицу, составленную из 

алгебраических дополнений матрицы А. 

11

7 2
A 3

5 1

−
= + =

−
; 21

6 1
A 1

5 1

−
= − = −

−
; 31

6 1
A 5

7 2

−
= + =

−
 

12

1 2
A 5

3 1

−
= − = −

−
; 22

2 1
A 5

3 1
= + = −

−
; 32

2 1
A 5

1 2
= − =

−
 

13

1 7
A 16

3 5
= + = − ; 23

2 6
A 28

3 5

−
= − = − ; 33

2 6
A 20

1 7

−
= + =  

3 1 5

A 5 5 5

16 28 20

∗

− 
 = − −
 
 − − 

.     Тогда 1

3 1 5
1

A 5 5 5
20

16 28 20

−

− 
 = − −
 
 − − 

, 

 

3 1 5 4
1

X 5 5 5 3
20

16 28 20 1

−  
  = − − −
  
  − −  

. 

 Для удобства вычислений найдем сначала произведение A B∗ , а 

затем полученную матрицу столбец умножим на
1

20
. 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 4 1 3 5 1 20 1
1 1

X 5 4 5 3 5 1 0 0
20 20

16 4 28 3 20 1 40 2

⋅ + − ⋅ − + ⋅     
     = − ⋅ + − ⋅ − + ⋅ = =     

    − ⋅ + − ⋅ − + ⋅     

. 

Ответ: (1;0;2). 
 

Аудиторные задания. 
Решить СЛАУ а) методом Крамера, б) методом Гаусса, в) матричным 
методом. 
 

,

. ,

.

+ − = −
 + − = −
 + − = −

2 2 2

1 5 9 4 3

3 4 5 3

x y z

x y z

x y z

 

,

. ,

.

− + =
 − − =
 + − =

2 3 2 13

2 3 4 3 1

3 2

x y z

x y z

x y z

 .

+ − =
 + − =
 + − =

2 2 3

3 5 8 6 14

3 4 2 8

x y z

x y z

x y z

 

 
Домашнее задание. 

Решить СЛАУ а) методом Крамера, б) методом Гаусса, 
матричным методом. 
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,

. ,

.

+ − =
 + − =
 − + =

3 2 1

1 2 3 1

2 3

x y z

x y z

x y z

 

,

. ,

.

+ + = −
 + − =
 + + =

2 5 2 1

2 2 3 5

5 12 10

x y z

x y z

x y z

 

,

. ,

.

− + =
 − + =
 − + =

3 5 2 4

3 3 2 4

5 11 6 12

x y z

x y z

x y z

 

 
 
 

2. Элементы векторной алгебры. 
 

2.1 Действия над векторами 

     Определение. Вектором AB
uur

 называется направленный отрезок. 
Точка A - начало вектора, точка B - конец вектора. 

  B  
 
    А 
 

 рис. 2.1            

Векторы обозначают или , ,a b
r r

K , или , ,AB CD
uur uur

K  

Если ( )1 1 1; ;A x y z  и ( )2 2 2; ;B x y z , то AB
uur

 имеет координаты 

( )2 1 2 1 2 1; ;AB x x y y z z= − − −
uur

 
Если ( ); ;a x y z=

r
, то длина вектора

 
2 2 2a x y z= + +

r

 
 

Пример 1. Найти длину PQ
uur

, если ( )4;1P  и ( )7; 3Q − . 

Решение:  

 ( ) ( )7 4; 3 1 3; 4PQ = − − − = −
uur

. Тогда ( )223 4 25 5PQ = + − = =
uur

. 

 

Если ( ); ;a a aa x y z=
r

 и ( ); ;b b bb x y z=
r

, то суммой называется вектор 

( ); ;a b a b a bc a b x x y y z z= + = + + +
r r r

 
. 

Пример 2. Найти сумму векторов ( )2;3a =
r

и ( )4;1b =
r

. 

Решение: ( ) ( )2 4;3 1 6;4c a b= + = + + =
r r r

. 

 

Если ( ); ;a x y z=
r

иλ∈  ,R то произведением вектора на число называется 

вектор 
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λ = λ λ λ( ; ; ).a x y z
r

 
 

Пример 3. Найти 3a
r

, если ( )1;0;2a = −
r

. 

Решение:         ( ) ( )3 3 1;0;2 3;0;6a = − = −
r

. 

Замечание. Векторы коллинеарны и одинаково направлены, 
↑↑ λ    λ > 0;  , еслиa a

r r
векторы коллинеарны и противоположно направлены,  

  ↑↓ λ  λ < 0., еслиa a
r r

 

Утверждение. Пусть векторы ( ) ( )1;0;0 , 0;1;0i j= =
r r

 и ( )0;0;1k =
r

 образуют 

ортонормированный базис ( ; ; ).i j k
r r r

 Если вектор имеет 

координаты =      = + +( ; ; ), тогда разложение в базисе ( ; ; ) : .a x y z a i j k a xi yj zk
r r r r r r rr r

 

 
 

Аудиторные задания 

1. Найти a
r

, если 

 

a) ( )4;0a =
r

, б) ( )5;12a = −
r

, в) ( )5;12a =
r

, г) ( )= − −8; 6;5a
r

. 

2. Найти длину вектора AB
uur

, если:  

 

( ) ( ) = =) 2;1 , 1;4 ;a A B  ( ) ( ) = − = − −) 1; 3;7 , 2;4; 3 .б A B  
 

3.Найти −6 5a b
r r

, если: 

( ) ( ) = =) 4;3 , 2;0 ;а a b
r r

 ( ) ( ) = =) 3;4 , 5;1 ;б a b
r r

 ( ) ( ) = = −) 1;1;0 , 0; 2;4 .в a b
r r

 

   
  4. Найти расстояние между точками: 

( ) ) 1,4,2а  и ( )2,1,5 ;  ( ) −) 3,2,1б  и ( )−4,0, 2 .  
 

  5. Найти +a b
r r

, если: 

а) ( ) ( )3; 2;1 , 4;3;2a b= − = −
r r

; б) ( ) ( )3; 2;1 , 4;3;2a b= − = −
r r

. 

 
2.2.  Скалярное, векторное и смешанное произведения векторов 
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       a
r

 
             ϕ  

                                      b
r

      
                         рис. 2.2 
 

    Определение. Пусть векторы a
r

 и b
r

 – ненулевые. Скалярным 
произведением двух векторов называется число, равное 

cosa b a b ϕ⋅ = ⋅
r r r r

 

гдеϕ  - угол междуa
r

 и b
r

 (см. рис. 2). 

Свойства скалярного произведения векторов. 

    1. a ab b⋅ = ⋅
r r r r

. 

                         2. 
2

a a a .⋅ =
r r r

 

                         3. ⊥  ⇔ , тоa b
r r

a 0b⋅ =
r r

.  

Если 1 1 1a x i y j z k= + +
r r r r

 и 2 2 2b x i y j z k= + +
r r r r

, то в координатной форме 

скалярное произведение вычисляется по формуле: 
 

1 2 1 2 1 2ba x x y y z z⋅ = + +
r r

 

 

Пример 3. Перпендикулярны ли векторы = +3 7ja i
r rr

 и = −9 4jb i
r r r

? 

Решение: Найдем скалярное произведение 

векторов: ( )⋅ = ⋅ + ⋅ − = − = − ≠3 9 7 4 27 28 1 0a b
rr

. Значит, вектора не 

перпендикулярны. 

Пример 4. Найти угол ϕ  между векторами a 2 3i j k= − +
r r r r

и b 2i j k= + +
r r r r

. 

Решение: По определению ba ⋅
r r

:  

( )22 2 2 2 2b a b cos 2 1 3 1 1 1 cos 14 6 84a ϕ ϕ⋅ = ⋅ = + − + ⋅ + + = ⋅ =
r r r r

. 

Т.к. ( )b 2 1 1 1 3 2 7a ⋅ = ⋅ + − ⋅ + ⋅ =
r r

, то 
b 7 21

cos 0.764
684a b

aϕ ⋅= = = ≈
⋅

r r

r r . 

Значитϕ = 21
arccos

6
, или ϕ = 040,2 . 

      Определение. Пустьa a a ax i y j z k= + +
r r r r

 и b b b bx i y j z k= + +
r r r r

. Векторным 

произведением двух векторов называется вектор = ×c a b
rr r

, 
удовлетворяющий следующим условиям: 
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1) длина этого вектора равна площади параллелограмма, построенного 

на векторах a
r
иb

r
: a b a b sinϕ× =

r r r r
, где a;bϕ

∧ 
=  
 
 

r r
.   

 (геометрический смысл векторного произведения); 

2) { }α α⊥  ⊂   ⊥  ⊥, , , т.е. ,с a b с a c b
r rr r r r r

; 

3) 
r
c  направлен таким образом, что кратчайший поворот от первого из 

перемножаемых векторов ко второму осуществляется против часовой 
стрелке, если смотреть с конца вектора 

r
c . 

Утверждение. В координатной форме векторное произведение 
вычисляется по формуле: 

× = = − + .
a a a a a a

a a a
b b b b b b

b b b

i j k
y z x z x y

a b x y z i j k
y z x z x y

x y z

r r r

r r r rr
 

Пример 5. Найти a b×
r r

, если a 2 3i j k= − +
r r r r

 и b 3 4i j k= + +
r r r r

. 

Решение:  
По определению, 

1 3 2 3 2 1
a b 2 1 3 13 7 11

4 3 1 3 4
3 4 1

b

i j k

i j k i j k
z

− −
× = − = − + = − + +

r r r

r r r r r r r r
. 

 
Свойства векторного произведения векторов 

 

 ×1. a b
r r

перпендикуляренa
r
и b

r
. 

 × = − ×2. a b b a
r r r r

. 

 ⇔ × =3. a b 0.a b
r r r r r

 

 

( ) × + = × + ×4. a b c b ca a
r r r r r r r

.  

( ) ( ) ( )α α α × = × = ×5. a b b ba a
r r r r r r

. 

Пример 6. Даны вершины параллелограмма ( ) ( ) ( ) ( )0;0 , 2;4 , 5;1 ; 7;5A B C D . 

Найти его площадь. 
Решение:  
 Параллелограмм построен на векторах: 

( ) ( )2 0;4 0 2;4 2 4 0a AB i j k= = − − = = + +
r uur r r r

; 

( ) ( )5 0;5 0 5;1 5 0b AC i j k= = − − = = + +
r uur r r r

. 
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2 4
a b 2 4 0 0 0 18

5 1
5 1 0

i j k

i j k k× = = − + = −

r r r

r r r r r r
,  

тогда = × = + + − =2 2 20 0 ( 18) 18ABCDS a b
r r

   
(кв. ед. изм). 

 
      Определение. Смешанным произведением трех векторов 

 , ,a b c
rr r

называется число, равное векторному произведению двух 
векторов, скалярно умноженному на третий вектор.  
 
Если  

= + + ; = + +  = + +a ;a a a b b b c c cx i y j z k b x i y j z k c x i y j z k
r r r r r r r r r r rr

, то смешанное 

произведение трех векторов вычисляется по формуле: 

    

=c .

a a a

b b b

c c c

x y z

ab x y z

x y z

r rr
 

Свойства смешанного произведения векторов. 

1. .abc bca cab= =
r r rr r rr rr

 

2. ( ) .a b d c abc adc+ = +
r r r rr r r r r r

 

3. ( ) ( ) ( ).a b c ab c abcλ λ λ= =
r r rr r r r r r

 
4. Если abc 0=

rr r
, то векторы компланарны. 

 

Геометрический смысл смешанного произведения. Смешанное 
произведение трех некомпланарных векторов численно равно объему 
параллелепипеда, построенного на этих векторах, взятому со знаком 
«+», если тройка векторов правая, и со знаком «-», если тройка левая. 

 

    

= ± .

a a a

b b b

c c c

x y z

V x y z

x y z
 

 

Пример 7. Установить, компланарны ли векторы ( ); ;a 3 2 1= −r
, ( ); ;b 7 8 1= −
r

, 

( ); ;c 6 4 2= − −r
. 
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Решение:  Найдем смешанное произведение этих векторов: 
3 2 1

abc 7 8 1 48 28 12 48 12 28 0

6 4 2

−
= − = − + − + + − =

− −

rr r
, значит, векторы 

компланарны. 
Аудиторные задания. 

 

Найти скалярное произведение ⋅ba
r r

, если: 

1. = 3a
r

, = 4b
r

, угол между a
r

 и b
r

 равен
4

π
. 

2. = 2a
r

, = 2a
r

, угол между a
r

 и b
r

 равен
3

4

π
. 

3. = 5a
r

, = 1

2
b
r

, угол между a
r

 и b
r

 равен
2

π
. 

4. a 2 3 5i j k= − +
r r r r

 и b i j k= − −
r r r r

. 

5. a PQ=
r uur

 и b PR=
r uur

, где ( ) ( ) ( )1,0,2 , 1,1, 1 , 2,3,5P Q R− . 

Установить, параллельны или перпендикулярны вектора.  

6. a 2 3 4i j k= + +
r r r r

 и b i j k= + +
r r r r

. 

7. a j k= +
r r r

 и b i j= −
r r r

. 

8. a 2 3i j k= + +
r r r r

 и b 2 3j k= +
r r r

. 

9. a j=
r r

 и b 2 3i j k= + −
r r r r

. 

Найти  a b×
r r

: 

10. 2 3 ; 2a i j k b i j k= − + = + +
r r r r r r r r

 

11. ; 4a i j b j k= − = +
r r r r r r

 

12. Найти площадь параллелограмма ABCD, если 

( ) ( ) ( )0;0;0 , 1;5;4 , 2; 1;3A B C − . 

13. Найти площадь треугольника АВС, если ( ) ( ) ( )1;2; 1 , 2;1;4 , 3;5;2A B C− . 

14. Найти площадь треугольника, если ( ) ( ) ( )0;0 , 3;5 , 2; 1A B C − . 

15. Установить компланарность векторов    

 = = − −  = −(13;0;1); ( 2; 4;5); (0; 1;1)a b c
r r r

. 

 
Домашнее задание 

Найти скалярное произведение ba ⋅
r r

. 
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1. = 6a
r

, = 8b
r

, угол между a
r

 и b
r

 равен 
4

π
. 

2. = − +a 4 3 9i j k
r r r r

 и = −b 7i j
r r r

. 

3. =a PQ
r uur

 и b PR=
r uur

, где ( ) ( ) ( )− −3, 5,2 , 2,1, 1 , 1,3,5P Q R . 

Установить параллельны или перпендикулярны вектора.   

4. = + −a 7 3 4i j k
r r r r

 и = + +b i j k
r r r r

. 

5. = + +a 2 3i j k
r r r r

 и = − − +b 2 3i j k
r r r r

. 

Найти a b×
r r

: 

6. = − + = − +2 3 ; 3 2a i j k b i j k
r r r r r r r r

 

7. = − = +6 ; 5a i j b j k
r r r r r r

 

     8. Найти площадь треугольника АВС, если ( ) ( ) ( )1;2; 1 , 2;1;4 , 3;5;2A B C− . 

     9. Найти площадь треугольника, если ( ) ( ) ( )0;0 , 3;5 , 2; 1A B C − . 

     10. Установить компланарность векторов 

 = − = −  = −( 1;3;7); (0; 5;1); (3; 1;0).a b c
r r r

 

3. Элементы аналитической геометрии 
 

3.1. Прямая на плоскости 
 

На плоскости любая линия рассматривается как множество точек, 
обладающих общим для всех точек свойством. 

Виды уравнения прямой на плоскости 
1. Общее уравнение прямой. 

0Ax By C+ + = ,                     (1) 

где , ,A B C  константы, причем + ≠2 2 0A B ,  

( );n A B=
r

 - вектор нормали к данной 
прямой. 

2. Уравнение прямой с угловым 
коэффициентом. 

y kx b= + ,                                        (2) 

гдеk tgα=  - угловой коэффициент прямой; α  - угол наклона прямой к оси 

абсцисс  (см. рис. 3.1). 

3. Уравнение прямой с заданным угловым коэффициентом, 
проходящей через заданную точку ( )0 0 0;M x y . 

b  

α  
0  x  

n
r

 y  

рис.3.1. Ре
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( )0 0y y k x x− = − ,   (3) 

4. Уравнение прямой, проходящей через две заданные точки. 
− −=
− −

1 1

2 1 2 1

y y x x

y y x x
,   (4) 

где ( )1 1 1;M x y и ( )2 2 2;M x y  заданые точки. 

5. Уравнение прямой в отрезках. 
  

1
x y

a b
+ =      (5)  

0, 0a b≠ ≠ . 

6. Уравнение прямой, проходящей 
через заданную точку ( )0 0 0;M x y и заданный 

вектор нормали ( );n A B=
r

. 

( ) ( )0 0 0A x x B y y− + − =     (6) 

 
Пример 1. Найти уравнение прямой, проходящей через точку ( )2;1 с 

угловым коэффициентом 
1

2
k = . 

Решение: Воспользуемся уравнением (3): ( )0 0y y k x x− = − .  По условию, 

0 2x = , 0 1y = и
1

2
k = . Тогда ( )1

1 2
2

y x− = − ⇒
1 1

1 2 1
2 2

y x y x⇒ − = − ⇒ = − . 

 

Пример 2. Записать уравнение прямой, проходящей через точки 

( )5; 3− −  и ( )6;1 . 

Решение: Воспользуемся уравнением (4): 
− −=
− −

1 1

2 1 2 1

y y x x

y y x x
.  

По условию, 1 1 2 25, 3, 6, 1x y x y= − = − = = . Тогда 

− − − −=
− − − −

( 3) ( 5)

1 ( 3) 6 ( 5)

y x + +
⇒ =3 5

4 11

y x ( ) ( )⇒ + = +11 3 4 5y x ⇒ + = +11 33 4 20y x

4 11 13 0x y⇒ − − = . 

 
3.2. Взаимное расположение двух прямых на плоскости 

 

Две прямые на плоскости пересекаюся или не пересекаются, т. е. 
параллельны. 

a  
y  x  

y  

рис. 3.2 

b  
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Пусть прямые заданы уравнениями:  

1 1 1:l y k x b= + ,     2 2 2:l y k x b= + . 

1. угол между пересекающимися 

прямыми 1l  и 2l равен: 

2 1

1 21

k k
tg

k k
ϕ −=

+
. 

2. Частный случай пересечения 
прямых: 1 2l l⊥ , тогда  

= −1 2 1k k . 
3. Прямые не пересекаются, т.е. 1 2||l l , 

тогда 

1 2k k= . 

Расстояние от точки ( )0 0 0;P x y  до прямой l , заданной уравнением 

+ + =  0Ax By C  вычисляется по формуле 

( ) + +
=

+
0 0

0
2 2

;
Ax By C

d P l
A B

. 

Пример 3. Найти уравнение прямой 2l , проходящей через точку М( )6;8 и 

параллельной прямой − − =1 : 3 5 11 0l x y . 

Решение:  Выразим из уравнения прямой − − =3 5 11 0x y  переменную y , 

получим 
3 11

5 5
y x= − . Угловой коэффициет прямой =1

3

5
k . Тогда, 

=2

3

5
k ( )3

8 6
5

y x− = − 5 40 3 18y x⇒ − = − 3 5 22 0x y⇒ − + = . 

 

Пример 4. Найти расстояние  от  точки ( )3;7P  до прямой2 4 5 0x y− + = . 

Решение:  

1 1

2 2 2 2

2 3 4 7 5 17 17
.

20 202 4

Ax By C
d

A B

+ + ⋅ − ⋅ + −
= = = =

+ +
 

 
Аудиторные задания. 

 

1. Составить уравнение прямой, проходящей через точку ( )−2;3  с 

заданным угловым коэффициентом. 
a) = 6k ; б) 3k = − .  

2. Составить уравнение прямой с заданной точкой и заданным вектором 

нормали:  ( ) ( )2;3 , 4;5M n =
r

 

1l  

y  x  

y  

рис. 3.3 
2l  

ϕ  
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3. Найти расстояние от точки  
3 2

;
2 3

M
 
 
   

до прямой 2 5 0x y− + = . 

4. Даны вершины треугольника ABC. А(3;2), В(-4;1), С(5;-1). 
    Записать: а) уравнение стороны AB; 
                      б) уравнение высоты CH; 
                      в) уравнение медианы BM; 
                      г) расстояние от точки А до прямой BC; 
                      д) уравнение прямой АL, параллельной стороне ВС; 
                      е) площадь треугольника АВС. 
 

Домашнее задание. 
    Даны вершины треугольника ABC. А(-6;2), В(5;0), С(3;-1). 
    Записать: а) уравнение стороны ВС; 
                     б) уравнение высоты АH; 
                     в) уравнение медианы BM; 
                     г) расстояние от точки А до прямой BC; 
                     д) уравнение прямой ВL, параллельной стороне АС; 
                     е) площадь треугольника АВС. 

4. Введение в математический анализ. 
 

4.1. Предел функции 
 

      Определение. Если любому элементу ∈x D  по определенному 
правилу ставиться в соответствие элемент  ∈y E , то говорят, что на D 
задана функция  = ( )y f x . 

Функция задается аналитически, графически, таблично и 
описательно. 
Частное значение функции ( )f x в точке x a=  записывают так : ( )f a . 

Например, если 2( ) 2 3 2f x x x= − + , то (0) 2f = , (2) 8 6 2 4f = − + = . 

 
Основные элементарные функции : 

1) показательная функция , 0, 1xy a a a= > ≠  
2) степенная функция ,y x Rα α= ∈  
3) логарифмическая функция log , 0, 1ay x a a= > ≠  
4) тригонометрические функции sin , cos , ,y x y x y tgx y ctgx= = = =  
5) обратные тригонометрические функции  

arcsin , arccos , ,y x y x y arctgx y arcctgx= = = = . 
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      Определение. Функция, задаваемая одной формулой, составленной 
из основных элементарных функций и постоянных с помощью конечного 
числа арифметических операции й (сложения, вычитания, 
умножения, деления) и операций взятия функции от функции, 
называется элементарной функцией. 

 В данном курсе рассматриваются элементарные функции.  

Например, =   = −2
10sin 5 , 3 log 7 .y x y x x  

      Определение. Число L называется пределом функции f(x) при x 
стремящемся к a, если для значений аргумента близких к x=a, значение 
функции f(x)  сколь угодно мало отличается от L. 

→
= ⇔ ∀   →   ∈  ≠ ⇒ →lim ( ) ( ) (( , ( ), ) ( ) )n n n n n

x a
f x L x x a x D f x a f x L

.
 

 

Теоремы о пределах. 
Пусть для = ( )y f x  и = ( )y g x  ( )

→
∃ lim

x a
f x

 
и ( )

→
∃ lim ,

x a
g x  

тогда  

1. ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim .
x a x a x a

f x g x f x g x
→ → →

+ = +  

2. ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim .
x a x a x a

f x g x f x g x
→ → →

− = −  

3. ( ) ( )lim lim
x a x a

kf x k f x
→ →

= , где ∈k R . 

4. ( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim .
x a x a x a

f x g x f x g x
→ → →

=  

5. 
( )
( )

( )
( )

lim
lim

lim
x a

x a
x a

f xf x

g x g x
→

→
→

=   , если ( )lim 0.
x a

g x
→

≠  

6. ( ) ( ) ( )( ) ( )
→

→ →
=

lim
lim lim ,x a

g x
g x

x a x a
f x f x

 
если ( )lim 0.

x a
f x

→
>

 
 

Пример 1. Вычислить пределы: 

а) lim
5

4x

x 1

x 1→∞

−
+
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Решение: Подставляя в функцию предельное значение переменной х, 

получим неопределенность вида 
∞ 

 ∞ 
. Для раскрытия 

неопределенности такого вида в числителе и знаменателе дроби 
вынесем за скобки старшую степень всего 

выражения:
( ) lim lim

lim lim .
( ) lim lim

5
5 5 5x x

x x5
5 5 5x x

1 1 1
x 1 1 1 1 0 1x x x

1 1 1 1 1 1 0 0 0x
x x x x x x

→∞ →∞

→∞ →∞

→∞ →∞

− − −∞ − = = = = = = ∞ ∞ + + + +
 

 

б) lim
2

3x 30

900 x

x 3 3→

−
− −

. 

Решение: Для вычисления данного предела необходимо раскрыть 

неопределенность вида 
0

0
 
 
 

. Чтобы раскрыть неопределенность такого 

вида, разложим числитель и знаменатель на множители: 

( )( ) ( )( )
( ) ( )( )lim

2
3 3

2x 30 3 3 3

30 x 30 x x 3 3 x 3 9

x 3 3 x 3 3 x 3 9
→

− + − + − +
=

− − − + − +

( )( ) ( )( )
lim

2
3 3

x 30

30 x 30 x x 3 3 x 3 9

x 30→

− + − + − +
= =

−
 

( ) ( )( ) ( )lim
2

3 3

x
30 x x 3 3 x 3 9 60 9 9 9 1620

→∞
= + − + − + = − ⋅ + + = − . 

в) lim
2

2x 2

2x 9x 10

x 3x 10→

− +
+ −  

Решение: Подставляя в функцию предельное значение переменной х, 

получим неопределенность вида 
0

0
 
 
 

. Разложим на множители 

числитель и знаменатель дроби. 

( )( )
lim lim lim .

( )( )

2

2x 2 x 2 x 2

5
2 x 2 x2x 9x 10 0 2x 5 12

x 3x 10 0 x 2 x 5 x 5 7→ → →

− −− + − = = = = − + − − + + 
 

 
Аудиторные задания. 

 

Вычислить пределы, не пользуясь правилом Лопиталя: 
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Домашнее задание.
  

Вычислить пределы, не пользуясь правилом Лопиталя: 

1) ( )2

1
lim 5
x

x x
→

+ ;   2) 
→∞

− +
+ −

4

4

3 100 3
lim ;

5 7 1x

x x

x x
 

3) 
4

40

3 100 3
lim

5 7 1x

x x

x x→

− +
+ −

;   4) 
→−∞

− −
+

3 2

4

500 5
lim ;

x

x x

x x
 

6) 
56 4

lim
5x

x x

x x→−∞

− +
+ +

;  7) 
→

+
+

3

0

8
lim ;

2x

x
x

 

8) 
3

2

8
lim

2x

x
x→−

+
+

;   9) 
→

−
−16

4
lim ;

16x

x
x

 

10) ( )2 2lim 4 5 4
x

x x x x
→∞

+ − + ; 

11)  lim
2

2x 9

x 11x 18

x 4x 45→−

+ +
+ −

;   12)  lim ;
3

2x 10

x 1000

x 8x 20→−

+
+ −

 

13)  lim
2x 15

x 15

x 14x 15→

−
− −

;   14)  lim ;
2

2x 3

x 5x 6

3x x→−

+ +
+

 

15)  lim
2

2x 6

x 6 x 72

2x 7x 30→

+ −
− −

;    16)  lim
2

2x 7

x 8x 7

x 5x 14→

− +
− −

. 

 
 

4.2. Замечательные пределы 
 

Первый замечательный предел: 

→∞

 = =  

sin 0
lim 1.

0n

x
x  

Второй замечательный предел: 

1.
→

+
+

3

21

1
lim ;

1x

x

x
 2.

→

−
−

3

21

1
lim ;

1x

x

x
 3.

→

−
−

4

32

16
lim ;

8x

x

x
 4.

→

−
−

4

30

16
lim ;

8x

x

x
 

5.
→∞

− +
+ +

7 2

7 3

1
lim ;

2 300x

x x

x x
 6.

→−∞

+ +
− −

9

10

6 3
lim ;

1x

x x

x x
 7.

→−∞

+
+

3

2

1
lim ;

1x

x

x
 8.

→−∞

+ +
+

4 2

2

1
lim ;

3 4x

x x

x
 

9.
→

−
−4

2
lim ;

4x

x
x

 10. lim ;
2

2x 2

x x 2

x 5x 6→

− −
− +

 11 lim ;
2

2x 1

x 4x 3

x 7x 6→

− +
− +

 12. lim ;
2

2x 4

3x 2x 40

x 3x 4→

− −
− −

13.
→

+ −
−

4

1 2 3
;

2lim
x

x

x
 14. lim ;

2

x 13

x 169

x 3 4→

−
+ −

 15. lim ;
2

x 11

x 121

x 2 3→

−
− −

 16. lim .
x 12

x 12

x 2 14→

−
+ −
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( )∞ ∞

→∞ →

 + = =       + = = 
 

1

0

1
lim 1 1 , lim(1 ) (1 ) .

x
x

x x
e x e

x  
 

Пример  1. Вычислить ( )1
0

lim 1 2 .
h

h
h

→
+  

Решение: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )∞

→ → → →
+ = + = + = = + =

221 2 2 1 2 1 2 2

0 0 0 0
lim 1 2 lim 1 2 lim 1 2 (1 ) lim 1 2 .

h h h h

h h h h
h h h h e

 

Пример 2. Вычислить

2 3
3 1

lim
3 5

+

→∞

− 
 − 

x

x

x

x . 

Решение: 

( )
4

(2 3)3 5 3 52 3 2 3 2 3
4

8 12 8 12 8
lim

3 5 3 5 3

3 1 (3 5) 4 4 4
lim 1 lim lim 1 lim 1

3 5 3 5 3 5 3 5

lim .x

xx xx x x

x x x x

x x

x x

x

x x

x x x x

e e e→∞

⋅ +− −+ + +
∞

→∞ →∞ →∞ →∞

+ +
− −

→∞

 − − +        = = = + = + =        − − − −       
 

= = =
 

Пример 3. Вычислить 
→0

sin7
lim .
x

x
x  

Решение:  

→ → →

 = = = = ⋅ =  0 0 0

sin7 0 7sin7 sin7
lim lim 7 lim 7 1 7.

0 7 7x x x

x x x
x x x  

4.3. Бесконечно малые функции 
     Определение. Функция ( )y f x=  называется бесконечно малой 

функцией в точке 0x x= , если 
0

lim ( ) 0
x x

f x
→

=
.
 

Эти функции обозначаются ( ), ( ), ( )x x xα β γ  

      Определение. Бесконечно малые функции ( )xα  и ( )xβ  называются 

эквивалентными ( ) ( ).x xα β�  в точке 0x x= , если 
0

( )
lim 1

( )x x

x

x

α
β→

=
.
 

      Теорема.  Пусть 1 1( ) ( ), ( ) ( )x x x xα α β β� � . Тогда  
0 0

1

1

( ) ( )
lim lim .

( ) ( )x x x x

x x

x x

α α
β β→ →

=  

 

Таблица эквивалентных бесконечно малых функций. 
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sin ( ) ( )�α αx x  

( ) ( )tg x xα α�  

arcsin ( ) ( )x xα α�  

( ) ( )arctg x xα α�  
( ) 1 ( )xe xα α− �  

ln(1 ( )) ( )x xα α+ �  

1
1 ( ) 1 ( )n x x

n
α α+ − �  

 
Пример 4.  Найти пределы, используя эквивалентность функции. 

а) 
2

20

sin 3
lim

arcsin 5x

x

x→
; б) 70

ln(1 4 )
lim

1xx

x

e→

−
−

; в) 
3

20

1 7 1
lim .

2x

x

arctg x→

+ −
 

Решение:  

a) 
2 2

2 2 2 2 2 2
2 20 0

sin 3 0 9 9
lim sin 3 (3 ) 9 ,arcsin 5 (5 ) 25 lim .

arcsin 5 0 25 25x x

x x
x x x x x x

x x→ →

   = = = = = =    
� �  

б) 7
70 0

ln(1 4 ) 0 4 4
lim ln(1 4 ) ln(1 ( 4 )) 4 , 1 7 lim .

1 0 7 7
x

xx x

x x
x x x e x

e x→ →

− −   = = − = + − − − = = −   −  
� �  

в) 
3 3

3 3 2 2 2
2 20 0 0

1 7 1 0 7 7
lim 1 7 1 7 , 2 (2 ) 4 lim lim 0.

2 0 4 4x x x

x x
x x arctg x x x x

arctg x x→ → →

+ −    = = + − = = = =    
� �  

 

Аудиторные задания. 
1. Вычислить пределы: 

1). 
4 0.5

2 1
lim ;

2 3

x

x

x

x

−

→∞

− 
 + 

 2). lim ;
18 x 1

x

9x 7

9x 8

−

→∞

+ 
 + 

 3). lim .
2x 5

x

2x 1

2x 3

+

→∞

+ 
 − 

 

2. Вычислить пределы, используя эквивалентность функций: 
 

1).
3

2 20

sin 2
lim ;

arcsin 3x

x

x→
 2).

2

20

sin 3
lim ;

9x

x

tg x→
 3).

0

arcsin
lim ;

5x

x

arctg x→
 

     4). 40

ln(1 2 )
lim ;

1xx

x

e→

+
−

      5). 
3

0

ln(1 4 )
lim ;

1xx

x

e→

+
−

       6). 2

2

70

3
lim ;

1xx

tg x

e→ −
 

     7). 
20

1 1
lim ;
x

x

arctg x→

+ −
 8). 

4

2 20

1 8 1
lim ;

2x

x

tg x→

− −
 9). 

2

20

5
lim ;

2x

x

arctg x→
 

10). 
23

20

1 4 1
lim ;
x

x

tg x→

+ −
 11). 

3

30

1 7 1
lim ;

ln(1 6 )x

x

x→

+ −
−

 12). 
20

7
lim .

5x

x

arctg x→
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Домашнеезадание. 
Вычислить пределы: 

3

2 20

sin 2
1). lim ;

arcsin 3x

x

x→
  

0

arcsin
2).lim ;

5x

x

arctg x→
 

40

ln(1 2 )
3).lim ;

1xx

x

e→

+
−

 20

1 cos6
4).lim ;

5x

x

arctg x→

−
 

2

2

70

3
5).lim ;

1xx

tg x

e→ −
 

3

0

ln(1 4 )
6).lim ;

1xx

x

e→

+
−

 
3

30

1 7 1
7).lim ;

ln(1 6 )x

x

x→

+ −
−

 
2

20

sin 3
8).lim ;

9x

x

tg x→
 

4 3
4 1

9).lim ;
4 5

x

x

x

x

+

→∞

− 
 − 

 
0.5 1

1
10).lim ;

1

x

x

x

x

−

→∞

− 
 + 

 
5 9

3 2
11).lim ;

3 1

x

x

x

x

−

→∞

+ 
 + 

 ( )
5

7
0

12).lim 1 4 .x
x

x
→

−  

 
5. Дифференциальное исчисление функции одной переменной 

 

    Определение. Производной функции называется предел отношения 
приращения функции к приращению аргумента при условии, что 
приращение аргумента стремится к нулю, т.е. 
 

0 0

( ) ( )
lim lim ( ) .

x x

f f x x f x
f x

x x∆ → ∆ →

∆ + ∆ − ′= =
∆ ∆  

 

Геометрический смысл производной: α′ = =0( ) .f x tg k  

 
 
 
 
 
 
 
рис. 5.1 

5.1. Правила дифференцирования 
 

1. ( ) 0c ′ =  2.( )′ ′⋅ = ⋅c f c f  

3. ( )′ ′ ′± = ±f g f g  
4. 

2

f f g g f
g g

′ ′ ′  ⋅ − ⋅= 
 

 

5. ( )f g f g g f′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅  6. ( )′ ′ ′= ⋅( ( )) ( ( )) ( )f g x f g x g x  

 
5.2.Таблица производных 

 

1. ( ) 1n nx nx −′ =  
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2.( )′ = ⋅ lnx xa a a  8. ( ) 2

1

cos
tgx

x
′ =  

3. ( )x xe e′ =  9. ( ) 2

1

sin
ctgx

x
′ = −  

4.( ) 1
log

lna x
x a

′ =
⋅

 10. ( )
2

1
sin

1
arc x

x
′ =

−
 

5. ( ) 1
ln x

x
′ =  11. ( )

2

1
arccos

1
x

x
′ = −

−
 

6. ( )cos sinx x′ = −  12. ( ) 2

1

1
arctgx

x
′ =

+
 

7. ( )sin cosx x′ =  13. ( ) 2

1

1
arcctgx

x
′ = −

+
 

 

Найти производную функий: 

 
Пример 1.  

5 6
7 3

5

6
68.

x
y x x

x x
= ⋅ + − +  

Решение: Преобразуем функцию, используя свойства степеней. 
22 19

13 56 68y x x x
−

−= + − +  
22 19 19 24

13 5 3 5
2

22 6 19
( ) 6( ) ( ) 68 .

3 5
y x x x x x

x

− −−′ ′ ′ ′ ′= + − + = − +  

 
 

Пример 2. 
− −

=
2 3 9

3sin

x xe
y

x
. 
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Решение:

( ) ( )
( )

( )

( )

− − − −
− −

− − − −

′ ′   ′ ⋅ − ⋅     
     = =

 
 

⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅
− −=

2 2
2

2 2

3 9 3 3 9 3
3 9

3 23

3 9 3 3 9 3 2

2

23

sin sin

sin sin

1
2 3 sin cos 3

2 3 9 .
sin

x x x x
x x

x x x x

e x e x
e

x x

e x x e x x
x x

x

 

 
Аудиторные задание. 

 
 

Найти производные функций. 
 

 

1. = + − −3 23 4 2;y x x x  2. = − +ln 2 ;xy x e  3. sin 3 3 cos 6y x= + ; 

4. 3

2

tgx ctgx
y

−= ; 5. 1
ln7

4 5
y x= ; 6. 4 3y arctg x π= + ; 

7. 
2

3

(2 1)

3

x
y

x

−= ; 8. 2 sinxy e x= ⋅ ; 9. 
2cos 3

3sin6
x

y
x

= ; 

10. 5 cosy x x= ⋅ ; 11. ( )2123 6 8y x x= − + ; 12. siny x= ; 

13. −=
−

4 2

2

8
;

2( 4)

x x
y

x
 14. −= ⋅ + − 22 1

2 ;
4

x
y x x  15.

2sin 4
4cos8

x
y

x
= ; 

16. 1
2 2

xe
y arctg= ; 17. 2 2arcsin( )x xy e e−= ⋅ ; 18. = 6sin 7 ;y x  

19.
22 1

3 2 4

x x
y

x

− −=
+

; 20. ( )= +ln 1 2 ;xy  21.
2cos 4

sin8
x

y
x

= ; 

22.
21 x

y arctg
x
+= ; 23. ( )2ln 3 7 8y x x= − − ; 24. = arcsin ;xy e  

 
Найти значение производной в точке х0. 
25. 3 23 4 2y x x x= + − −  в =0 2;x  

26. 1
2 1

y
x

=
+   

в =0 3.x  

 
Домашнее задание. 

Найти производные функций: 
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1.
( )8

12

1

12

x
y

x

+
= ; 2. = +2 1;xy e  3.

2sin 2
2cos4

x
y

x
= ; 

4.
2

4

4

16

x
y

x

−=
+

; 5. 31
cos4

2
y tg x x= − ; 6. = −2ln(6 );y x x  

7.
2

42 1 3

x
y

x
=

−
; 8. ( )= 2

;
3

xy tg e  9.
2cos 2

4sin4
x

y
x

= ; 

10. ( )2
3 1

3
y arctg x= − ; 11. 1

ln
2 2

x
y tg= − ; 12. = ⋅ arcsin7 ;y x x  

13.
( )32

5

1

120

x
y

x

+
= ; 14. = +21

ln( 1);
2

xy e  15. 5 2ln(3 7 )y x x= − ; 

16.
2sin 7

7cos14
x

y
x

= ; 17. −= −
+

1
ln ;

1
x

y arctg x
x

 18. = ⋅( 3 ) 2 ;xy ctg x e  

19.
2

3

8

6

x
y

x

−= ; 20. = ⋅ ;tg xy x e  21. =
2cos 8

.
16sin16

x
y

x
 

 

Найти значение производной в точке х0 
22.  ( )2y x x= ⋅ +  в =0 4x . 

 
6. Интегральное исчисление функции одной переменной. 

 
6.1. Неопределенный интеграл. Правила интегрирования.  

Таблица интегралов 
 

Определение. Функция ( )F x  называется первообразной для 

функции ( )f x  на данном промежутке ( ),a b , если ( ) ( )F x f x′ =  на этом 

промежутке. 
Если у данной функции существует первообразная, то эта 

первообразная не является единственной. Две различные 
первообразные от одной и той же функции отличаются друг от друга на 
постоянное слагаемое. 

Определение . Неопределенным интегралом от функции ( )f x  на 

некотором промежутке ( ),a b  называется множество всех первообразных 

этой функции на этом промежутке и обозначается ( ) ,f x dx∫  т. е. 

( ) ( ) ,f x dx F x C= +∫ где C - произвольная постоянная. 
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Нахождение неопределенного интеграла от функции f(x) называется 
интегрированием данной функции. Эта операция является обратной 
дифференцированию. 

 
Основные правила (теоремы) интегрирования. 

 

( )1. ( ) , .

2. ( ( ) ( )) ( ) ( ) .

af x dx a f x dx a const

f x g x dx f x dx g x dx

= =

± = ±

∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

3. Результат интегрирования формально не изменится при замене 
переменной интегрирования на любую дифференцируемую функцию от 

нее, то есть если ( ) ( ) ,f x dx F x C= +∫  и ( )u u x=  - дифференцируемая 

функция, то ( ) ( ) .f u du F u C= +∫  

 
Таблица простейших неопределенных интегралов. 

1 1

, 1.
1

n
n x

x dx C n
n

+

= + ≠ −
+∫  

2. 
ln .

dx
x C

x
= +∫  

3. 

ln

x
x a

a dx C
a

= +∫ . 
4 x xe dx e C= +∫ . 

5.  sin cosxdx x C= − +∫ . 6. cos sin .xdx x C= +∫  

7. 
2 .

cos

dx
tgx C

x
= +∫  

8 
2 .

sin

dx
ctgx C

x
= − +∫  

9 
2 2

1
.

dx x
arctg C

a ax a
= +

+∫  
10. 

2 2

1
ln | |

2

dx x a
C

a x ax a

−= +
+−∫  

11. 
2 2

arcsin .
dx x

C
aa x

= +
−

∫  
12. 2 2

2 2
ln | | .

dx
x x a

x a
= + ±

±
∫  

 
 

Для нахождения неопределенного интеграла используется три основных 
метода: непосредственное интегрирование, метод замены переменной, 
интегрирование по частям. 
 

6.2 Непосредственное интегрирование. Замена переменной 
 

Непостедственное интегрирование включает в себя нахождение 
неопределенного интеграла с помощью основных правил (теорем) и 
таблицы интегралов.  
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Пример 1. Найти неопределенный интеграл:
 

33 2
3

2
(4 2 1)x x

x
− + +∫  

Решение: 

33 2
3

поправилам 1,2 и2
(4 2 1)

табличномуинтегралу 1

   − + + =  
 

∫ x x
x

2
3 34 2x dx x dx= −∫ ∫ + 

32 x dx dx−+ +∫ ∫ =
54 2
33

4 2 2
4 5 2

x x
x x C

−

⋅ − ⋅ + ⋅ + +
−

34 5
2

6 1
.

5
x x x C

x
= − − + +  

 
Из третьего основного правила интегрирования вытекает, что все 

интегральные формулы 1 – 12 остаются справедливыми, если в них 
вместо переменной x подставить некоторую дифференцируемую 
функцию от x. При этом для сведения рассматриваемого интеграла к 
табличному интегралу иногда достаточно представить дифференциал 
dx по одной из формул (операция «поднесение под знак 
дифференциала): 

1 1
1. ( ), 2. ( ), 3. ( ).dx d x a dx d ax dx d ax b

a a
= + = = +  

 
Примеры 2-5. Найти неопределенные интегралы. 
Решение: 

2

2 2 2 2 2

1 (4 ) 1
2. ln | 4 16 9 | .

4 416 9 (4 ) 3 (4 ) 3

dx dx d x
x x C

x x x
= = = + + +

+ + +
∫ ∫ ∫  

 

5 5 4
5

4

1 1
3. (2 1) (2 1) (2 1) (2 1)

2 8(2 1)

1
.

8(2 1)

dx
x dx x d x x C

x

C
x

− − −= − = − − = − + =
−−

= − +
−

∫ ∫ ∫
 

 

2 2

1 (6 ) 1
4. 6 .

6 6sin 6 sin 6

dx d x
ctg x C

x x
= = − +∫ ∫  

 

2 2

( 1) 1 1
5. .

2 3 ( 1) 2 2 2

dx d x x
arctg C

x x x

+ += = +
+ + + +∫ ∫  

 
В следующих примерах также применена операция внесения 

функции под знак дифференциала. Используем определение 
дифференциала функции ( ) ( ( )).x dx d xϕ ϕ′ =  
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В частности,  

2 21 1
( ) ( ),

2 2
xdx x dx d x′= =  (ln ) (ln ),

dx
x dx d x

x
′= =  

  
sin (cos ) (cos ),xdx x dx d x′= − = −  ( ) ( ),x x xe dx e dx d e′= =  

2 ( ) ( ),
cos

dx
tgx dx d tgx

x
′= =  2 ( ) ( ),

1

dx
arctgx dx d arctgx

x
′= =

+
 

  
и т.д. 

 
Примеры 6-9. Найти неопределенные интегралы. 
Решение: 

1 1 3
2 3 3 3 3 3 32 2 2

3 3

1 1 2
6. 4 (4 ) (4 ) (4 ) (4 ) (4 )

3 3 9
2

(4 ) .
9

x x dx x x dx x d x x C

x C

′+ = + + = + + = + + =

= + +

∫ ∫ ∫
 

(ln( 1)) (ln( 1))
7. ln | ln( 1) |

( 1)ln( 1) ln( 1) ln( 1)

dx x dx d x
x C

x x x x

′+ += = = + +
+ + + +∫ ∫ ∫ . 

 

2

(arcsin ) (arcsin )
8. ln | arcsin | .

arcsin arcsinarcsin 1

dx x dx d x
x C

x xx x

′
= = = +

−
∫ ∫ ∫  

 
4 3 4 4 49. cos( )(4 1) cos( ) ( ) sin( ) .x x x dx x x d x x x x C+ + = + + = + +∫ ∫  

 
Метод замены переменной основан на использовании формулы  
 

 
( ) ( ( )) ( ) ,f x dx f t t dtϕ ϕ′=  ∫ ∫  

 

где 
( ), ( ) ( ) , ( ) .′ ′=       =ϕ ϕ ϕ ϕx t t и t непрерывны и dx t dt

 
 
Примеры 10-11. Найти неопределенные интегралы: 
 

7 5 1 1
10. sin(7 5) sin cos

(7 5) 7 7 7

1
sin(7 5) .

7

x t
x dx t dt t C

dt d x dx

x C

− =
− = = ⋅ = + =

= − =

= − +

∫ ∫
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, ( )
.

( ) .

2 2

2 2

2 2

x 1 x 1 t x t 1 t t 1 1
11 dx 2tdt 2 dt

x t 1 t 1dx 2tdt

1 dt
2 1 dt 2 dt 2 2t 2arctgt C 2 x 1 2arctg x 1 C

t 1 t 1

− − =  = + + −= = = =
+ +=

= − = − = − + = − − − +
+ +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

 
Аудиторные задания. 

 
Найти неопределенные интегралы. 

5 15
3 2 133 2

8 4 3 1 6
1. 2 , 2. , 3. 5(3 1) ,

3 4 (2 4 )5 4

x
x dx dx x dx

x x xx x

     
− + − − +     − + +   

∫ ∫ ∫
 

3 5 4
24. (2sin(1 6 ) 4 ) , 5. sin cos , 6. 1 ln , 7. ,

sin (1 3 )
x dx dx

x e dx x xdx x
x x

+− + +
−∫ ∫ ∫ ∫  

 
3 4 3

2 2 64 2

2 5
8. , 9. , 10. , 11. , 12. .

2 6 4 cos 255 1

x

x

dx x dx tg x x e
dx dx dx

x x x ex x

−
+ + ++ −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 
Домашнее задание. 

 

5
4 3

22

20
15

5 7
1. 2 ,

3 1
2. ,

3 42 4

2
3. (8 7) ,

(8 3 )

x
x dx

x x

dx
xx

x dx
x

 
− + 

 

 
− ++ 

 
− + + 

∫

∫

∫

 

3 5

2

2

4. (2sin(4 5 ) 8 ) ,

5. sin cos ,

6. ,
4 6

7. ,
(3 7 )

xx e dx

x xdx

dx

x x
dx

ños x

+− +

+ +

+

∫

∫

∫

∫

 

2
3

3 3

22

10
13

5 2
8. 4 ,

2 1
9. ,

3 14

7
10. (4 5 ) ,

(2 8 )

x
x dx

x x

dx
xx

x dx
x

 
− − 

 

 
− +− 

 
+ − + 

∫

∫

∫

 

7 8

5

2

11. (3sin(4 6 ) 5 ) ,

cos
12. ,

sin

13. 1 ln( 4) ,
4

14. .
sin (7 4 )

xx e dx

xdx

x
dx

x
x

dx

x

+− +

+ +
+

−

∫

∫

∫

∫
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6.3. Интегрирование по частям 
 

Этот метод интегрирования основан на использовании формулы 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,= − = −∫ ∫ ∫ ∫u x dv x u x v x v x du xили udv uv vdu
 

 

где u=u(x) и v=v(x)-непрерывно дифференцируемые функции. 
Применение формулы целесообразно, когда под знаком интеграла 

имеется произведение функций разных классов. В качестве u=u(x) 
обычно выбирается функция, которая упрощается дифференциро-
ванием, в качестве dv – оставшаяся часть подинтегрального выражения, 
содержащая dx. В некоторых случаях формулу интегрирования по 
частям приходится применять несколько раз. 
 

Примеры 12-13. Найти неопределенные интегралы: 
3 7, 3

12. (3 7)cos5 1
cos5 , cos5 sin5

5
1 1 1 3

(3 7)sin5 ( sin5 )3 (3 7)sin5 5 .
5 5 5 25

u x du dx
x xdx

dv xdx v xdx x

x x x dx x x cos x C

= +        =
+ = =

=  = = −

= − + − − = − + + +

∫
∫

∫

 

2
2

2
2

2

5
5 , 5

13. 3 51 25
1 25

,

1 (1 25 )
5 5 ln(1 25 ) .

10 1 25

dx
u arctg x du dx

arctg xdx xarctg x xx
x

dv dx v x

d x
xarctg x xarctg x x C

x

=  =
= = − ⋅ =+

+=         =

+= − = − + +
+

∫ ∫

∫

 

 

Аудиторные задания. 
 

Найти неопределенные интегралы: 
2 21. (1 3 )ln(4 ) , 2. (2 3)cos5 , 3. (1 )sin , 4. (5 1) .xx x dx x xdx x xdx x e dx−− + − +∫ ∫ ∫ ∫  

65. , 6. arcsin7 , 7. (1 ) , 8. arccos2 .xxarctgxdx xdx x e dx xdx−∫ ∫ ∫ ∫  
 

Домашнее задание. 
 

Найти неопределенные интегралы: 
 

1. ∫ − .4sin)3( xdxx  2. ( 4)cos5 .x xdx−∫      3. ∫ .)2ln( dxxx  

4. ∫ − .2)1( xdxсosx  5. .sin)3( 2 xdxx∫ −      6. ∫ + .ln)3( xdxx  

7.
12 7( 2) .xx e dx−−∫  8. arccos 2 .x xdx∫       9. arcsin8 .xdx∫  

10. 4arctg xdx∫  11. ∫ + .cos)6( xdxx     12. 3 .xarcctg xdx∫  
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6.4. Определенный интеграл. Формула Ньютона-Лейбница. 
Вычисление площадей плоских фигур 

 

Пусть функция  определена на отрезке [ ],a b . Разобьем 

произвольным образом этот отрезок на n  частичных отрезков 

[ ]1,i ix x− точками 0 1 2 .na x x x x b= < < < < =L  На каждом из отрезков 

выберем произвольную точку 1: , 1,i i i ix x i nξ ξ− ≤ ≤ =  и составим так 

называемую интегральную сумму функции ( )f x  на отрезке [ ],a b : 

1
1

( ) , .
n

n i i i i i
i

f x где x x xσ ξ −
=

= ∆ ∆ = −∑
 

 

 

 

 

 
рис. 6.1

  

Определение. Определенным интегралом функции ( )f x  в преде-

лах от x a=  до x b=  называется предел интегральной суммы 

1

lim lim ( ) ( ) max 0.
bn

n i i i
n n

i a

f x f x dx u xσ ξ
→∞ →∞ =

= ∆ = ∆ →∑ ∫  

Если ( )f x  непрерывна на отрезке [ ],a b , то этот предел всегда 

существует независимо от разбиения отрезка на частичные отрезки 
длиной ix∆  и выбора на них точек .iξ  

Таким образом, функция, непрерывная на отрезке, интегрируема 
на нем. 
 

Основные свойства определенного интеграла 

1. ( ) ( ) ,
b a

a b

f x dx f x dx= −∫ ∫
  

1 2 1 24. ( ( ) ( )) ( ) ( ) ,
b b b

a a a

f x f x dx f x dx f x dx± = ±∫ ∫ ∫  

2. ( ) 0,
a

a

f x dx=∫
   

5. ( ) ( ) , .
b b

a a

cf x dx c f x dx c const= =∫ ∫  

3. ( ) ( ) ( ) ,
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫  
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6. Если ( ) 0f x ≥ ( )( ) 0f x ≤  на отрезке [ ],a b , то ( ) 0 ( ( ) 0).
b b

a a

f x dx f x dx≥ ≤∫ ∫  

7. Если ( ) ( ) [ , ] ,f x x x a b a bϕ≥ ∈ <  то ( ) ( ) .
b b

a a

f x dx x dxϕ≥∫ ∫  

Геометрический смысл определенного интеграла. Если 
( ) 0 [ , ],f x x a b≥ ∀ ∈  то определенный интеграл вычисляет площадь 

криволинейной трапеции, ограниченной 
линиями ( ), ( ), , .y f x y g x x a x b= = = =  И эта 

площадь равна   ( ( ) ( )) .
b

a

S f x g x dx= −∫  

рис 6.2 
 

 
Правила вычисления определенного интеграла. 

 

1. Если ( )f x  непрерывна на отрезке[ ],a b  и ( )F x  - какая - либо 

первообразная функции ( )f x  на этом отрезке, то справедлива формула 

( ) ( ) ( ) ( )
b

b
a

a

f x dx F x F b F a= = −∫  - формула Ньютона – Лейбница. 

 

2. Замена переменной в определенном интеграле. Пусть функция 
( )f x  непрерывна на отрезке [ ],a b , функция ( )x tϕ=  дифференцируема на 

отрезке[ , ],α β причем для любого [ , ] : ( ) [ , ], ( ) , ( ) ,t t a b a bα β ϕ ϕ α ϕ β∈ ∈ = =  то 

3.  

( ) ( ( )) ( )
b

a

f x dx f t t dt
β

α

ϕ ϕ′=∫ ∫ - формула замены переменной. 

 
4. Интегрирование по частям в определенном интеграле. Пусть 

функции ( ), ( )u u x v v x= =  дифференцируемы на отрезке [ ],a b , тогда 

справедлива формула 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
b b

b
a

a a

u x dv x u x v x v x du x= −∫ ∫
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1 

1 2 x 

y 

0 

y x=  

2y x 2x= − +
 

Примеры 1-3. Вычислить определенные интегралы. 
1 48 8

8 43 3 3
1

1 1

3 3 3
1. ( 1) ( 1) ( ) ( 2 8) ( 1)

4 4 4

12 8 0.75 1 4,25.

x dx x dx x x− = − = − = ⋅ − − − =

= − − + =

∫ ∫  

3
2 2 23 32

2 2 2
2

4 42

3

4

sin , cos
1 cos 1 sin

2. 2 3 sin sin, , ,
2 4 2 3

1
( ) ( ) ( ) ( ) (1 )

3 3 4 4 3 43

1
1 0,161.

12 3

x t dx tdt
x tdt t

dx dt
x t tx t x t

ctgt t ctg ctg

π π

π π

π

π

π π

π π π π π π

π

= =
− −= = = =

= = = =

= − − = − + + + = − + + + =

= − − ≈

∫ ∫ ∫

2 2
2 2

2 2 4 2 2

2

2 4 2
4 4 2

ln ,
3. ln ( ln ) 2

2 2 2 2 4
,

2

1
(3 ) 39,10.

2 4 4 4

e e
e e
e e

e e

dx
u x du

x x dx e e xx
x xdx x

xx
dv xdx v

e e e
e e e

= =
 = = − = ⋅ − − =

= =

= − − + = − ≈

∫ ∫
 

 

Пример 4. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

, .2y x y 2x x=  = −  
 

Решение:  

Найдем пределы интегрирования: , , .= −  − =   =   =2 2x 2x x x x 0 x 0или x 1  

Построим графики данных функций, где y x=  - прямая, 

проходящая через точки ( );0 0  и ( );1 1 , а 2 2y 2x x x 2x= − = − +  - парабола 

“ветви” которой опущены вниз ( ) ( )22y x 2x 1 1 x 1 1= − − + − = − − + .  

      Выделив полный квадрат, определим  
координаты вершины параболы: ( );1 1 . 

 
 
 
 
 

 
 

                  рис.6.3. 
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Составим определенный интеграл для вычисления площади 
полученной фигуры: 

( )( ) ( )
1 1 1 1 3 2

2 2 2

0 0 0 0

1 1x x
x 2x x dx x x dx x dx xdx

0 03 2
− + − = − + = − + = − + =∫ ∫ ∫ ∫  

1 1 1
0 0

3 2 6
= − − + − =   (кв. ед.). 

 
 

Аудиторные задания 
 

1. Вычислить определенные интегралы: 
22 1 8

2 3
4

1 1 0 3

2 3

2
0 2

2 ln
1). 2 , 2). , 3). , 4). 1 ,

5). sin , 6). .
4

e
xx

x dx dx e dx x x dx
xx

dx
x xdx

x

π

 + + 
 

+

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

 

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной заданными линиями: 
21. 4 , 0; 2. 6, 7 0.y x y xy x y= − =            = + − =  

 
 

Домашнее задание 
 

1. Вычислить определенные интегралы: 
2

2
6

1

5
1. (3 ) ,x dx

x
−∫  

2
1

2. ,
1 ln

e dx

x x−
∫  

16

0

3. ,
9

dx

x+∫  

9
2

4

4. (4 6 ) ,x x dx+∫  
0

5. ( 1)cos ,x xdx
π

+∫  
0

6. ( 2)sin ,
2

x
x dx

π

+∫  

1
2

5
0

1
7. 3 (1 ) ,

6
x dx

x
+∫

 

3

2

4

8. ,
sin

dx

x

π

π
∫  

4

2

6

9. .
cos

dx

x

π

π
∫  

 
2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 

2 21). , 2 ;y x y x= = −  22). 1 , 3;y x x= − = −  23. 3 2 , 0;y x x y= − − =  24. 6 , 0.y x x y= − =  
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Аттестационная работа  
 

Задание 1. Вычислить определитель: 
 

     Вариант-1                         Вариант-2                   Вариант-3 
 

0251

2376

1504

3211

−
−

−
−

     0437

6112

2501

4013

−−
−−
−

−

     4310

2171

6123

1504

−−
−−

−
−

 

 

 Вариант-4 Вариант-5 Вариант-6 
 

4517

0121

1365

2410

−−
−

−
−−

 

5143

1201

2614

3105

−−
−
−
−

 

5342

1711

5403

0126

−−
−

−
−

 

 
 Вариант-7 Вариант-8 Вариант-9 
 

2348

0162

5411

7230

−−
−

−
 

4261

3052

2104

3127

−−
−

−

 

5412

3011

2514

0138

−−
−

−
−

 

 
 Вариант-10 Вариант-11 Вариант-12 
 

0112

6023

5141

2309

−−

−
−

 

4072

2101

3514

02110

−−
−

−
−

 

3604

4213

10112

5421

−
−
−−

−

 

 
 Вариант-13 Вариант-14 Вариант-15 
 

3812

12103

1241

7650

−−
−

−
−

 

1278

13051

1143

0216

−−

−
−

 

9126

07810

5412

2011

−
−

−
−
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 Вариант-16 Вариант-17 Вариант-18 
 

1623

1970

10451

0132

−−
−

−−

 

3179

2015

10631

1240

−−
−

−
−

 

1243

01161

9415

7120

−
−

−
 

 
 Вариант-19 Вариант-20 Вариант-21 
 

3429

1071

1216

0452

−−
−

−

 

7305

1121

1521

0634

−
−

−−
 

5643

0211

3210

12542

−−
−

−
−

 

 
 Вариант-22 Вариант-23 Вариант-24 

 

41821

1035

3102

2147

−−

−
−

 

7653

0135

4222

1011

−−

−
−

 

3127

0193

2381

6450

−−−
−

−
 

 
 

 Вариант-25 Вариант-26 Вариант-27 
 

2114

1323

10472

6501

−
−−

 

2154

2611

9073

1542

−
−−

−

 

2302

0111

7654

38010

−−
−

−
−

 

 
 Вариант-28 Вариант-29 Вариант-30 
 

1039

2110

8765

4321

−
−

−

 

51312

9112

2765

0134

−
−−

−
−

 

29107

8730

6041

1125

−
−

−−
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Задание 2. Решить систему уравнения: а) по формулам Крамера;  б) 
методом Гаусса;  в) матричным методом.  

 
Вариант-1                               Вариант-2                         Вариант-3 
 









=++
=−−
=++

.

,

,

6z4y3x

1zyx2

5x3y2x

 








=−
=−
=++

.

,

,

1z5x6

5z3x2

3zyx

 








=++
=++
=++

.

,

,

1z3yx2

1zy3x2

5zy2x3

 

 
Вариант-4                               Вариант-5                            Вариант-6 
 









=−+
=+−

=++

.

,

,

8zy7x2

1z3y5x3

4zy2x

                   








=−−
=−+
=+−

.

,

,

6z5y2x3

20z4y3x2

6z3y2x

               








=−+
=−+
=+−

.

,

,

18z2y6x5

4z3y5x2

9z2y3x4

 

 
Вариант-7                            Вариант-8                             Вариант-9 
 









=+−
=−+

=−−

.

,

,

11z4y2x3

11z2y4x3

4zyx2

              








−=++
−=+−
−=++

.

,

,

2z4yx4

4z2yx2

1z2yx

                








=++
−=−−
==+

.

,

,

0zy5x

4z3yx2

8Z2y4x3

 

 
Вариант-10                          Вариант-11                         Вариант-12 
 









=−+
=−+

=−+

.

,

,

3z3yx4

2z6y3x8

1zyx

              








−=−−
=++

−=−−

.

,

,

9z6y5x3

5zyx3

3z2y4x

               








=+−
=++
=++

.

,

,

9zyx3

20z2yx5

31z4y2x

 

 
Вариант-13                            Вариант-14                       Вариант-15 
 









=−+
=++
=++

.

,

,

4z2y3x4

10zy2x3

8zy2x

                     








=++
=++
=−−

16z2y3x4

14z3y2x

0zyx5

           








=−+
−=++

=−+

6z3y5x2

10z5y2x3

12z6y3x
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Вариант-16                     Вариант-17                    Вариант-18 
 









=+−
=++
=−+

.

,

,

0zy4x3

5z3yx

4zy3x2

            








=−−
=−+

=−+

.

,

,

6z3yx7

21z4y3x2

6zyx

            








−=−
=++
=−+

.

,

,

3zy

1zy2x

0zy2x4

 

Вариант-19                       Вариант-20                   Вариант-21 
 









−=+
=−+
−=−

,

.

,

2zy

2zy2x

1yx2

               








−=−
=++
=−+

.

,

,

1zy

7zy2x

12zy2x4

            








−=+
−=−+

=−
,

.

,

5zy

2zy2x

0yx2

 

 
Вариант-22                       Вариант-23                       Вариант-24       
 









=−
=++
=−+

.

,

,

7zy

14zy2x

14zy2x4

            








=+
=−+

=−

.

,

,

0zy

1zy2x

0yx2

                 








−=−+
−=−+

=+−

.

,

,

15z4yx3

3zy2x5

11z2yx

 

 
 Вариант-25                        Вариант-26                    Вариант-27  
 









=++
−=−−

=+

.

,

,

8z3y5x2

14z6y2x

11z4y

            








−=+
=+−

=+−

.

,

,

1z2x5

12zy3x9

0zyx

           








−=+−
−=+−
=−+

.

,

,

6z2y5x3

2zyx

8zy2x4

 

Вариант-28                           Вариант-29                    Вариант-30   
 









=+−
=−+
=++

.

,

,

6z6yx

0z4y2x

2zy5x3

                 








=+−
=++

−=−+

.

,

,

5zyx2

8z6y5x3

5zyx

             








=−−
−=−+

=+−

.

,

,

1zy5x3

3z2y7x

4zy6x2

 

 
Задание 3. По координатам точек A,B,C для указанных векторов найти: 
а) модуль вектора a ; 

б) скалярное произведениеa b⋅ ; 

в) векторное произведение a b× . 
 

В-т А В С   
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1 (-4;6;7) (2;5;3) (-6;1;0) a 3AB BC= −
uuur uuurr  b BC 2 AB= +

r uuur uuur

 
2 (1;-2;3) (0;-1;2) (3;-4;5) a 2 AB 4BC= +  b 3AC AB= − . 
3 (0;-3;6) (-2;-3;3) (-9;-3;-6) a AB 2BC= +  b 3AB AC= −  
4 (3;3;-1) (5;5;-2) (4;-1;1) a 5 AB 3BC= +  b 2 AB AC= −  
5 (-1;2;-3) (3;4;-6) (1;1;-1) a 4 AB 3BC= +  b AB 2 AC= −  
6 (-4;-2;0) (-1;-2;4) (3;-2;1) a 2AB BC= − +  b 3AB 2AC= − . 
7 (5;3;-1) (5;2;0) (6;4;-1) a AB BC= +  b 4 AB BC= +  
8 (-3;-7;-5) (0;-1;-2) (2;3;0) a 4 AB 2BC= −  b AB 3AC= +  
9 (2;-4;6) (0;-2;4) (6;-8;10) a 6 AB 3BC= −  b AB 2 AC= +  
10 (0;1;-2) (3;1;2) (4;1;1) a 3AB 9BC= +  b AB 3AC= − −  
11 (3;3;-1) (1;5;-2) (-4;1;1) a 2 AB BC= −  b 3AB 6 AC= +  
12 (2;1;-1) (6;-1;-4) (4;2;1) a AB 5BC= −  b 2AB 3AC= +  
13 (-1;-2;1) (-4;-2;5) (-8;2;2) a 5 AB 2BC= −  b AB AC= +  
14 (6;2;-3) (6;3;-2) (7; 3; 0) a AB 6 BC= −  b 2AB 4 AC= +  
15 (1;0;4) (-3;-6;1) (-5;-10;1) a 2AB 5 AC= +  b AB AC= −  
16 (2;-8;-1) (4;-6; 0) (-2;-5;-1) a 2 AB AC= −  b BC 3AB= + . 
17 (3;-6;9) (0;-3;6) (9;-12;-5) a 3AB 2 AC= −  b BC AB= +  
18 (0;2;-4) (8;2;2) (6;2;4) a AB 2 AC= +  b AC 2BC= −  
19 (3;3;-1) (5;1;-2) (4;1;1) a 5 AB 4BC= −  b AC AB= +  
20 (-4; 3; 0) (0;1;3) (-2;4;-2) a AB 2 AC= +  b AC 3BC= −  
21 (1;-1; 0) (-2;-1;4) (8;-1;-1) a AB 2BC= − +  b 2AC 2BC= +  
22 (7;0;2) (7;1;3) (8;-1;2) a 5 AB 3AC= −  b BC AC= +  
23 (2;3;2) (1;-3;-1) (-3;-7;-3) a 2 AB 3BC= − ; b AC BC= +  
24 (2;2;7) (0;1;6) (-2;5;7) a AB 3BC= − ; b AC 2 AB= + . 
25 (-1;2;-3) (0;1;-2) (-3;4;-5) a AB 6 BC= −  b 2 AC AB= + . 
26 (3;-3;1) (5;1;-2) (4;1;-3) a AB 2 AC= +  b 4 AC BC= −  
27 (-2;1;1) (2;3;-2) (0;0;3) a AB 2BC= +  b 2 AC AB= −  
28 (1;4;-1) (-2;4;-5) (8;4;0) a AC 2BC= +  b AB 3BC= −  
29 (2;-3;0) (1;1;-4) (3;-2; 0) a AB AC= +  b BC 2 AC= −  
30 (2;0;-3) (1;4;5) (-7;-2;11) a 2 AB BC= −

r uuur uuur

 b AC AB= +  
 
 
    Задание 4. Установить компланарны ли вектора: 
 

В-т Векторы 

1 a =r (2;3;-1);   b =
r

(1;-1;3);     c =r (-3;3;-9) 
2 a =r (2;3;1);b =

r

(-1;0;-1);   c =r (2;2;2) 
3 a =r (3;2;1);     b =

r

(2;3;4);     c =r (3;1;-1) 
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4 a =r 1;5;2);     b =
r

(-1;1;-1);    c =r (1;6;1) 
5 a =r (1;-1;-3);  b =

r

(3;2;1);      c =r (2;344) 
6 a =r (3;3;1);     b =

r

(1;-2;1);     c =r (1;1;1) 
7 a =r (3;1;-1);    b =

r

(-2;-1;0);    c =r (5;2;-1) 
8 a =r (4;3;1);     b =

r

(1;-2;1);     c =r (2;2;2) 
9 a =r (4;3;1);      b =

r

(6;7;-4);    c =r (2;0;-1) 
10 a =r (3;2;1);      b =

r

(1;-3;-7);   c =r (1;-2;3) 
11 a =r (3;7;2);      b =

r

(-2;0;-1);   c =r (2;2;1) 
12 a =r (1;-2;6);    b =

r

(1;0;1);     c =r (2;-6;17) 
13 a =r (6;3;4);      b =

r

(-1;-2;-1);   c =r (2;1;2) 
14 a =r (7;3;4);      b =

r

(-1;-2;-1);  c =r (4;2;4) 
15 a =r (2;3;2);      b =

r

(4;7;5);       c =r (2;0;-1) 
16 a =r (5;3;4);      b =

r

(-1;0;-1);    c =r (4;2;4) 
17 a =r (3;10;5);    b =

r

(-2;-2;-3);   c =r (2;4;3) 
18 a =r (-2;-4;-3);  b =

r

(4;3;1);      c =r (6;7;4) 
19 a =r (3;1;-1);     b =

r

(1;0;-1);     c =r (8;3;-2) 
20 a =r (4;2;2);      b =

r

(-3;-3;-3);   c =r (2;1;2) 
21 a =r (4;1;2);      b =

r

(9;2;5);       c =r (1;1;-1) 
22 a =r (5;3;4);      b =

r

(4;3;3);       c =r (9;5;8) 
23 a =r (3;4;2);      b =

r

(1;1;0);       c =r (8;11;6) 
24 a =r (4;-1;-6);    b =

r

(1;-3;-7);    c =r (2;-1;-4) 
25 a =r (3;1;0);      b =

r

(-5;-4;-5);    c =r (4;2;4) 
26 a =r (1;-1;4);     b =

r

(1;0;3);       c =r (1;-3;8) 
27 a =r (6;3;4);      b =

r

(-1;-2;-1);    c =r (2;1;2) 
28 a =r (4;1;-2);     b =

r

(-8;2;4);    c =r (6;2;0) 
29 a =r (-3;3;3);     b =

r

(-4;7;6);      c =r (1;-1;-1) 
30 a =r 3;-2;1);     b =

r

(7;8;-1);     c =r (-6;4;-2) 
 
Задание 5. Даны вершины треугольника ABC. 
    Записать: а) уравнение стороны AС;   б) уравнение высоты ВH; 
                      в) уравнение медианы СM;  
                      г) расстояние от точки В до прямой АC; 
                      д) уравнение прямой ВК, параллельной стороне АС;  
                      е) площадь треугольника АВС. 
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Вариант  Вариант  

1 A(2;5); B(1;-3); C(4;0) 16 A(1;4); B(3;-1); C(2;5) 

2 A(4;7); B(-2;3); C(-6;0) 17 A(2;-8); B(4;0); C(-5;-1) 

3 A(2;1); B(-1;0); C(3;2) 18 
A(3;9); B(-1;4); C(0;-
12) 

4 A(-5;2); B(3;4); C(1;0) 19 A(0;-4); B(8;2); C(6;4) 

5 A(1;5); B(-1;7); C(2;-3) 20 A(3;-1); B(5;-2); C(4;1) 

6 A(1;-3); B(3;1); C(2;-6) 21 A(-4;0); B(1;3); C(-2;4) 

7 A(-4;0); B(-1;4); C(3;1) 22 A(1;0); B(-2;4); C(8;-1) 

8 A(7;-1); B(1;3); C(0;5) 23 A(7;2); B(1;3); C(0;-4) 

9 A(-3;-5); B(0;2); C(3;-1) 24 A(3;-2); B(1;0); C(8;6) 

10 A(2;6); B(0;-4); C(6;10) 25 A(2;7); B(0;6); C(-2;4) 

11 A(0;-2); B(3;2); C(4;1) 26 A(-3;-1); B(0;2); C(4;-5) 

12 A(3;2); B(-1;8); C(0;-5) 27 A(5;1); B(4;-2); C(1;-3) 

13 A(2;-1); B(6;-4); C(4;1) 28 A(-2;1); B(-4;3); C(0;5) 

14 A(-1;1); B(-4;5); C(-8;2) 29 A(4;-1); B(-2;5); C(8;0) 

15 A(6;-3); B(-1;4); C(7;0) 30 A(3;5); B(-2;4); C(1;-1) 

 
 
 
 
 
 

Задание 6. Вычислить пределы, не пользуясь правилом Лопиталя. 
 

Вариант  Задания 

1 

а) lim
3

2x

x 27

2x 8x 7→∞

−
+ +

;    б) lim
sinx 0

10tg3x

x→
;  

в) lim
4

2x 1

x 1

2x x 3→

−
+ +

;     г) lim
2x 1

x

x 27

x 1

−

→∞

− 
 + 

. 

Ре
по
зи
то
ри
й Б
рГ
ТУ



49 

2 

а) lim
2

x

x 4x 1

x 2→∞

+ +
−

;    б) 
sin

lim
x 0

6x

36x→
 

в) lim
2

2x 2

x x 2

x 5x 6→

− −
− +

;    г) lim
2 x

x

2x 3

2x 1

−

→∞

− 
 + 

. 

3 

а) lim
3

4x

x 15

x 48x→∞

−
+

;       б) 
sin

lim
x 0

ar x8x

5x→
; 

в) lim
2

2x 3

x 5x 6

3x x→−

+ +
+

;    г) lim
6 x 1

x

3x 2

3x 4

−

→∞

+ 
 + 

. 

4 

а) lim
4 3

4 2x

x x 3

5x x 3→∞

+ −
+ +

;   б) lim
x 0

arctg3x

2x→
; 

в) lim
2

3x 4

6x 8 x

2x 2→

− −
−

;     г) lim
5 4 x

x

4x 3

4x 1

+

→∞

− 
 + 

. 

5 

а) lim
3x

x 1

x 4x→∞

+
+

;           б) lim
3

2x 5

x 125

5 4x x→

−
+ −

; 

в) 
sin

lim
x 0

9x

tg5x→
;              г) lim

5x 3

x

3 5x

2 5x

−

→∞

+ 
 + 

. 

6 
а) lim

6 2

5 6x

x 7x x

x x 3→∞

+ −
+ −

;   б) lim
2

2x 6

x 6 x 72

2x 7x 30→

+ −
− −

; 

в) lim
arcsinx 0

x

6x→
;        г) lim

x

7 6 x

6 x 1→∞

− + 
 − 

. 

7 

а) lim
2 3

2 2x

x x x

3x x 11x→∞

+ −
− +

;   б) lim
2

2x 7

x 8x 7

x 5x 14→

− +
− −

; 

в) lim
sinx 0

2x

14x→
;                г) lim

11 7 x

x

7x 2

7x 3

+

→∞

− 
 + 

. 

8 

а) lim
4

4x

x x 12

5x x 12→∞

+ +
− −

;   б) lim
4

2x 8

3x 27x 24

x 64→

− +
−

; 

в) lim
x 0

8x

arctg3x→
;          г) lim

4 x 1

x

8x 5

8x 3

−

→∞

− 
 + 

. 
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9 

а) lim
3 2

2 3x

x x 3x 5

12 x x 7x→∞

+ − −
− − −

;    б) 

lim
2

2x 9

x 11x 18

x 4x 45→−

+ +
+ −

; 

в) 
sin

lim
arcsinx 0

9x

6x→
;                 г) 

lim
18 x 1

x

9x 7

9x 8

−

→∞

+ 
 + 

. 

10 

а) lim
9 8

10 5x

x x 15

x x 2→∞

+ −
− +

;    б) lim
3

2x 10

x 1000

x 8x 20→−

+
+ −

; 

в) lim
x 0

tg5x

10x→
;               г) lim

5 x 2

x

10x 11

10x 9

−

→∞

− 
 + 

. 

11 

а) lim
17 18

16 18x

x x

x 8x→∞

+
−

;      б) lim
2

x 11

x 121

x 2 3→

−
− −

; 

в) 
arcsin

lim
x 0

9x

11x→
;        г) lim

x 3

x

x 2

x 9

−

→∞

− 
 − 

. 

12 

а) lim
7 2 5

6 5 7x

x x x

x x 5x→∞

+ +
− +

;    б) lim
x 12

x 12

x 2 14→

−
+ −

; 

в) 
sin

lim
x 0

5 2x

3x→
;             г) lim

2x 5

x

2x 1

2x 3

+

→∞

+ 
 − 

. 

13 

а) lim
2

2x

x x 1

7x x 1→∞

+ +
− −

;      б) lim
2

x 13

x 169

x 3 4→

−
+ −

; 

в) lim
x 0

tg13x

26x→
;              г) lim

6 x 7

x

3x 11

3x 8

−

→∞

+ 
 + 

. 

14 

а) lim
2 3x

x 9

2x x→∞

−
+

;    б) lim
x 14

5 x 11

x 5 3→

− +
− −

; 

в) lim
x 0

7tg7x

4x→
;         г) lim

2x 3

x

4x 7

4x 11

−

→∞

+ 
 + 

. 

15 

а) lim
3

3 2x

x 4x 5

x 8x 125→∞

+ −
+ −

;    б) lim
2x 15

x 15

x 14x 15→

−
− −

; 

в) lim
sinx 0

3tg9x

8 x→
;                  г) lim

10 x

x

5x 8

5x 9→∞

+ 
 + 

. 
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16 

а) lim
2

2x

8x 4x 2

5x 41→∞

− −
−

;    б) lim
2

2x 16

x 17x 16

256 x→−

+ +
−

; 

в) 
arcsin

lim
x 0

x

32x→
;            г) lim

12x 1

x

6x 1

6x 5

+

→∞

− 
 − 

. 

17 

а) lim
4 3

5 2x

x x x

x x 4→∞

+ +
− +

;    б) lim
2

2x 17

x 18x 17

x 15x 34→

− − −
+ −

; 

в) lim
sinx 0

arctg7x

4x→
;         г) lim

7 x 2

x

3 7x

4 7x

−

→∞

+ 
 − + 

. 

18 

а) lim
6 5

3 2x

x x 15x

x x 11→∞

+ −
+ −

;    б) lim
x 18

x 7 5

3 x 9→

+ −
− −

; 

в) lim
sinx 0

5x

x→
;                   г) 

( )
lim

4 x 3

x

5 8x

7 8x

−

→∞

+ 
 + 

. 

19 

а) lim
2

2x

x 15x 16

19x 15x 38→∞

+ +
− +

;    б) lim
3x 19

1 x 20

x n 2→−

− +
+ +

; 

в) lim
cos

2

2x 0

25x

1 x→ −
;               г) lim

3x

x

9x 17

9x 16→∞

− 
 − 

. 

20 

а) lim
5 3

4 2x

x x x 1

x x 2→∞

+ + +
+ +

;   б) 

lim
2

2x 20

x 22x 40

2x 30x 200→

− +
− −

; 

в) 
cos

lim
2

2x 0

x 1

7x→

−
;           г) lim

5x 2

x

10x 3

10x 7

+

→∞

− 
 − 

. 

21 

а) lim
4

5 2x

x 16

x 8x→∞

−
−

;            б) lim
x 21

x 20 1

5 x 4→

− −
− +

; 

в) lim
sinx 0

10tg3x

2x→
;              г) lim

x 2

x

x 21

x 10

−

→∞

− 
 − 

. 

22 

а) lim
5 2

8 5x

x 3x x

2x 8x→∞

+ −
−

;      б) lim
2x 22

3x 66

x 19x 66→

−
− −

; 

в) lim
x 0

22x

arctgx→
;               г) lim

6 2x

x

2x 8

2x 5

−

→∞

− 
 + 
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23 

а) lim
3

3 2x

x 11

6x 5x→∞

+
−

;         б) 

lim
2x 23

x 23

2x 44x 46→−

+
− − +

; 

в) lim
x 0

15x

tg5x→
;                 г) lim

5 3x

x

3x 7

3x 2

−

→∞

+ 
 + 

. 

24 

а) lim
3 2

3x

x 2x 13

17x 1→∞

− +
−

;    б) lim
x 24

5 x 1

4 x 8→

− +
− −

; 

в) lim
arcsinx 0

48x

x→
;             г) lim

8 x 3

x

4x 1

4x 5

+

→∞

+ 
 + 

. 

25 

а) lim
2

2x

7x 3x

x 4x 21→∞

−
− −

;     б) lim
2

x 25

x 625

2x 1 7→

−
− −

; 

в) 
sin

lim
x 0

26x

x→
;             г) lim

5 x

x

5x 3

5x 4→∞

− 
 − 

. 

26 

а) lim
2

2x

5x 4x 1

x 3x 5→∞

− +
+ +

;    б) lim
x 26

2x 12 8

78 3x→

+ −
−

; 

в) 
sin sin

lim
x 0

x 5x

x→

−
;    г) lim

6 x

x

6 x 11

6x 13

−

→∞

+ 
 + 

. 

27 

а) lim
3 2

4x

x 7x 15

x 2x 18→∞

+ +
+ +

;    б) lim
3

2x 27

x 3

x 29x 54→

−
− +

; 

в) lim
x 0

tgx

27x→
;                   г) lim

1 7 x

x

8x 7x

9 7x

−

→∞

− + 
 − + 

. 

28 

а) lim
4

3 4x

4x x 13

12x 6x→∞

+ −
+

;      б) lim
2

x 28

28x x

x 3 5→

−
− −

; 

в) lim
x 0

2arctg8x

5x→
;          г) lim

2x 3

x

8x 15

8x 17

−

→∞

+ 
 + 

. 

29 

а) lim
2

2x

x 7x 10

15x x→∞

− +
+

;     б) lim
2

x 29

x 27x 58

x 29→

− −
− +

; 

в) 
sin

lim
2

2x 0

x

4x→
;               г) lim

9 x 1

x

9x 7

9x 5

+

→∞

− 
 − 
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30 

а) lim
5

4x

x 1

x 1→∞

−
+

;               б) lim
2

3x 30

900 x

x 3 3→

−
− −

; 

в) lim
x 0

tg3x

10x→
;                 г) lim

x

10x 3

10x 2→∞

+ 
 + 

. 

 
 
 
 
 
 

Задание 7. Найти производные следующих функций: 
 

Вариант а) б) 

1 2 17

6

2
y x 17 x

x x
= − +  ( )arccos

25 xy ctg x e−= ⋅  

2 35

3

4
y x x

x x
= + −  

arcsin

2

2

x x
y

4x

+= −  

3 3 7
5

6
y 3x 2x x

x
= − +  ( )3x 2x 2y e x ctgx−= −  

4 3 7
y x x 3

x x
= − +  ( )

ln

2 2

9

ctg 3x 2x
y

8 x

+
=

−
 

5 512 3 6
2

4
y 6x x x x

x
= − − +  

arcsin2 x

2

e
y

x 1
=

+
 

6 2 3
4

3 1
y x x x

x 4
= − −  

( )
( )52

8arctg4 x 1
y

x 6x 5

+
=

− +
 

7 42 5
2

4
y 3x x x

x
= − +  

3 2

2

arctg x
y

x 4x
=

+
 

8 
8

2 3 4

3 3
y x

x x
= − +  ( )ln3

2

3x 5
y

x x 2

−
=

− −
 

9 6 4 3
3

2
y x x x

x
= − +  sincos

25 5 xy 4x e= ⋅  

10 6
2

1 4
y x x

x x
= − +  ( )3 3

3x 3
y ctg x x

2x 1

−= + ⋅
+

 

11 5 2 3

5

1
y x x x

x
= + −  ( ) sin15 xy arcctg x 1 e= − ⋅  
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12 3 7
5

6
y 3x 2x x

x
= − +  ( )ln cos

2tg xy e 7x= ⋅  

13 9 5
4

1
y 8 x x

x
= + +  ( ) ( )sin ln ln siny 5x 5x= ⋅  

14 4 5
9

3
y x x x

x
= − −  ( )32x 3x 53y arctg 14x e

− +
= ⋅  

15 3 5
3

1
y 5x 4x x

5x
= − +  ( )

( )
cos

23 x

3

e
y

arctg x
=  

16 66 7
6

6
y x 3 x

x
= − +  ( ) arccos( )

33 xy ctg x 16x e= + ⋅  

17 7
42 3

1 8
y 7 x

xx x
= − +  

sin

23

3

arctg 4x
y

x 8
=

+
 

18 2 5
5

1
y 4x x x

x
= − +  ( )ln

2x 32y tg x x 2
−

= + ⋅  

19 32 3 78
y x x x

x
= − +  ( ) ( )ln

sin
2 31 x 10y 19 2x 1

−
= ⋅ +  

20 11
11

11
y 15 x x x

x
= − − +  sin cos ( )3 2 2y 3 x 2x 1= ⋅ −  

21 3 8 52
y 3 x x

x
−= − +  ( ) ( )ln sin cos2 5y 1 x 5x= − + ⋅  

22 32 7
4

1
y x x x

x
= − +  ( )sin ln3 22y x 2x x= ⋅ −  

23 
2

3
5 3

1 x
y 2x

x x
= − +  ln

2

2

1 x 5x 7
y

23 x 5x 7

− −=
+ +

 

24 
6 3

3

1
y 3x 6 x

2 x
= − +  ( )sin

3 xy 6 x 24 x e= − ⋅  

25 7 2 3
5

1
y 2x x x

x
= − +  ( )cos 3xy e ctg 2x 3−= ⋅ +  

26 3 121 1
y x x x

6 x
= − +  ( )ln2 2

3

x 1
y

6x 2x

+
=

−
 

27 
1

35 75y 2 x x 4x x−= − +  ( ) ( )arcsin2 3 x 1y x 2 5+= ⋅ +  

28 5 3
2

1
y 2x x 4x

x
= − +  ( )( )sin ln

2arctgxy e 2x 4= ⋅ +  
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29 
7

3
2

x
y 4x 3 5x

x
= − + −  ( )ln

3 2

2

tg x
y

x 2
=

−
 

30 6

3

1
y 3x 5x x

2 x
= − +  ( ) ( )cos

cos
3x 13x 1y e e

++= ⋅  

 
 
 
 
 

Задание 8. Найти неопределенный интеграл, результат проверить 
дифференцированием. 
Вариант  Вариант  

1 
x

x

3

5
5 1 dx

x

− 
+ 

 
∫  16 ( )( )2x 1 x 1 dx− +∫  

2 
x

x
2

e
e 1 dx

x

− 
− 

 
∫  17 ( )( )33x x x 1 dx− +∫  

3 ( )22

3

x 1
dx

x

+
∫  18 ( )2

2x x dx+∫  

4 
5

4 5

x 5x 85
dx

x

+ −
∫  19 3 2

x 1
dx

x

−
∫  

5 ( )3
x 1

dx
x

−
∫  20 3 54

x 1 dx
x

 − + 
 
∫  

6 3 1 8
3x dx

xx

 − + 
 
∫  21 3

2

7 1
x dx

x x

 − + 
 
∫  

7 3
5

3 1
4x 1 dx

x x

 + − + 
 
∫  22 

3 x x
dx

4x

 
− 

 
∫  

8 
2 7

3

x x 3
dx

x

+ −
∫  23 2 8

5 x x dx
x

 + + 
 
∫  

9 2

3

1
2x 7 dx

x

 + − 
 
∫  24 ( )3x 3 x 1 dx+ −∫  

10 
4

9

x
8 x dx

x

 
+ − 

 
∫  25 3

5

3 4
x dx

xx

 + + 
 
∫  

11 5 3
7

2
4x x dx

x
 + + 
 
∫  26 2

1 4
2 dx

x x x

 + + 
 
∫  
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12 ( )( )3 3x 1 x 1 dx− +∫  27 3
2

3 1
x dx

x x x

 + − 
 
∫  

13 cos4 1
x 3x dx

x
 + − 
 
∫  28 ( )2

3x x dx−∫  

14 3

1 1
1 dx

3 x x

 − + 
 
∫  29 

3
2

x dx
x

 − 
 
∫  

15 2

3

1
x dx

x

 + 
 
∫  30 

2

3

1
x dx

x

 + 
 
∫  

Задание 9. Найти неопределенный интеграл, результат проверить 
дифференцированием. 
 

Вариант  Вариант  

1 
cos2

dx

3x∫  16 2

dx

x 9+∫  

2 
dx

7 x 1+∫  17 2

dx

9 x−∫  

3 2

dx

4 9x−∫  18 2

dx

x 5+∫  

4 
sin2

dx

5x∫  19 2

dx

4x 9+∫  

5 2

dx

3 5x−∫  20 2

dx

1 3x−∫  

6 3

dx

4x 7−∫  21 2

dx

3x 12−∫  

7 2

dx

1 2x+∫  22 2

dx

4 2x−∫  

8 2

dx

4 x+∫  23 2

dx

2x 3+∫  

9 2

dx

x 1+∫  24 2

dx

3 4x−∫  

10 2

dx

9 x−∫  25 2

dx

2x 5+∫  

11 2

dx

2x 8+∫  26 2

dx

x 4−∫  
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12 2

dx

x 36+∫  27 2

dx

3x 25−∫  

13 2

dx

16 9x−∫  28 2

dx

9x 4−∫  

14 2

dx

3x 1+∫  29 2

dx

5 3x−∫  

15 2

dx

5 x−∫  30 2

dx

3x 16−∫  

 
Задание 10. Найти неопределенный интеграл, результат 

проверить дифференцированием. 
 
Вариант  Вариант  

1 2

dx

x 2x 5+ +∫  16 3x 1e− +
∫  

2 
sin2 2

xdx

x∫  17 3

dx

4 3x−∫  

3 sin
1

9x dx
2

 − 
 

∫  18 
dx

1 10x−∫  

4 ( )sin2

dx

4x 5+∫  19 5 4 xe dx−
∫  

5 cos
x 7

dx
2 4

 − 
 

∫  20 
x x

1 1
2 2e e dx

+ − − 
+ 

 
∫  

6 ( )3
2x 1 dx−∫  21 ( )10

7x 3 dx−∫  

7 cos
x

1 dx
3

 − 
 

∫  22 
dx

5 3x−∫  

8 
dx

5 2x−∫  23 
dx

3x 5−∫  

9 ( )cos 4 5x dx−∫  24 ( )sin 3 2x dx−∫  

10 
10

x 1
dx

3 2
 + 
 
∫  25 ( )7

5x 1 dx−∫  

11 ( )7
5x 1 dx−∫  26 4x 1dx−∫  
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12 sin
x

1 dx
6
 + 
 

∫  27 ( )4
3 2x dx−∫  

13 3x 1e dx+
∫  28 3 1 3xdx+∫  

14 
dx

1 4x−∫  29 
2x 5e xdx− + ⋅∫  

15 3 5 6 xdx−∫  30 ( )8
5 2x dx−∫  

 
 
 

Задание11. Найти неопределенный интеграл, результат проверить 
дифференцированием. 
 

Вариант  Вариант  

1 
xe
dx

x∫  16 ( )arcsin 2

dx

x 1 x−∫  

2 3 5 41 6 x x dx−∫  17 ( )sin

2

2 3

x dx

2x 1−∫  

3 
2xx 7 dx⋅∫  18 

2xe xdx− ⋅∫  

4 ( )cos2

dx

x 3tgx 1+∫  19 ( )sin 2x 1 x dx−∫  

5 
cos

2

2 3

x dx

x∫  20 2

xdx

x 5−∫  

6 sin 2x x dx∫  21 
2x 1e xdx+ ⋅∫  

7 2

xdx

2x 3+∫  22 2

xdx

2x 3+∫  

8 
2

6

x dx

x 1−∫  23 ( )22

xdx

x 1+
∫  

9 2

arctgxdx

1 x+∫  24 
3x 2e x dx∫  

10 
2

6

x dx

1 x+∫  25 2

xdx

1 x+∫  

11 2

xdx

1 x+∫  26 
sin

cos

xdx

1 3 x+∫  
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12 ( )
2

23

x dx

1 x−
∫  27 2x 1 xdx+ ⋅∫  

13 4

xdx

9 x−∫  28 2

xdx

1 x−∫  

14 
ln2x x

dx
x

+
∫  29 

cos

3

2

tg x
dx

x∫  

15 
2

2 3

x dx

x 1+∫  30 ( )ln
22x x

dx
x

+
∫  

 
Задание 13. Найти неопределенные интегралы. 

 

Вариант  Вариант  

1 xarctg3xdx∫  16 ( )sinx 5 3xdx+∫  

2 ( ) 3x 81 x e dx−−∫  17 ( )cos2 3x 5xdx−∫  

3 ln2x xdx⋅∫  18 ( )sin3x 2 2xdx−∫  

4 ( )cos8 3x 5xdx−∫  19 ( )cos5x 6 3xdx+∫  

5 ( )sin2 8x 3xdx−∫  20 ( )sin5x 3 5xdx+∫  

6 arctg6 xdx∫  21 cos9x 3xdx⋅∫  

7 ( )cosx 2 3 2xdx−∫  22 ( )cos5 2x 5xdx−∫  

8 ( )sin7 x 10 4xdx−∫  23 ( ) ln3 2x xdx−∫  

9 ( )cosx 6 2xdx+∫  24 ( ) 3 x5x 2 e dx−∫  

10 ( )sin7 3x 5xdx−∫  25 ( )cosx 5 3xdx+∫  

11 ( )ln 5x 1 dx−∫  26 ( )sin7 4x 4xdx−∫  

12 ( )2 xe 1 6 x dx−∫  27 ( ) 4 x4x 3 e dx+∫  

13 ( )sin4 16 x 4xdx−∫  28 ( ) lnx 1 xdx−∫  

14 ( )sin2 4x 3xdx−∫  29 ( ) 2 x4 3x e dx−∫  

15 arcsin 3xdx∫  30 ( )cosx 4 3xdx−∫  

 
Задание 14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями. 
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Вариант  

1 21
y 4 x

2
= − ; y 0=  

2 2y 2x= ; ( )2 2x 2 y 4− + =  

3 2y x 6 x 9= − + ; x y
1

3 12
− =  

4 2y x= ; xy 8= ; x 6= ; y 0=  

5 3y x= ; y 2= ; x 0=  

6 2y x= ; y x=  

7 2 xy e= ; 2 xy e−= ; y 2=  

8 3y x= ; y 2x= ; y x=  

9 2 xy e= ; 2 xy e−= ; x 1= ± ; y 0=  

10 2y x 8= − + ; 2y x=  

11 x y 4+ = ; x 0= ; y 0=  

12 2y x= ; 2y 8 x=  

13 xy e= ; xy e−= ; x 2= −  

14 2 xy e= ; xy e−= ; y 2=  

15 2

1
y

1 x
=

+
; 21

y x
2

=  

16 2y 2x x= − ; y 0=  

17 3y x x= − ; y 0=  

18 2y x= ; x y 6 0− + =  

19 xy 6= ; x y 7+ =  

20 2y x 1= + ; 21
y x

2
= ; y 5=  

21 lny x= ; x e= ; y 0=  

22 2y 4x= ; 2x 4 y=  

23 xy e= ; xy e−= ; y 0= ; x 1= ±  

24 x y 2+ = ; x 0= ; y 0=  

25 2y x= ; xy 8= ; x 6=  

26 xy e= ; xy e−= ; x 2=  

27 siny x= ; y 0= ; x
2

π=  

Ре
по
зи
то
ри
й Б
рГ
ТУ



61 

28 cosy x= ; y 0= ; x
4

π= ±  

29 y 5x= ; y 0= ; x 3= ; x 10=  

30 2y 2x x= − ; y x=  

 
 

 

 

Вопросы к экзамену по математике  
для студентов специальности1-69 01 01 «Архитектура». 

 

1. Определители 2-го и 3-го порядка. Свойства определителей. 
2. Решение систем линейных алгебраических уравнений методом 

Крамера. Решение систем линейных однородных алгебраических 
уравнений. 

3. Действия над матрицами и их свойства. 
4. Обратная матрица. Решение систем линейных алгебраических 

уравнений матричным методом. 
5. Определение векторов. Действия над ними. 
6. Скалярное произведение векторов. 
7. Векторное произведение векторов. 
8. Смешанное произведение векторов. 
9. Виды уравнений прямой на плоскости. 
10. Взаимное расположение двух прямых на плоскости.  
11. Предел функции. Свойства пределов. 
12. Бесконечно малые функции и их свойства. 
13. Первый замечательный предел.  Второй замечательный предел. 
14. Сравнение бесконечномалых функций. Таблица эквивалентности. 
15. Общее определение производной.  
16. Геометрический смысл производной. 
17. Связь между дифференцируемостью и непрерывностью функции. 
18. Основные правила дифференцирования. Таблица производных. 
19. Логарифмическое дифференцирование. 
20. Производная сложной функции. 
21. Производная неявной функции. 
22. Дифференциал функции, свойства. Его геометрический смысл. 
23. Правило Лопиталя. 
24. Необходимое и достаточные условия локального экстремума функ-

ции одной переменной. 
25. Асимптоты графика функции. 
26. Исследование функции на выпуклость и вогнутость. Точки перегиба. 
27. Первообразная и неопределенный интеграл. Свойства неопреде-

ленного интеграла. 
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28. Таблица интегралов. 
29. Правила интегрирования. 
30. Непосредственное интегрирование. 
31. Интегрирование методом замены переменной. 
32. Интегрирование по частям. 
33. Интегрирование простейших рациональных дробей. 
34. Интегрирование некоторых классов тригонометрических функций. 
35. Основные свойства определенного интеграла. 
36. Формула Ньютона – Лейбница. 
37. Замена переменной в определенном интеграле. 
38. Интегрирование по частям определенного интеграла. 
39. Приложение определенного интеграла. 

 
Перечень типовых экзаменационных задач по темам семестра. 

 

1. Вычислить определитель с помощью правила треугольника: 
1 3 4

2 5 7

1 1 3

− . 

2. Вычислить определитель, получив предварительно нули в i-ой 

строке (или j-ом столбце)  

2 7 2 1

1 1 1 0

3 4 0 2

0 5 1 3

−

− −

, i 3= ; j 1= . 

3. Даны две матрицы А и В. Найти ( )3A B+ ; ( )2B A− + ; AB; BA; 1A− ; 
1A A−⋅ ; 1A A− ⋅ . 

2 1 5

A 8 4 2

1 3 6

− 
 −
 
 
 

;  

3 3 2

B 4 1 7

1 2 5

− − 
 =
 
 − 

. 

 

4. Даны матрицы А, В, С: 

1 3 7
A

4 0 8

− =  
 

,  
0 5

B
4 1

 =  − 
,  

0 1 0

C 1 3 5

2 1 1

 
 =
 
 − − 

. 

Найти те из произведений АВ, ВА, ВС, СВ, АС, СА, которые имеют 
смысл. 

5. Решить СЛАУ:

 

,

,

.

1 2 3

1 2 3

1 2 3

x 5x 6x 15

3x x 4x 13

2x 3x x 9

+ − = −
 + + =
 − + =
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а) по формулам Крамера; б) матричным методом; в) методом Гаусса.   

6. Даны ( ); ;a 1 3 1− , ( ); ;b 2 4 3− − . Найти 5a b⋅ . 

7. Даны ( ); ;a 7 1 2−  и ( ); ;b 1 3 2− − . Найти a b× . 

8. Дана ( ); ;A 1 3 4 , ( ); ;B 1 2 1− , ( ); ;C 3 1 1− . Найти площадь параллело-

грамма, построенного на векторах BA и BC . 
9. Даны ( ); ;A 2 1 1− , ( ); ;B 6 1 4− − , ( ); ;C 4 2 1 . Найти косинус угла между 

AB и AC . 
10. Прямая l  задана уравнением x 5 y 4 0+ − = . Найти расстояние от 

точки ( );M 1 0−  до этой прямой. 

11.  Составить уравнение прямой, если она наклонена к оси Ох под 
углом 45° и проходит через точку ( );A 1 4 . 

12. Найти пределы указанных функций: 

а) lim
2

2x 3

2x 5x 3

3x 10x 3→−

+ −
+ +

;  б) lim
3

2x 2

x 8

2x 9x 10→

−
− +

; 

в) lim
2

8x

3x 7x 171

x 64x 173→∞

− −
− −

; г) lim
x 0

5 x 5 x

5x→

− − +
; 

д) lim
x 1

x

4 2x

1 2x

+

→∞

− 
 − 

; е) 
sin sin

lim
x 0

7x x

8x→

−
; 

ж) lim
x 0

arctg2x

tg12x→
. 

13. Найти производные следующих функций: 

а) ( )ln sin2 4y 4x x= + ;   б) ( )sin
3

y 8x= ; 

в) ln3 2y 5x cos x= ⋅ ;  г) .
6

3 6 5x 9
y 4x x x 89

xx
= − + ⋅ − +  

 

14. Вычислить неопределенные интегралы: 

а) 
2

3
2

5 3x
4 x dx

x x

 
− + 

 
∫ ; д) cos sinx xdx∫ ; 

б) 
( )

( )30

15

3
4 5x dx

5 8x

 
+ − 

 + 
∫ ; ж) 

ln xdx

x∫ ; 

в) 
dx

5 3x+∫ ; з) 2

dx

x 4x 3+ −∫ ; 

г) cos5xdx∫ ; и) 
3

x 1
dx

x

+
∫ . 
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15. Вычислить неопределенные интегралы, используя формулу интег-
рирования по частям. 

а) sinx xdx∫ ; б) cosx 5xdx∫ ; в) 4xxe dx∫ ; 

г) ln9xdx∫ ; д) lnx xdx∫ ; е) arsin3xdx∫ ; 

ж) xarctgxdx∫ ; з) arctg2xdx∫ ; и) arccos xdx∫ . 

 

16. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями. 

а) y 1= ; x 2= ; y 5x= ; б) 2y x 2x= − ; .2y 2x x= − ; 
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