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УДК 530.1 

Прокопеня А.Н., Чопчиц Н.И., Краглер Р. 

ОДНОМЕРНОЕ ДВИЖЕНИЕ ПРОТЯЖЕННОГО ТЕЛА ПО ПОВЕРХНОСТИ С  
ПЕРЕМЕННЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ ТРЕНИЯ 

 
Хорошо известно, что локальные в макроскопическом 

смысле коэффициенты сухого трения в модели Кулона-
Амонтона имеют пространственные флуктуации, масштаб 
которых зависит от обработки поверхностей пар трения (ти-
пичный интервал значений 10-4÷10-3 м) и относительная вели-
чина которых достигает 0,1. Поэтому задача анализа движе-
ния протяженного тела по шероховатой поверхности с пере-
менным коэффициентом трения является весьма актуальной, 
тем более, что к этому же классу задач приводит рассмотре-
ние проблем оптимального управления движением за счет 
управления коэффициентом трения.  
Рассмотрим одномерную задачу, в которой однородный 

брусок массой m, длиной 2l и высотой 2b въезжает с участка 

горизонтальной поверхности с коэффициентом трения µ2 на 

участок с коэффициентом трения µ1. Рассмотрим вначале 
случай двухточечного контакта с опорой в передней и задней 
точках бруска (на рис. 1 отмечены силы, действующие на 
брусок, и указано направление скорости  его центра инерции 

Cvr ). Считая деформации участков опоры, контактирующих с 

бруском, малыми и пренебрегая тем самым угловым ускоре-
нием бруска, имеем следующую систему уравнений, описы-
вающих скольжение бруска: 
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Из (1) ясно, что при выполнении условия bl 1µ>  контакт с 

опорой осуществляется как в передней, так и в задней точках 
бруска и уравнение движения центра инерции имеет вид: 
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При lb =1µ  сила нормальной реакции опоры в задней точке 

бруска обращается в ноль 02 =N  и начинается опрокиды-

вание бруска относительно передней точки контакта (точка 
В). В обозначениях рис. 2 уравнения движения бруска при 

условии, что точка В скользит по опоре, имеют вид: 
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где 22 bl +=ρ , )(
3
1 22 blmIC += – момент инерции 

бруска относительно оси, проходящей через центр инерции 
бруска перпендикулярно плоскости рисунка. Система (2) 
должна быть дополнена уравнением кинематической связи 

ϕρ sin−= CB yy , из которого вытекает, что вследствие 

0=By  (условие контакта точки В с опорой) имеем: 
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Заметим, что поскольку согласно (1) силы 1N  и 2N  не за-

висят от координат правого конца бруска, опрокидывание 
начинается сразу же в момент контакта бруска с участком 

поверхности с коэффициентом трения 1µ  при выполнении 

условия lb ≥1µ , так что начальные условия для системы (2) 

имеют вид: lxC −=0 , 0xC vv =0 , 
b
l

arctg+=
20
πϕ , 

00 =
dt

dϕ
. Система (2) аналитически не решается, а при чис-

ленном решении требуется известная аккуратность в слеже-

нии, во-первых, за выполнением условия 01 ≥N , ибо при 

невыполнении этого условия контакт бруска с опорой теряет-
ся и уравнение движения становится тривиальным, и, во-

вторых, за выполнением условия 0>
dt

dxB  или, что эквива-

лентно, 0sin >+
dt
d

dt
dxC ϕϕρ , которое выражает наличие 

скольжения точки В относительно опоры и при невыполне-
нии этого условия мы получаем тривиальную задачу о вра-
щении бруска вокруг неподвижной оси, проходящей через 
точку В с соответствующими начальными условиями.  
Рассмотрим теперь случай движения, когда контакт брус-

ка с опорой осуществляется по всей площади соприкоснове-
ния. Заметим, что до сих пор не решена в общей постановке 
при произвольных соотношениях между упругими характери-
стиками опоры и тела и наличии силы трения даже соответ-
ствующая статическая задача [1]. Введем поэтому естествен-
ные и широко используемые предположения о том, что, во-
первых, упругие константы опоры на участках с различными 
коэффициентами трения одинаковы и велики, так что верти-
кальные перемещения бруска малы, и, во-вторых, что упругие 
константы бруска значительно больше, чем опоры, что позво-
ляет считать форму бруска прямоугольной на всех этапах 
движения. Указанным предположениям нетрудно придать 
количественный смысл, но мы на этом останавливаться не 
будем. При указанных предположениях плотность силы нор-
мальной реакции опоры, распределенной по длине бруска, 

является линейной функцией CxNxN += 0)( , где x  – 

локальная координата вдоль бруска, а 0N  и C  – некоторые 

подлежащие определению константы, причем 
1

0 ][ −⋅= мНN , 2][ −⋅= мНС . Выберем начало ко-

ординат на границе контакта участков с различными коэффи-

циентами трения. Пусть 1x – координата правого конца 

бруска. Тогда в обозначениях рис. 3 и при сделанных выше 
предположениях имеем: 

       )(22)( 1

2

00

1

1

lxCllNdxCxNmg
x

lx

−+=+= ∫
−

.  (3) 

Момент распределенных сил нормальной реакции опоры от-
носительно оси, проходящей через центр инерции с учетом 

того, что lxxxx C +−=− 1 , равен: 
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Суммарная сила трения, действующая на брусок, равна: 
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а ее момент относительно той же оси bFM тртр −= . По-

скольку при указанных выше предположениях угловое уско-
рение бруска все время пренебрежимо мало, имеем из (4) и 
(5): 

b
CllxC

lxN
Cx

xN
3

2
2

)2(
)2()

2
(

32
1

102

2
1

101 =










 −+−−+ µµ . 

(6) 
Решая совместно (3) и (6), находим: 
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так что линейная плотность силы нормальной реакции имеет 
вид: 
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Рисунок 3. 
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(7) 
Учитывая выражение (5) для силы трения и вводя в (7) коор-

динату центра инерции lxxC −= 1 , уравнение движения 

центра инерции в случае, когда контакт осуществляется по 
всей плоскости опоры, запишем в виде: 
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где для краткости использованы обозначения Cxx = , 

xCx vv = . Уравнение (8) интегрируется в квадратурах и ре-

зультат, полученный с использованием системы компьютер-
ной алгебры Mathematica, имеет вид: 
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В более простом случае перехода бруска с гладкой на шеро-

ховатую поверхность, когда 02 =µ , µµ =1 , соотношение 

(9) принимает вид, полученный ранее в [2]: 
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Дальнейшее интегрирование уравнений (9), (10) для полу-
чения кинематического закона движения может быть выпол-
нено лишь численно. Для использования соответствующей 
процедуры NDSolve в системе Mathematica уравнение (10), 
например, нужно переписать в виде: 
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(11) 
При этом численное решение )( xtt =  уравнения (11) необ-

ходимо искать на отрезке minx [ l , x ]∈ − , где minx – мень-

шее из значений координаты центра инерции бруска, при 
которых либо его скорость обращается в нуль, либо начина-
ется опрокидывание бруска.  
Представляет интерес исследование условий, при которых 

начинается поворот бруска вокруг оси, проходящей через 
передний конец бруска, при его прохождении через границу 
раздела двух участков поверхности с различными коэффици-
ентами трения. Поскольку координата правого конца бруска 

при этом изменяется в пределах отрезка 1x [0,  2l ]∈ , из 

(7) следует, что N( x )  – возрастающая функция. Следова-

тельно, началу опрокидывания бруска соответствует обраще-
ние плотности силы нормальной реакции опоры в нуль на 

левом краю бруска, т.е. 1N( x 2l ) 0− = . Это дает для 

определения координаты 1x  правого конца бруска, при ко-

торой начинается отрыв бруска по всей длине, за исключени-
ем правого конца, следующее квадратное уравнение: 
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Решение уравнения (12) имеет вид: 
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Полагая в (7) 1 2µ µ= , легко убедиться в том, что движение 

бруска на участке поверхности с коэффициентом трения 2µ  

происходит без опрокидывания при выполнении условия 

23b lµ < . Если это условие выполнено, то меньший из кор-

ней (13) принадлежит отрезку [ 0,  2l ]  только при выпол-

нении неравенства 

                                            2 1

l

3b
µ µ< ≤ .                            (14) 

Заметим, что в случае двухточечного контакта бруска и опо-

ры опрокидывание бруска возможно при условии 1b lµ ≥ . 

Таким образом, из (14) следует, что в случае плоскостного 

контакта бруска и опоры значение коэффициента трения 1µ , 

при котором начинается опрокидывание бруска, уменьшается 
в три раза по сравнению со случаем двухточечного контакта. 
Дальнейшее движение бруска не отличается от рассмотренно-
го выше случая двухточечного контакта. Однако начальные 
условия этого движения в случае двухточечного и плоскост-
ного контактов принципиально различны: при двухточечном 
контакте поворот бруска, если он возможен, начинается сразу 

при 1x 0≥ , а при плоскостном – лишь при достижении 

бруском положения 1x , определяемого меньшим из корней 

(13), если, разумеется, начальные условия обеспечивают до-

стижение соответствующих значений 1x .  
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Рассмотренная выше ситуация без труда обобщается на 
случай, когда тело находится на i 2>  участках с известны-

ми координатами концов и с коэффициентами трения iµ , а 

также на случай, когда упругие характеристики участков с 
различными коэффициентами трения различны. Представляет 
интерес обобщение рассмотренной модели для ситуации со 
случайно распределенным коэффициентом трения, а также 
для ситуации с плоскопараллельным движением твердого 
тела – к этому классу задач принадлежит задача определения 
движения автомобиля при наличии заноса с учетом эффекта 
скатывания материала колес. 
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Каролинский В.Г., Пекун А.И., Луковский С.В., Сазонов М.И., Хвисевич В.М. 

ПОЛУЧЕНИЕ АЛМАЗОПОДОБНЫХ ПЛЕНОК ИЗ ГАЗОВОЙ ФАЗЫ С 
ПРИМЕНЕНИЕМ ВАКУУМНО-ПЛАЗМЕННОЙ УСТАНОВКИ (ВПУ-2) 

 
Анализ научно-технической и патентной информации [1-

2]показывает, что в последнее время учеными различных 
стран интенсивно ведутся исследования по выращиванию 
алмазоподобных и алмазных пленок (АП), а также разраба-
тываются соответствующие технологии нанесения таких пле-
нок на детали машин, инструмент, пресс-формы, оптические 
детали и т.д. Потенциальные возможности использования АП 
в различных областях науки и техники основаны на уникаль-
ных свойствах алмаза: высокая теплопроводность, химиче-
ская инертность, низкий коэффициент трения, высочайшая 
твердость и т.д. 
На рисунке 1 приведена фотография плазменно-

вакуумной установки (ВПУ-2) предназначенной для получе-
ния алмазоподобных пленок, которая разработана Брестским 
политехническим институтом совместно со Сморгонским 
заводом оптического станкостроения. 
Установка предназначена для нанесения тонких износо-

стойких алмазоподобных покрытий способом химического 
осаждения из газовой фазы с применением высокотемпера-
турной плазменной струи. 
В состав установки входят: 
• высокоэнтальпийный плазмотрон мощностью 60 кВт; 
• откачной пост; 
• система подачи газа в рабочую камеру и плазмотрон; 
• пульт управления. 

Технические характеристики установки приведены в таб-
лице 1. 

Относительной особенностью данной установки в сравне-
нии с аналогами является применение мощного плазмотрона 
постоянного тока с межэлектродной вставкой (МЭВ) и газо-
вой завесой стенок разрядной камеры, генерирующего сверх-
звуковую струю аргона мощностью до 60 кВт. 

Разработанный плазмотрон с МЭВ (рис. 2) состоит из 
внутреннего кольцевого электрода - катода 1, выходного 
электрода - анода 2, между которыми устанавливается секци-
онированная межэлектродная вставка. МЭВ набрана из ин-
тенсивно охлаждаемых водой электрически изолированных 
друг от друга медных секций - шайб 3 с цилиндрическими 
отверстиями диаметром 4-10 мм. Для обеспечения стабильно-

го горения дуги на оси электроразрядной камеры и исключе-
ния шунтирования дуги в канале плазмотрона толщина сек-
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 Рисунок 1. Плазменно-вакуумная установка (ВПУ-2) 

 
 


