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ПЛОСКИЕ ВОЛНЫ В ПОЛУМОМЕНТНОЙ ТЕОРИИ 
МИКРОПОЛЯРНОЙ ВЯЗКОЙ СРЕДЫ 

 
Решения волновых уравнений в виде плоских волн имеют 

большое значение, так как отражают наиболее характерные 
свойства колебательных процессов. Ниже предлагается ана-
лиз волновых явлений в вязкой жидкости с несимметричным 
тензором напряжений с позиции теории плоских волн. 

В случаях, когда можно пренебречь диссипацией энергии 
и считать, что движения происходят с малыми скоростями, 
система уравнений для анализа волновых процессов в микро-
полярной жидкой среде, при условии равенства поворота 
локального трехгранника среднему повороту поля перемеще-
ний, примет вид [1]: 
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Здесь { }zyx v,v,vv =r
 - вектор скорости, µλ ,  - объемная 

и сдвиговая вязкости, βγ ,  - коэффициенты вращательной 

вязкости [2,3], р - давление, ρ - плотность среды, ∆ - опера-
тор Лапласа, массовые силы отсутствуют. 

Известно, что векторное поле можно представить в виде 
суммы потенциальной и вихревой компонент [4,5]: 

 ,Arotgradvvv LT
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где A,
r

ϕ  скалярный и векторный потенциалы. Также отме-

тим, что в (2) компонента ϕgradvL =r
 описывает про-

дольные (звуковые) волны, ArotvT

rr =  - поперечные (сдви-

говые) волны. 
Для продольных колебаний система (1) приводится к из-

вестному волновому уравнению [5]: 
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Если искать решение уравнения (3) в виде плоской гармони-

ческой волны )tiexp()x(AnvT ω−= rr
, то дисперсион-

ное соотношение примет вид [5]: 
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где ,
p

c0 ∂ρ
∂= ,
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b
µλ +=  ω - частота, k  - волновое 

число, i - мнимая единица. Используя выражение (4), полу-
чим решение уравнения (3) в виде: 
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Это решение представляет собой совокупность двух встреч-
ных плоских гармонических волн, амплитуды которых убы-
вают по мере распространения ( nr -нормаль к волновой по-

верхности). Здесь коэффициент затухания 3
0

2

c2

b
k

ρ
ω=′′  [5]. 

Для сдвиговых колебаний из уравнения неразрывности 

следует 0
p =

∂ρ
∂

, то есть жидкость можно рассматривать как 

несжимаемую (ρ = const). Тогда из (1) получим 
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Учитывая, что t
2

tt vvgraddivvrotrot rrr ∆∆∆ −= , из си-

стемы (5) будем иметь: 
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Будем считать, что поперечные волны в жидкости воз-
буждаются колеблющейся стенкой так, что твёрдая поверх-
ность, совпадающая с плоскостью yz декартовой системы 

координат, совершает движение вдоль оси y. Значит, для ве-

личины { }zyxt v,v,vv =r
 отлична от нуля только компонен-

та yv  и решение (6) ищем в виде 

 ))kxt(iexp(vv 0y −−= ω .         (7) 

Подставляя (7) в (6), найдём закон дисперсии (связь между 

волновым числом к и частотой ω): 
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или 
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Это уравнение указывает на существование в полумо-
ментной микрополярной жидкой средe двух совокупностей 
взаимосвязанных поперечных волн, обладающих дисперсией. 
Выведенный дисперсионный закон (9) позволяет получать 

зависимости фазовой скорости ( )ω
ω
kRe

v f =  и коэффи-

циента затухания ( )Im kα ω=  от частоты [5]. Также отме-

тим, что соотношение (8) при 0=+ βγ  (микрополярные 

эффекты отсутствуют) совпадает с дисперсионным уравнени-

ем для классической гидродинамики вязкой несжимаемой 
среды [5]. 
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МЕТОД СИЛЬНЫХ РАЗРЫВОВ ДЛЯ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ 
МИКРОПОЛЯРНОЙ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ 

 
Нестационарные процессы в вязких жидких средах с 

несимметричным тензором напряжений изучались в фунда-
ментальных работах [1-3]. Ниже приводится исследование 
двумерного движения вязкой несжимаемой микрополярной 
жидкости с точки зрения общей теории характеристик [4,5], 
описываемого следующими матрицами силовых и моментных 
напряжений: 
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Здесь для конкретности предполагаем, что движение проис-

ходит в плоскости 0x3 = , а потому: 
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В формулах (1) 21 v,v  - составляющие вектора скорости, 

3ω  - составляющая вектора скорости микровращения, λ,µ - 

объёмная и сдвиговая вязкости, γ - коэффициент "сцепления" 

частицы со своим окружением, τ,θ - коэффициенты враща-

тельной вязкости, р - давление. 
Подставим (1) в уравнения поступательного и вращатель-

ного движения микрополярной среды: 
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Считая, что жидкость является несжимаемой (ρ=const) и 
движения происходят с малыми скоростями, получим из (1)-
(2): 
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где 2
2

2

2
1

2

xx ∂
∂

∂
∂∆ += , j - мера инерции вращения, ρ - плот-

ность, 21 X,X  - массовые силы, 3Y  - массовый момент. 

Будем считать, что p,,v,v 321 ω  являются непрерыв-

ными функциями, а их первые частные производные испыты-

вают на поверхности ( ) constx,x,tZ 21 =  сильные раз-

рывы (разрывы первого рода), удовлетворяющие кинематиче-
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