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ПРИБЛИЖЕННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ХЕМОСТАТА С 
ВЗАИМОЗАМЕНЯЕМЫМИ СУБСТРАТАМИ 

 
Введение. Рассмотрим модель, которая описывает процесс ро-

ста микроорганизма в хемостате [1]. Базовая модель роста популя-
ций в хемостате, которая основывается на кинетике Моно, описыва-
ется безразмерной системой 

( ) 1 2
0 1 2

1 2

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ) ( )

( )( ) ( ),  ( 1,2),
( )

i
i i

i

m s t m s ts t s s t D x t x t
a s t a s t

m s t
x t D x t i

a s t

ì = - - -ï + +ï
í

æ öï = - =ç ÷ï +è øî

&

&
(1) 

где параметр D  называется скоростью разбавления, он имеет размер-
ность обратного времени; функция ( )s t  обозначает плотность пита-

тельного субстрата; функции 1 2( ), ( )x t x t  – плотности микроорга-
низмов в момент времени t ; 0s  – концентрация субстрата в питатель-
ном растворе на входе (начальная концентрация); параметры 

( 1,2)ia i =  – константы Михаэлиса-Метен; величины ( 1,2)im i =  
обозначают максимальные скорости роста i -го микроорганизма. 

Модель хемостата с двумя питательными субстратами и 
одним микроорганизмом. Рассмотрим модель хемостата, в кото-
рой осуществляется рост одного микроорганизма, питающегося дву-
мя субстратами. Такая модель описывается системой дифференци-
альных уравнений [2]: 
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с заданными начальными условиями 
 1 10 2 20 0(0) 0, (0) 0, (0) 0,s s s s x x= ³ = ³ = ³  (3) 
где ( 1,2)iy i =  – коэффициенты экономичности использования 
субстрата, показывающие, какая доля i -го субстрата идет на увели-
чение биомассы микроорганизма на единицу потребляемого ресурса. 

В работе [4] было показано, что система (2), (3) может быть пе-
реписана в виде 
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Решение первых двух уравнений системы (4) имеет вид 
 1 1

DtС e-=å , 2 2
DtС e-=å , (5) 

где 1 2,С С  – произвольные постоянные. Подставив соотношения 
(5) в третье уравнение системы (4), получим уравнение 
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В работах [5, 6] система (4) исследовалась для случая, когда 
0t ® . Тогда 

 1 20, 0® ®å å , (7) 
и третье уравнение системы (4) принимает вид 
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Также из условий (7) и (4) следуют соотношения  

 0 0
1 2

1 2

,x xC C
y y

= - = - , (9) 

которые были получены в работе [7]. 
Рассмотрим взаимозаменяемый механизм взаимодействия суб-

стратов [2, 3], при котором  
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Величины 1 2, ,D m m  и 1 2,a a  в соотношении (10) являются 
биологическими параметрами и принимают действительными поло-
жительные значения [1, 4]. Тогда уравнение (6) примет вид 
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В работе [7] были введены коэффициентные условия вида 
 ( ) ( )2 2 20 1 1 10y a s y a s+ = + , 
 1 2D m m= + , 2 2 1 1C y C y= , (12) 
при выполнении которых, уравнение (11) интегрируется в специаль-
ных функциях. 

Для дифференциального уравнения (11) применим метод малого 
параметра [8, 10]. Представим искомую функцию ( )x t  в виде ряда по 
степеням параметра m , который называют малым параметром: 

2
0 1 2 ...x x x x= + m + m + , 

где 0x  – решение уравнения нулевого приближения (последнее 
получают из исходного, полагая, что все нелинейные члены в исход-
ном уравнении отсутствуют); 1x  – решение уравнения первой по-
правки, которая учитывает влияние нелинейных членов в первом 
приближении; 2x  – решение уравнения второй поправки и т. д. [8]. 

Для дифференциального уравнения (11) в качестве малого па-
раметра выберем параметр D . Целесообразность такого выбора 
можно обосновать результатами предыдущих исследований [4, 9], 
где приведены примеры построения решений системы (2) для кон-
кретных значений ее параметров. При этом значение параметра D  
существенно более малое, чем остальные параметры системы (2). 

Найдем решение уравнения (11) методом малого параметра при  
 0(0)x = j . (13) 
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Представим решение уравнения (11) в виде ряда по степеням D : 
 2

0 1 2 ...x x D x D x= + + + . (14) 
Подставим (14) в (11): 
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Разложим правую часть последнего равенства в ряд Тейлора по 
степеням параметра D  и, приравняв члены левой и правой частей 
его при одинаковых степенях D , получим равенства: 
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Дифференциальное уравнение (15) – уравнение нулевого при-
ближения; уравнение (16) первой поправки. Вид уравнения второй 
поправки приведен в [10]. Уравнение (15) является дифференциаль-
ным уравнением с разделяющимися переменными, его общее ре-
шение имеет вид (17). 

Уравнение (16) и последующие, которые получены аналогичным 
образом, являются линейными неоднородными дифференциальны-
ми уравнениями первого порядка относительно неизвестных функ-
ций 1 2( ), ( )x t x t  и т. д. соответственно. Таким образом, решение 
(14) уравнения (11), разложенное по степеням параметра D , можно 
найти с любой заданной степенью точности. 

Рассмотрим, например, набор значений параметров 
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и начальное условие (13). 
Используя СКА Mathematica, для значений параметров (18) и 

0 1j =  в работе [10] найдены решения уравнения (15) в виде  
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где Root-объект в СКА Mathematica является неявным представле-
нием корней в случаях, когда явных формул для решения алгебраи-
ческого уравнения нет [10, 11].  

Уравнение (16) для значений (18) и 0 1j =  примет вид  
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Интегрируя полученное линейное уравнение относительно 
функции ( )1x t , при начальном условии ( )0 0x = , получим вид 

коэффициента 1x  в разложении (14) 
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Так как функция ( )0x t  определена как Root-объект (24), по-
этому возникают трудности в представлении в явном виде функции 

( )1x t . В СКА Mathematica определим специальные функции, кото-

рые позволят вычислять значения функции ( )1x t  и строить ее 
графики. Для простоты вычислений предварительно разложим 
функцию ( )0x t  вида (24) в ряд в окрестности точки 0t = . 
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В данном примере рассмотрим приближение второго порядка. 
Приведем код в системе Mathematica для функции (25): 
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где 1C  – произвольная постоянная, 
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В результате, функция ( )1x t  примет вид 

 [ ] [ ] [ ]1 , 1x t Exp Integrate f t t q té ùé ù® ë ûë û . (21) 

Подставляя найденные функции ( )0x t  и ( )1x t  вида (24) и 

(26) в равенство (14) при 1
3

D = , получим приближенное решение 

уравнения (11) для значений параметров (18) и начальном условии 
0 1j = . 

Найдем в системе Mathematica решение задачи Коши (11), 

( )0 1x =  для значений параметров (18) и 1
3

D =  численными 

методами. 
На рисунке 1 изображены графики функции ( )x t , найденные 

методом малого параметра (сплошная линия) и численными мето-
дами (пунктирная линия). 
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Рисунок 1 – Графики функции ( )x t , найденные методом малого 

параметра (сплошная линия) и численными методами 
(пунктирная линия) 

 
Рисунок 2 – Графики функций для численных решений задачи 

Коши (11), ( )0 1x =  
 

Подход, рассмотренный выше, является отличным от тех, кото-
рые были рассмотрены ранее в работах [4, 5, 12]. Это связано с тем, 
что с увеличением значения параметра D  меняется поведение 
функции ( )x t  в окресности точки 0t = . Рассмотрим, например, 

численные решения задачи Коши (11), ( )0 1x =  для значений 

параметров (18) и различных значений 1 1, ,1,3
10 3

D ì ü= í ý
î þ

. Гра-

фики этих решений приведены на рисунке 2.  
Таким образом, приведен компьютерный способ реализации 

описанного метода малого параметра для конкретных значений ко-
эффициентов хемостат-модели (18). 

Заключение. Для модели хемостата, содержащей два субстрата 
и один микроорганизм, в которой субстраты взаимозаменяемы, при-
менен приближенный метод малого параметра до второго прибли-
ження. Показам метод построения приближенного решения для кон-
кретных значений параметров хемостат-модели. Приведен пример 
сравнения найденных приближенных решений и решений, получен-
ных численными методами. Вычисления и визуализация функций 
были проделаны с использованием системы Mathematica.  
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ZASHCHUK A. N., CHERNENKO V. P. Approximate method for solving the chemostat problem with supplementary substrates 

For a chemostat model containing two substrates and one microorganism, in which the substrates are interchangeable, the approximate method of 
a small parameter up to the second approximation is applied. A method for constructing an approximate solution for specific values of the chemostat 
model parameters is shown. An example of comparing the approximate solutions found and the solutions obtained by numerical methods is given. Cal-
culations and visualization of functions were done using the Mathematica system. 
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