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ВВЕДЕНI Е

Среди физико-математических и общете хнических дисциплин, изучаемых и 
высшей школе, ведущее место принадлежит теоретиче< ко \ механике. Наряду с 
математикой и физикой она имеет большое общенауч юс значение: развивает 
логическое мышление студентов и способствует пониманию весьма широкого 
круга явлений, относящихся к простейшей форме дви>::ендя материи -  к меха
ническому движению материальных тел. Теоретичес кая механика является 
научной базой общетехнических и специальных дисциплин [1-13]. В настоящее 
время все отрасли промышленности непрерывно пополняются новыми, более 
совершенными сооружениями, машинами и технологиями и для их освоения 
будущий инженер-специалист по недвижимости должен иметь глубокие знания 
не только по своей основной спецйальності, но и по фундаментальным обще
техническим дисциплинам.

Как показывает опыт, у лиц, изучающих и использующих в своей деятель
ности теоретическую механику, наиболыше затруднения вызывает приложе
ние общих положений теории к решению конкретных задач. Основные трудно
сти состоят в неумении представить коньретные технические задачи в аб
страктной математической форме. Настояцц е методические указания призваны 
оказать помощь в приобретении такого наі ыка, научить студентов самостоя
тельно строить расчетные схемы и решать некоторые общеинженерные задачи.

Задания и методические указания соотве гствуют учебному плану специаль
ности 1-70 02 02 «Экспертиза и управление ^движимостью» и включают в се
бя краткие теоретические сведения, условия заданий дгя выполнения расчетно
графических работ и примеры расчетов.

УКАЗАНИЯ ПО ОФОРМЛЕНИЮ РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКИХ РАБОТ

1. Расчетно-графические работы выполнштся на стандартных лист ах фор
мата А4 (210x297 мм) со штампом 15 мм и указанием н мс рации страниц.

2. Порядок оформления: титульный лист с указанием варианта; задание с 
указанием исходных данных и схем конструкций; тектг )ешения с необходи
мыми пояснениями и схемами; выводы; список литерат/ры.

3. Текстовая часть оформляется в соответствии с требованиями к оформле
нию текстовых документов. Расчеты выполняются в общем виде, в полученные 
выражения подставляются значения входящих в них величин, записывается 
числовой результат с указанием размерности ответа. Все вычисления проводят
ся в десятичных дробях с точностью до трех четырех значащих цифр.

4. Чертежи и схемы выполняются с соблі щением правил графики и масшта
бов стандарта учреждения образования «Брестский государственный техниче
ский университет». Для наглядности и удобства схемы и графики можно вы
полнять на миллиметровой бумаге соответствующего формата. Все рисунки 
(схемы, графики и т. д.) должны быть прон) мерованы, обозначены, упомянуты 
в тексте.
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1 ПРОИЗВОЛЬНАЯ ПЛОСКАЯ СИСТЕМА СИЛ. 
РАВНОВЕСИЕ СИСТЕМ ТЕЛ

1.1 Краткие теоретические сведения
Под произвольной плоской системой сил понимают совокупность сил, рас

положенных в одной плоскости, линии действия которых не пересекаются в 
одной точке.

Разложим силу F на составляющие вдоль 
координатных осей (рисунок 1), т. е.

F = FX + Fy, (1.1)
F = F - T : F = F ■ J;

У У J  *

F = F„ i + Fv- j % единичныеJ> где I ,J  -
вектора (орты) осей координат.

Проекцией вектора силы (в дальнейшем -  
силы) на ось называется скалярная величина, 
равная взятой со знаком «+» или «-» длине 
отрезка, заключенного между проекциями 
начала и конца вектора силы.

При решении задач проекции сил на оси 
получают, умножая ее модуль на косинус 

острого угла между линией действия силы и осью, а знак определяется 
непосредственно из схемы (рисунок 1.2). Проекция силы на ось -  величина 
скалярная.

Различают два случая: а < 90°, а > 90° (при а = 90° проекция силы на ось 
равна нулю).

Рисунок 1.1 -  Определение 
проекций силы на оси координат

Рисунок 1 .2 -  Определение знака проекций силы на оси координат

■ а) угол а  < 90° (рисунок 1.2,а) — Fx =ab = АВХ = F cos а ;
б) угол а > 90° (рисунок 1.2, б) — Fx = АВХ =ab = Fcosa = -F  cos <,о.

* Моментом силы F  относительно точки О на плоскости называется
скалярная величина, равная взятому с соответствующим знаком произведению 
модуля силы F на длину плеча h (рисунок 3):

M0(F) = ±F-h. (1.2)
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Рисунок 1.3 -  Определение момента силы относительно точки

Момент силы имеет знак плюс, если сила сгремится повернуть тело вокруг 
точки О против хода часовой стрелки, и з) ак минус - если по ходу часовой 
стрелки. Если линия действия силы проход it через тс чку, момент силы отно
сительно этой точки равен нулю.

Теорема Варнньона о моменте равнодеі ствующей: Момент равнодейству
ющей R плоской произвольной системы сил относительно точки О, лежащей в 
плоскости действия сил, равен алгебраичесь ой сумме моментов слагаемых сил 
относительно той же точки:

Методами статики любую произвольную плоскую систему сил можно 
значительно упростить, приведя силы к эдному центру приведения О, в 
результате чего в этом центре будет прило: сена сила R , называемая главным 
вектором, и к телу в целом будет приложена пара сил с моментом Мо, 
называемым главным моментом относительно этого центра.

Главный вектор R  равен геометрическо і сумме п гил входящих в данную
систему, а главный момент Мо -  алгебраической сумме моментов сил 
относительно центра приведения, включая і алгебраичес сую сумму моментов 
действующих пар сил:

Численное значение главного вектора определяется по его проекциям на 
координатные оси:

п

(1.3)
*=1

R = ± F k ; A i0 = i , M 0 (Ft ). (1.4)

(1.5)
Л Л
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Направление главного вектора находят по косинусам направляющих углов: 

cos( £ aF) = ^ ,  cos (R,  = (1.6)

где Г, j  -  орты осей Ох и Оу.
Условиями равновесия тела под действием произвольной плоской системы 

сил являются равенство нулю главного вектора и главного момента 
относительно любого центра О:

R = Ои М0 — 0. (1.7)
Эти условия выполняются, если

2 Х = 0 .
*=1

• 2 Х = 0 .  (1.8)
*=1

Уравнения (1) называются основными уравнениями равновесия. 
Существуют еще две формы уравнений равновесия:

ІХ (З Н >jt=i

•2Х (^ )= °’ о-9)
*=i

І Х = 0,
.*=1

'

*=i

. £ m , ( f*)= o, ( 1.10)
*=1

.*=1

В системе уравнений (1.9) ось х не должна быть перпендикулярной к 
прямой, проходящей через центры А и Я, а центры А, В и С  ъ системе (1.10) не 
должны лежать на одной прямой.

Системой тел называется конструкция, состоящая из нескольких твердых 
тел, взаимодействующих между собой благодаря наличию внутренних связей 
(шарнирные связи, стержневые связи и т. д.). Силы, действующие на тела си
стемы, делят на внешние и внутренние. Внешними называются силы, действу-
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ющие на тела механической системы со стороны тел, не принадлежащих этой 
системе. Внутренними называются силы взаимодействия между телами рас- 
сматриваемой системы.

При равновесии системы тел каждое тел ) также находится в равновесии. В 
связи с этим имеется два способа решения задач, связанных с исследованием 
равновесия системы тел.

1. Поскольку каждое тело системы наход атся в равновесии, то составляются 
уравнения равновесия каждого из тел (тогд і уравнения равновесия системы в 
целом могут быть использованы для провері и правила ости решения).

2. Сначала записываются уравнения равновесия системы в целом, а затем 
уравнения равновесия отдельных тел системы (в этом случае нет необходимо
сти в составлении уравнений равновесия по крайней мере одного из тел систе
мы, но они могут быть применены для проверки).

При составлении уравнений равновесия цля всей сі стомы в целом она рас
сматривается как абсолютно твердое тело, і юэтому в : ги уравнения не войдут 
силы взаимодействия между отдельными телами системы. Силы, которыми те
ла системы действуют друг на друга, в соответствии с аксиомой о действии и 
противодействии (третий закон Ньютона), равны по модулю и направлены по 
одной прямой в противоположные сторонь . Если внешняя сила приложена к 
точке контакта исследуемых тел, ее следует піэшладываі ь только к одному из тел 
системы, либо распределить между контакт! рующими елами так, чтобы сохра
нялась величина и направление данной силы Вид и направление реактивных си
ловых факторов соответствует характеру движений, запрещаемых связью.

1.2 Задание к расчетно-графической рs боте «Определение реакций опор 
составной конструкции»

Составная рама состоит из 2-х жестки* частей, шарнирно соединенных 
между собой. С помощью внешних связей (і іарнйрно-неподвйжной, шарнирно
подвижной опор или жесткой заделки) рамг крепится к неподвижному основа
нию. Рама загружена сосредоточенными сиs ами и F,, равномерно распреде
ленной нагрузкой интенсивностью q и парой сил с моментом М .

Требуется:
1) определить реакции внешних связей pi мы;
2) определить давление в промежуточном шарнире;
3) проверить правильность решения.
Исходные данные для расчета принять согласно cxei iaiv (рисунок 1.4).
Числовые данные к расчету составных рам:
Pi = 30 кН, Р2 = 20 кН, <7=10 кН/м, М  = 15 кН м.
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Рисунок 1,4 -  Схемы составных конструкций
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1.3 Пример расчета составной конструкции
Конструкция состоит из жесткого угольника и стержня, которые в точке 

С соединены шарнирно (рисунок 1.5). Внешними связями, наложенными на 
конструкцию, являются шарнирно-неподвижные опоры в гонках А и В. На кон
струкцию действуют: пара сил с моментом М = 40 кНм, равномерно распреде
ленная нагрузка интенсивности q = 20 кН/м и две силы: сцла F{, приложенная в 
точке Я  под углом си = 60° к горизонтальной оси и сила F2, приложенная в точке 
К под углом он = 30° к горизонтальной оси. Определить реакции связей в точках 
А, В, С, вызванные заданными нагрузками. При расчетах принять а = 0,5 м.
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Рисунок 1.5 -  Исходная схема

Дано: М = 40 кНм, q = 20 кН/м, а = 0,5 м. F= 40 кН, аі = 60°, F2= 20 кН, 
а 2= 30°.

Определить: реакции в точках А, В, С, вы данные заданными нагрузками. 

Решение:
1. Для определения реакций расчленим систему в точке С и рассмотрим 

сначала равновесие угольника ЛЕС (pi сунок 1.6).

/[у
_ За

Q 5(1
хс £ . > ( ' - О .

,Г
“ С 7 ------------]

м  „
'П

<3
<N

А
к ?
Л —

Рисунок 1 .6 - Расчетная ext чаугольник ЛЕС

Проведем координатные оси ху и изобразим действующие на угольник 
силы: силу Fly пару сил с моментом М, равномерно распределенную нагрузку 
интенсивности q, которую заменяем силой (\  приложенной в середине участка 
(численно Q = q • За = 20 • 1,5 = 30 к Н , состав іяюіцйе реакции Х с, 7С шарнира С 
и составляющие X А, УЛ реакции шарнира А.

Для полученной произвольной плось ой системы сил составим три 
уравнения равновесия:

12



X  Fkt = 0;ХА + ^  cos 60° + A'c = О,
5 X  = 0; -  F, sin 60°+Ya -Q + Y c = 0,
Y ,m a(Fk) = 0; -  Fx • cos60° • 2a + M  + Q ■ 6,5a -  Yc ■ Sa - X c • 5a = 0.

( 1.11)

( 1.12)

(1.13)

2. Теперь рассмотрим равновесие стержня ВС (рисунок 1.7). На него
действуют сила давления угольника АЕС в виде составляющих

_  _  / _
Х с ,YC (Х с = -X c,Yc =-Yc ) направленных противоположно^, Ус, и 
составляющие Х в> Yg реакции шарнира В, сила F2.

Для этой плоской системы сил составим три независимых уравнения 
равновесия:

^ F te= 0 ,- ^ C' - F 2cos300 + Xs =0, (1.14)

1 Х =0’- ус + ^ 8 т 3 0 °  + У,=0, (1.15)

£ m „(Fj) = о, -  Х(! ■ 6а ■ sin60°-  Y(! ■ 6а • cos60°-  Рг ■ cos(i0o • 2<j = 0. (1.16)

Решаем систему уравнений (1.13), (1.16):

[]ГМ Д /^) = 0 ,-^  * cos60° • 2а + М + Q • 6,5д-  Yc • 8а - Х с * = 0,

[ ^ М в( ^ )  = 0, - Х с 6n-sin60°-yc 6д-cos60o- F 2 -cps60o*2a = 0,
J-40-0 ,5 H + 40 + 30-6,5- 0 , 5 - ^ - 4 - 2 ^ -2,5 = 0,
{ -2ГС -3-sin60°-7c -3-cos60°-20-0,5-1 = 0,
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{;
Yc -4 + ^ - 2 , 5  = -40 • 0,5 • 1 + 40 -f 30 -6,5 0,5 = 117,5, 
2,6ЛГС + 1,5І'С = - 10,

117 S — ? S Y
Yc = -  - -  4- ’ -c = 29,375-0,625*c,= 29,375-0,625ЛГС,

2,6XC + 1,5 • (29,375 -  0,6252fc ) = -10, 
1,6625 X c = -10 -  44,0625 = -54,0625,

Yc = 29,375 + 0,625 • 32,52 = 49,7 kH.
Из уравнения (1.15) определяем YB\
YB = YC - F 2-0>5 = 49,7-10 = 39,7 кН.
Из уравнения (1.14) определяем X в:
Х в = Х с + F2 • cos30° = -32,52 + 20 • 0,866 = - 15,2 кН.
Из уравнения (1.11) определяем X А:
X A= -X c - F r  cos60° = 32,52- 40• 0,5 = 1 »,52 кН.
Из уравнения (1.12) определяем YA:
Ya = -Yc + F{ -0,866 + 0  = -49,7 + 40 • 0,866 + 30 = 14,94 кН.
Для проверки найденных реакций составим уравнение моментов 

относительно точки С для всей системы (рис унок 1.8).

ув/к

В \  х в

М

А
Рисунок 1.8 -  Расчетная схема ,Ш всей конструкции
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£ м с = 0; X A-5a+YA-Sa + F^ cos60° • За -  Ту sin 60° • 8а + Af -  £М,5а +
+F2 -cos60° -4a -  X b -6a - sin60° -  YB -6a -cos60° = 12,52-2,5 + 14,94-4 +

+40 -0,5-1,5-40- sin 60° -4 + 40-30-0,75 + 20- cos60° -2 + 15,2-3- sin 60° -
-39,7 • 3 • cos 60° = 220,55 -  220,61 = -0,06 * 0.

Погрешность расчета:

e -  2°2^ -5 -100 % = 0,03 % < 5 %, что допустимо.

Окончательно: Х А =12,52 кН, YA = 14,94 кН, Х с = -32,52 кН, Ус = 49,7 кН,
Х в = -15,2 кН, YB = 39,7 кН. Знак «минус» указывает, что силы Х в, Х с 
направлены противоположно показанным на рисунках 1.6- 1.8.

2 ЦЕНТР ТЯЖЕСТИ
2.1 Краткие теоретические сведения
На каждую к-ю частицу тела, находящегося вблизи земной поверхности, 

действует направленная вертикально вниз сила Рк, которая называется силой 
тяжести. В однородном поле силы тяжести эти силы можно считать параллель
ными друг другу. Тогда модуль равнодействующей Р параллельных сил тяже
сти Рк, т. е. вес тела, равен:

Р = ^ Р к . (2.1)
*=1

Линия действия равнодействующей Р при любых положениях тела будет 
проходить через одну и ту же точку С, которая называется центром тяжести те
ла. Таким образом, центром тяжести твердого тела назыраетс* неизменно свя
занная с этим телом точка, через которую проходит линця действия равнодей
ствующей сил тяжести отдельных его частиц при любом полоя^нии тела в про
странстве.

Координаты центра тяжести тела как центра параллельных рил определяют
ся по формулам:

І рл  X X z*
хс — ’ У с =ЛЛ-^ — > г с = Ш у - -  (2-2)

Координаты центра тяжести объемного тела постояннрй плотности находят
ся по формулам:

і ул  І К у*
----- . Ус=—п------. ^ = - ^ ----- , (2.3)

IX IX хКк=1 *=1 *=1

где хк, ук, zk -  координаты центров тяжести элементарных частей, Ук -  объ
ем k-й части.
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Если тело представляет собой однородную пластину постоянной толщины, 
то координаты ее центра тяжести:

Е л -
*=іл
Е л

Ус= —
Е л л  Е л * *

-. zc ~ J—„------ .
Е л Ел

(2.4)

где Ак -  площадь k-го элемента.
Сумма произведений элементарных плоі хадей, входящих в состав площади 

фигуры, на алгебраические значения их рас стояний до некоторой оси, называ
ются статическим моментом площади плоский фигуры относительно этой оси:

Л = £ л л >  Sv- .± A kxk . (2.5)
*=1 к = \

Для стержневых конструкций, образованных стери ня ли одинаковой плот
ности и постоянного поперечного сечения, юординаты це тгра тяжести опреде
ляются по формулам:

Е 7*-* Е ^ л  E /z «
хс =—„---- . У с -----< zc-~^7,---- . (2.6)

Е'* il> Е'**=і *=і *=і
где 1к -  длина элемента линии.
Способы определения центров тяжести т< л:
1. Метод симметрии. У однородного т« ла, имеющего плоскость, ось или 

центр симметрии, центр тяжести находится ^ответственно в плоскости, на оси 
или в центре симметрии.

2. Метод разбиения на части. Если тело имеет сло;кную форму, его разби
вают на части, положения центров тяжесть которых известны (формулы для 
расчета площадей и координат центров тяж* сти некоторых плоских фигур при
ведены в таблице 2.1). В таком случае положения центров тяжести тела опреде
ляют с использованием приведенных выше формул.

3. Метод отрицательных площадей (масс'. При нахождении положения цен
тра тяжести тела, имеющего вырезы, полос ги, отверстия и т. п., используется 
метод разбиения на части, причем считается, что полости имеют отрицатель
ный вес, т. е. их площади, объемы, массы пр шимаются отрицательными.

2.2 Задание к выполнению расчетно-гра* шческой работы «Центр тлжести»
Найти координаты центра тяжести объемной фигуры (варианты 1,9, 15, 17, 27), 

плоской фигуры (варианты 2-7, 10, 12, 13, 18, 19, 21- 24. 26, 28, 29), плоской 
фермы, составленной из тонких однородные стержней одинакового погонного 
веса (варианты 7, И, 16, 20, 25, 30). Схемы принимав>тся по рисунку 2.1. 
Все размеры для объемной и плоской фигур на рисунке 2.1 даны в сантиметрах, 
для плоской фермы -  в метрах.
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Рисунок 2.1 -  Схемы для определения положения центра тяжести
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Продолжение рисунка 2.1

t 12— 4Q. . J m20
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Продолжение рисунка 2.1
І 21
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2.3 Пример расчета
Определить координаты центра тяжести составного сечения, приведенного 

на рисунке 2.2. Размеры указаны в сантиметрах.

Рисунок 2 .2 -  Схем. сечения

Решение:
1. Для решения задачи используем методы разбиения на части и отрица

тельных масс. Разбиваем фигуру на три nj остых элемента: прямоугольник 1 
размерами 20*30 см; прямоугольный равноб щренный треугольник 2 с катетами 
30 см; полукруг 3 (вырез) радиуса R = 10 с i. Вводим систему координат ху с 
началом в точке О.

2. Определяем площади Ак и координат л хк;ук центров тяжести СрС2;С3 
составных элементов.

Прямоугольник 1:
А, =20-30 = 600 см2; 
хх = 40 см; 
ух = 15 см;

Треугольник 2:
„ 30-30 2А2 =------- = 450с\ ;

х2 = — -30 = 20 см;

у2 = — -30 = 20 см; ^  3

Полукруг 3:

A, =-0,5-3,14-102 =

= -15" см'; 
х3 = 4( см;

4 R 4 Юу, = ------= --------- = 4,246 см.
3 3 п 3 3,14

3. Находим статические моменты площа/ и с ечения < тносительно осей х,у: 
Sx = А,у, + А2у2 + А3у3 = 600 • 15 + 450 • 20 - 157 • 4,246 = 17333 см3;

= А,х, + А2х2 + А3хз  = 600 • 40 + 450 • 20 -  157 • 40 = 24720 см3;
Площадь сечения:
А = А, + А2 + А} =600 + 450 + (-157) = 893 ;м2.

20



4. С использованием формулы (2.4) находим координаты центра тяжести:

*с А
24720

893
17333
193

= 27,68 см;

= 19,41 см.

Наносим центр тяжести на чертеж (рисунок 2.3).

Рисунок 2.3 -  Расчетная схема с указанием центра тяжести
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3 ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ КИ НЕТИЧЕС КОЙ ЭНЕРГИИ 
МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

3.1 Краткие теоретические сведения
Кинетическая энергия -  скалярная мера механического движения матери

альных тел. Кинетическая энергия материглыюй точки -  скалярная положи
тельная величина, равная половине произв здения массы точки на квадрат ее

mv1скорости, т. е. Т = -у —.

Кинетическая энергия механической системы -  сумма кинетических энер
гий всех материальных точек этой системы:

Т =
m,v. m v  г ч )+ ...+ -2-в- = у . .  

2 ^
ук

2
(3.1)

2 2 ,
Кинетическая энергия системы, состояще й из п связанных между собой тел, 

равна сумме кинетических энергий всех тел • той системы:

(3.2)

На основании теоремы Кёнига кинетичес сая энергии произвольной механи
ческой системы определяется по формуле

т -М А
2

к vkr

2 t f  2
(3.3)

где М -  масса всей системы, vc -  скорость центра ь асе, тк -  масса k-й точ
ки системы; -  относительная скорость k-й точки при движении её вокруг 
центра масс (т. е. v* = vc + у*,).

Кинетическая энергия твердого тела при различных видах движения твердо
го тела:

1. Поступательное движение:

Т Mv2
2

(3.4)

2. Вращение тела вокруг неподвижной ос г.

l£L .
2

Т = - (3.5)

где / г -  момент инерции тела относительно оси вращения, со -  угловая 
скорость вращения.

3. Плоскопараллельное движение:

Т =
Му2

2
+ (3.6)

где / а  -  момент инерции тела относите чьно оси, проходящей через центр 
масс перпендикулярно плоскости движения ела.

Мерой действия силы при превращении механического движения в другую
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форму движения является работа силы.
Работа постоянной по модулю и направлению силы F на прямолинейном 

перемещении s ее точки приложения равна
a (f ) = F -I  = F • s • cos^F * = F • s • cosa . (3.7)

Если угол а  острый, то работа силы положительна, если тупой -  отрица
тельна. Если направления силы и перемещения совпадают (а = 0 ) , то A = F s , 
если направление силы перпендикулярно направлению перемещения (а  = 90°), 
то А -  0. Если направление силы противоположно направлению перемещения 
(а = 180°), то A - - F s  .

Элементарная работа силы F  на перемещении точки из одного положения в 
другое по криволинейной траектории:

SA = F-6s-  cos(F,A v ), (3.8)

где 8s -  пройденный точкой элементарный путь; cos^F,Avj -  косинус угла
между векторами силы F и скорости v .

В случае переменной силы определяется элементарна# рабцта на малом пе
ремещении. Суммирование элементарных работ позволяет определить работу 
силы на конечном перемещении:

8A = F -S s , A = \ f Ss . (3.9)

Работа момента:

А ( м ) = ‘\ма<р. (зло)
<Ро

Если действующие силы и момент постоянны, то вышеприведённые форму
лы принимают вид:

A (f ) = F -J , А(М) = М-<р. (3.11)
При качении тел по поверхностям возникает момент сопротивления каче

нию, который определяется по формуле '
Mmnp = N -8 ,  (3.12)

где N -  нормальная реакция поверхности, S -  коэффициент 'фения качения.
Работа момента сопротивления качению всегда отрицательно:

А(Мтпр) = - М апр-<р. (3.13)
1. Теорема об изменении кинетической энергии механической системы в

дифференциальной форме: Дифференциал от кинетическрй энергии механиче
ской системы равен сумме элементарных работ внешних и внутренних сил, 
действующих на систему.

dT = dAe + dAl . (3.14)
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Разделим (3.14) на dt:
dT___cLT_ -,1А_
dt dt dt (3.15)

dAK j.re dA‘ , r/где —— = 7V -  мощность внешних сил: ----= N -- мощность внутренних
dt dt ^

сил. Тогда
dT
dt

= N e+ У'. (3.16)

2. Теорема в интегральной (конечной) форме: Изменение кинетической 
энергии механической системы на некотором перемещении равно сумме работ 
внешних и внутренних сил, приложенных i системе, на соответствующих пе
ремещениях точек их приложения:

(3.17)
АЛ А -1 АЛ АЛ

Для систем, состоящих из абсолютно твердых тел, соединенных нерастяжи-
п

мыми нитями и стержнями, ^ А 'к =0 и (3.17) примет в  ̂д:

T -T 0 = Z Al- (3.18)

3.2 Задание к расчетно-графической работе «Применение теоремы об 
изменении кинетической энергии к изучению движения механической 
системы»

Механическая система под действием си i тяжести лриходит в движение из 
состояния покоя; начальное положение с істемы по сазано на рисунке 3.1. 
Учитывая трение скольжения тела 1 и сопротивление качению тела 3, пре
небрегая другими силами сопротивления п массами нитей, предполагаемых 
нерастяжимыми, определить скорость тел а 1 в тот момент, когда пройден
ный им путь станет равным s. В задании приняты следующие обозначения: 
mi, m2, m3, пи -  массы тел 1, 2, 3, 4; R? п  -  радиусы больших и малых 
окружностей; р2,р 3 -  радиусы инерции ел 2 и 3 относительно горизон
тальных осей, проходящих через их центры масс; а ,р  -  углы наклона 
плоскостей к горизонту; / -  коэффициент грения скольжения; 8 -  коэффи
циент трения качения. Наклонные участки нитей параллельны соответству
ющим наклонным плоскостям.

Схемы приведены на рисунке 3.1, числовые данные для расчетов -  в таб
лице 3.1.
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Рисунок ЗА -  Схемы заданий по вариантам
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Продолжение рисунка 3.1
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Таблица 3 .1 - Числовые данные

№
вари
анта

mi m2 тз т4 R2 Яз Рг Рз «  ! р
/

8 S
Примечание

кг см град СМ см
1 т 2т Зт - - 30 - 20 30 - 0,12 0,25 1,5
2 т т/2 2т 6т 30 20 10 15 30 - 0,18 0,24 1
3 т 2т т - 20 25 18 - 60 - 0,32 - 0,28л Массой водила пренебречь
4 т 3 т т - 35 15 32 - 60 - 0,15 - 0,2л Массой водила пренебречь
5 т т/2 т! 5 - - 30 - 20 30 45 0,23 0,20 1,8
6 т т/А т/А т/5 - - - - 60 - 0,15 - 3
7 т 2т т/5 Ат/3 - - - - - 60 0,10 - 2
8 т т/2 5т Ат - 25 - - - - - 0,20 2 Массы всех колес 3 одинаковы
9 т 2т 2т - 16 25 14 - 30 - - 0,25 1
10 т 2т 5т 2т 30 20 26 - 30 - - 0.24 2
11 т т/2 т/10 - 26 - 20 14 30 60 0,24 0,22 2,2
12 т 3 т т - - 28 - - 30 45 0,20 0,28 1,5
13 1 т т/3 т/10 т 14 - 20 - 60 - 0,15 - 1,5
14 т т/2 т/3 - - 30 - - 30 45 0,15 0,20 1,75
1 Г лЛО 1 е А 1 Г 2
16 т т /2 т/А - - 30 25 30 45 0.17 0,20 1 0.25



Продолжение таблицы 3.1
№

вари
анта

mi m2 тз т4 Лз Р2 Рз сх в
/

8 S
Примечание

кг см град СМ см
17 т т 2т - 20 10 16 - 30 45 0,20 0,32 1,2
18 т т/4 т/8 - - 35 - - 15 30 0,20 0,25 2,2
19 т т/2 4т т/2 20 15 18 - 60 - - 0,25 2,5
20 т т/2 т/6 т/10 14 - 18 12 45 - - 0,18 и
21 т т т/10 т 20 - 16 - 30 - 0,15 - 1
22 т т/3 т/4 - 16 20 - - - - - - 0,04л Массой водила пренебречь
23 т ш/20 т/5 т/4 24 - 10 24 - - - 0,26 2
24 т т/2 т/5 т 30 - 20 - 30 - 0,20 - 2,5
25 т т/ 10 т/20 т/10 10 12 - - - - - - 0,05л Массой водила пренебречь
26 т m 8т т/2 20 20 16 - 30 - - 0,2 2
27 т т/2 2т/5 2т 26 20 20 16 30 - 0,12 - 2
28 т т/4 т/10 т/20 18 - 22 16 30 - - 0,22 1,4
29 т т/2 т/4 - 20 10 - - 60 - 0,17 - 0,1л Массой водила пренебречь
30 т т/8 т/20 т/10 28 - 14 24 45 - 0,18 0?30 2,1



3.3 Пример расчета
Механическая система (рисунок 3.2) сос тоит из грузе в 1 и 2, ступенчатого 

шкива 3 с радиусами ступеней Ry = 0,3 л*, г3 = 0,1 м л радиусом инерции 
относительно оси вращения /?3=0,2л(, блока 4 ра; иуса Л4=0,2л* и катка 
(неподвижного блока) 5; тело 5 считать сплошным однородным цилиндром, а 
массу блока 4 -  равномерно распределенной по ободу. Коэффициент трения 
грузов о плоскость / =  0,1. Тела системы соединены друг с другом нитями, 
перекинутыми через блоки и намотанными на шкив 3 (или на шкив и каток); 
участки нитей параллельны соответствую! щи плоскостям. К одному из тел 
прикреплена пружина с коэффициентом жесткости с. Под действием силы 
F = f ( s ) ,  зависящей от перемещения s точки ее приложения, система приходит в 
движение из состояния покоя; деформация пружины в момент начала движения 
равна нулю. При движении на шкив 3 дейс вует момент сил сопротивления (от 
трения в подшипниках). Учитывая сопротивление качению тела 5, определить 
значение скорости груза в тот момент времени, когда перемещение s станет 
равным si = 0,2 м. Все катки, включая л обмотанные нитями, катятся по 
плоскостям без скольжения.

Рисунок 3.2 -  Исходная схема

pi
Дано: Wj = 5 кг, т2 = 1 кг, тъ = 4 кг, т4 = 1 ь г, т5 = 6 кг. с = 240 —, М  = 1,2 Н • м,

м
F = 40(9 + 4s) Н, R3 =0,3 м, г3 =0,1 м, р3 = 3,2 м, R4 =0,2 м, R5 =0,1 м, /  = 0,1, 
S = 0,2 см, 5, = 0,2 м.
Найти: Vj в тот момент времени, когда s ■~sl .

Решение:
1. Рассмотрим движение неизменяемой п еханической системы, состоящей из 

весомых тел 1, 2, 3, 4, 5, соединенных ни ями (рисунок 3.3). Изобразим дей
ствующие на систему внешние силы: актив іые F, Р{, Р2, Р3, Р4, Р5, реак
ции Nv М2, N), N 4i Ns, силы трения FxMp, Fsmp, момент сил сопротивления
М  и момент трения Мтр.
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Так как система состоит из абсолютно твердых тел, соединенных нерастяжи
мыми нитями, для определения воспользуемся теоремой об изменении кине
тической энергии системы (3.18).

t - t0=y , a; . (3.19)

2.0пределяем Т и Г0. Так как в начальный момент времени система находи
лась в покое, то Т0 = 0. Величина Т равна сумме энергий всех тел системы:

Т = Т{ + Т2 + Тъ + Т4 + Т5. (3.20)
Учитывая, что тела 1 и 2 движутся поступательно, тело 5 -  плоскопараллель

но, а тела 3 и 4 вращаются вокруг неподвижной оси, получим:

Т\ = - ^ 1 2 2 W2V2 9 Тъ -  2  “  2 ^  ”  2 m5Vc5 + 2 ̂ csC°5 '
Все входящие в (3) скорости выразим через vr  Для этогр предварительно 

заметим, что:
V1 VD гл с  VC5 л  с  V1

л1 _  VC5 _  1 V1 v  _ Л) n  _ 1 V . D> V2 -^з^з ~~Z~~Ky2 Г, 2 r,

(3.22)

' 3 *  ' 3 ^  f 3
Кроме того, входящие в (3) моменты инерции имеют значения

Л = т 3р32, /4 = т 4Л42, / 5 (3.23)

Подставив все величины (4) и (5) в равенства (3), а затем, используя равен-
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стьо (2), получим окончательно:

Т — ~̂ m\v\ + ~̂ m2v2 ^ ъ Щ  +~2̂ лС0* ^с ' *~2^cs °5 = W‘V| +

+ -т 2- - ^ - Л}
2 4 2 У

1 2 
+ - - тъРг ■

\ 2 ri J
+ — • miR 2i

{  \  

4 ^ 4  J

+ ̂ w5'(°>5v,)2 +

0,5—
R<

\2

V,
т

■5 J

(  о iV  o s 2 ^
5 + 1- 0 , 5 - -  +4-0,22 - - 4 + 1  + 6-1),25 + 6-0,5-0,52

1 0,1 J 0,12
= 14,5v2. (3.24)

3. Теперь найдем сумму работ всех действующих внешних сил при переме
щении, которое будет иметь система , когд« груз 1 пре йдет путь sx =0,2 м. Од
новременно все перемещения выразим чер;з заданную величину sl9 для чего 
учтем, что здесь зависимости между перемещениями будут такими же, как и 
между соответствующими скоростями. В результате получим:

Vi=t R ; Sci=ViRi = 2Ri Ri = Si ' 9 i= t =2h ’ S =X' =VA=  ̂ Л’3' (3-24)
Работы внешних сил:

^ ( f ) = |4 0 -(9  + 4 ^  = 40-(95, + 2s,2) = 4 )-(9 -0 ,2 + :.-0 22) = 75,2 Дж;
0

Л (^) = /р5, -sin60o = 50-sin60°-0,2 = 8,66 Дж;
A (F ”p) = -F xmp • i, = - /  • />cos 60° • j , = -0,1 • 50 • cos 60° • 0,2 = -0,5 Дж;

A (pA  = -P,s, -sin45° = - F  -sin45°- — -Л. = -1 0 -s in 4 5 ° - -^ --0 ,3 = -2 ,12 Дж; \ 2) 2 2 г 2r3 2-0,1

A{F* ) = -F 2P -s2= - f - P 2 cos45° -s2= -J  P2 cos45° R, =
2r3

= -0 ,1 • 10-COS450- - ^ - 0 , 3  = -0 ,21 Дж;2 - 0,1
A(M)  = -M  -<p,=-M • — = -1 ,2 - -^ - -=  -1,2 Дж;

V ’ Yl 2 r3 2-0,1

A (Л/ ) = —Л/ * (p, = N, * S • ——̂ — Pt - 5 - —- — 60 • 0,002 * — — = 0,12 Дж;V mp) »P vs 5 2R 5 2/* 2-0,1

4^)=f(V-V)=-§V=-f
Л2

± R
2rs

240 Г 0,2 \2

2 - 0,1
•0,3

— 10,8 Дж; t. к. До = 0 -  по условию, Я, = s2.
Работы остальных сил равны нулю, т. к. точки, где приложены силы W4, N3, 

неподвижны; реакция N2iNltN5 перпендикулярна перемещению грузов 2, 1 и 5 
соответственно.

При найденных значениях перемещении для суммы вычисленных работ пэ-
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лучим:
=75,2 + 8 ,66 -0 ,5 -2 ,12 -0 ,21 -1 ,2 -0 ,12 -10 ,8  = 73,15 Нм.

Подставляя выражения (6) и (7) в уравнение (1) и учитывая, что ТО = 
дем к равенству :

14,5v,2 = 73,15; отсюда v, 73,15
14,5

= 2,25 м/с.

, при-
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