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ВВЕДЕНИЕ

Выполнение расчетно-графических работ, их оформление и защита являют
ся элементами самостоятельной работы студентов и призваны помочь им 
в усвоении соответствующего раздела курса. Перед выполнением работы необ
ходимо изучить теоретический материал, проработать с помощью учебников 
и пособий практические способы решения задач по данной теме, проверить 
усвоение материала с помощью ответов на контрольные вопросы, научиться на 
конкретных примерах применять имеющиеся методики решения и выбирать 
оптимальные из них.

При защите расчетно-графической работы необходимо ответить на кон
трольные вопросы, связанные с ее выполнением, и решить соответствующие 
задачи по ее тематике.Задания и методические указания соответствуют учеб
ному плану специальности 1 -  53 01 01 «Автоматизация технологических про
цессов и производств» и включают краткие теоретические сведения, условия 
задания для выполнения расчетно-графических работ и примеры расчетов.
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УКАЗАНИЯ ПО ОФОРМЛЕНИЮ РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКИХ РАБОТ

1. Расчетно-графические работы выполняются на стандартных листах фор
мата А4 (210x297 мм) со штампом 15 мм и указанием нумерации страниц.

2. Порядок оформления: титульный лист с указанием варианта, задание 
с указанием исходных данных и схем конструкций; текст решения с необходи
мыми пояснениями и схемами; выводы; перечень литературы.

3. Чертежи и схемы выполняются с соблюдением правил графики и масшта
бов стандарта БрГТУ.

4. Текстовая часть выполняется в соответствии с требованиями к оформле
нию текстовых документов. Расчеты выполняются в общем виде, в полученные 
выражения подставляются значения входящих в них величин, записывается 
числовой результат с указанием размерности ответа. Все вычисления произво
дятся в десятичных дробях с точностью до трех-четырех значащих цифр.

5. Для наглядности и удобства схемы и графики можно выполнять на мил
лиметровой бумаге соответствующего формата. Все рисунки (схемы, графики 
и т. д.) должны быть пронумерованы и упомянуты в тексте.

ЗАДАНИЕ 1. ПРОИЗВОЛЬНАЯ ПЛОСКАЯ СИСТЕМА СИЛ

1.1. Краткие теоретические сведения

Разложим силу F  на составляющие 
вдоль координатных осей (рисунок 1.1), т. е. 

F = F, + FV,

Fj = F * ' i ; _ ^ =А ‘ У:
F = Fx i + / у  у > где i , j  -  единичные

векторы (орты) осей координат.
Проекцией силы на ось называется ска

лярная величина, равная взятой со знаком 
"+" или длине огрезка, заключенного 
между проекциями начала и конца силы 
на ось.

При решении задач проекции силы 
получают, умножая ее модуль на косинус острого угла, а знак определяется 
непосредственно из схемы (рисунок 1.2). Проекция силы на ось — величина 
скалярная.

Различают два случая: а< 90° 
равна нулю).

Рисунок 1,1 -  Разложение силы 
на составляющие

а> 90° (при а = 90° проекция силы на ось

Рисунок 1 ,2- Определение проекции силы на оси координат
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а) угол а < 90° (рисунок 1.2 а) — Fx =ab = АВ{ -F c o sa .
б) угол а  > 90° (рисунок 1.2 б) — Fx -  АВ{ =ab = F cos a  = -F  cos <р.
Моментом силы F относительно точки О на плоскости называется

скалярная величина, равная взятому с соответствующим знаком произведению 
модуля силы F на длину плеча h (рисунок 1.3):

M0( f )  = ± F h .

Рисунок 1,3 -  Определение момента силы относительно точки

Момент силы имеет знак плюс, если сила стремится повернуть тело вокруг 
точки О против хода часовой стрелки, и знак минус -  если по ходу часовой 
стрелки. Если линия действия силы проходит через точку, момент силы отно
сительно этой точки равен нулю.

Теорема Вариньона о моменте равнодействующей: Момент равно действу
ющей R плоской системы сходящихся сил F2,...,F„) относительно точки О,
лежащей в плоскости действия сил, равен алгебраической сумме моментов сла
гаемых сил относительно той же точки:

k=1

Под произвольной плоской системой сил понимают совокупность сил, 
расположенных в одной плоскости, линии действия которых не пересекаются в 
одной точке. Методами статики произвольную плоскую систему сил можно 
значительно упростить, приведя силы к одному центру приведения О, 
в результате чего в этом центре будет приложена сила R , называемая главным 
вектором, и к телу в целом будет еще приложена пара сил с моментом Мо, 
называемым главным моментом относительно этого центра.

Главный вектор R равен геометрической сумме п сил, входящих в данную 
систему, а главный момент Mq -  алгебраической сумме моментов сил 
относительно центра приведения, включая и алгебраическую сумму моментов 
пар сил:
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Л = Х ^ ,  M o = Y , m0 {Fk)-
*=i k=\

Численное значение главного вектора определяется по его проекциям на 
координатные оси

r = J r 2x+r I ,

где К  -  и й , -  Х ^ * у •
к=\ к=1

Направление главного вектора находят по косинусам направляющих углов:

cos (Я, Л/ )  = — , cos^R, лу )  = — ,
R R̂

где I , J -  орты осей Ох и Оу.

Условиями равновесия тела под действием произвольной плоской системы 
сил являются равенство нулю главного вектора и главного момента 
относительно любого центра О:

R = Он М0 -  0.
Эти условия выполняются, если

5Х=0.
/Ы

• 5 Х - о .  ( и )
к=1

5 Х ( ^ )  = 0.
*= 1

Уравнения (1) называются основными уравнениями равновесия. 
Существуют еще две формы уравнений равновесия:

2 X ( f*)=o,
*=i

( 1.2)

к= 1

• (U )
к=\

І м с (Рк)=о.
к=1

В системе уравнений (1.2) ось х не должна быть перпендикулярной к 
прямой, проходящей через центры А и В, г центры А, В и С в системе (1.3) не 
должны лежать на одной прямой.
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1.2 Пример расчета

Рисунок 1.4 -  Схемы закрепления ломаного стержня

На рисунке 1.4 показаны три способа закрепления бруса, ось которого явля
ется ломаной линией. Задаваемая нагрузка и размеры во всех случаях одинако
вы. Составить уравнения равновесия для определения реакций опор для всех 
случаев закрепления. Для схемы (в) провести расчет реакций связей с провер
кой полученных результатов.

Дано: Р = 20 кН; М 5 кН м; ¢ = 1 0  кН/м; а = 1,5 м; Ь = 2 м; а -  45°; р = 30°. 

Решение:
Рассмотрим решение каждой из схем в отдельности. Связи в точках А и В 

заменим соответствующими реактивными силами. Равномерно распределенную 
наірузку интенсивности q заменим сосредоточенной силой, равной по модулю 
Q - q  b , проходящей через центр тяжести прямоугольника, ограничивающего
распределенную нагрузку. Направление вектора Q соответствует направлению 
распределенной нагрузки.

Схема (а) Реакцию невесомого стержня в точке В направляем вдоль стерж
ня. Реакцию шарнирно-неподвижной опоры в точке А разложим на составляю
щие X a,Ya в направлении соответствующих координатных осей (рисунок 1.5).
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Рисунок 1.5 -  Расчетная схема

Для определения трех неизвестных реакций связей составляем уравнения 
равновесия:

£ jF fa=0; Х л -  RBsin/3 + Q -  Pcosa = 0;

^ F ky =0; Ya + RBcos f} -  Psinor = 0;

X m , (F a) = °; RBco sP a  + RBs i n 0 b - Q ] ,  5b + P co sa -b -M  =0.
Схема (6) Реакцию шарнирно-подвижной опоры в точке В направляем по 

нормали к опорной поверхности. Скользящую заделку в точке А заменяем си
лой Х А, направленной перпендикулярно оси стержня, и парой сил с моментом 
Ма (рисунок 1.6).

] У

JDfCvl

ллсч

f Q
►

1
А

'

• Y
А

и

Ra

Рисунок 1.6 -  Расчетная схема
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Для определения неизвестных реакций составляем уравнения равновесия: 
£ р ^ = 0 ;  Ra -  RBsin/? + 0 -  P cosa  = 0:

< /V =0; RBcosj3-Psina = 0;

2 X  (Fk) = 0; RBcos/3a + RBs i n f i b - Q - 1,5 b + Pcosa • b -  M  + M A = 0. 

Схема (в) Реакция жесткой заделки в точке А включает силу RA и пару сил 
с моментом М А. Силу раскладываем на 2 составляющие (рисунок 1.7).

I У

Рисунок 1 .7 - Расчетная схема

Для определения реакций составляем уравнения равновесия:
]£Vb =0; X A+ Q -P cosa  = 0;

• = 0; Ya -  Psina = 0;

= M A-Q-\,5b + Pcosa-b- M =0.
Решаем полученную систему уравнений, учитывая, что Q = q Ь = \0 2 = 20 кІІ: 
Х А = P co sa  -  0  = 20 • cos45° -  20 = -5,86 кН;
УА = P s in a  = 20-sin45° = 14,14 кН;
М А= 0 -1 ,5 6 -P cosa-6  + M = 20-3-20-cos45°-2 + 5 = 36,72 кН-м.
Для проверки полученных результатов составим проверочное уравнение 

моментов относительно точки В:
'£ M B(Fk)=MA-Q 0 ,5 b  + P s m a a - M + X y b - Y 4 a = 3 b J 2 - 2 0 \  +

+20 • sin 45° • 1,5 -  5 -  5,86 • 2 - 14,14 • 1,5 = 57.93 -  57,93 = 0, 
что подтверждает правильность проведенных расчетов.
Ответ: Л ^= -5 ,86  кН; ^= 14 ,14  кН; М А =36,72 кН-м. Направление силы 

Х л противоположно показанному на рисунке.
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1.3. Условие задачи к расчетно-графической работе 
«Определение реакций опор твердого тела»

На схемах показаны три способа закрепления бруса, ось которого -  ломаная 
линия. Задаваемая нагрузка и размеры во всех трех случаях одинаковы. Соста
вить уравнения равновесия для определения реакций опор для всех трех случа
ев закрепления. Для одной из схем (по указанию преподавателя) провести рас
чет реакций связей с проверкой результатов. Схемы бруса приведены на рисун
ке 1.8, числовые данные -  в таблице 1.1.

Таблица 1.1 -  Числовые данные
№ варианта F, кН q, кН/м М ,кН м а,м Ь, м а>

град р, град

1 20 2 11 1,2 1,3 26 15
2 25 6 14 1,6 2,3 31 31
3 10 9 12 2,1 1,7 43 44
4 12 3 9 1,9 1,8 37 62
5 6 5 18 2,5 2,1 24 71
6 18 4 15 1,4 2,5 21 23
7 14 11 12 1,1 1,0 15 54
8 8 6 10 1,5 1,7 19 18
9 11 8 8 2,5 2,0 47 35
10 15 7 16 1,7 1,1 67 39
И 23 10 18 1,6 1,5 49 27
12 17 6 15 1,8 1,3 51 45
13 11 5 14 2,3 1,3 35 32
14 15 9 18 1,7 1,8 39 40
15 18 8 21 1,1 2,1 55 21
16 12 11 9 2,6 1,9 61 46
17 7 7 13 1,4 1,6 78 38
18 11 4 16 1,7 1,5 54 61
19 9 10 15 1,9 1,8 32 45
20 11 5 19 2,0 2,3 14 47
21 23 6 10 2,3 1,4 21 34
22 5 И 9 1,6 1,8 66 23
23 9 8 14 1,8 1,9 22 54
24 16 9 18 1,5 2,2 19 39
25 13 12 11 1,9 2,4 34 44
26 14 6 16 1,0 2,5 50 35
27 22 3 17 2,3 1,7 46 42
28 17 9 12 2,2 1,5 59 19
29 14 7 13 1,9 2,1 76 37
30 18 8 10 и 1,8 63 51

И



Рисунок 1 .8 - Схемы бруса
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ЗАДАНИЕ 2. ИССЛЕДОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ МЕХАНИЧЕСКОЙ
СИСТЕМЫ С ПОМОЩЬЮ ПРИНЦИП ДАЛАМБЕРА-ЛАГРАНЖА

2.1 Краткие теоретические сведения

Общее уравнение динамики применяется к исследованию движения несво
бодных механических систем, тела или точки которых движутся с некоторыми 
ускорениями. В соответствии с принципом Даламбера совокупность приложен
ных к механической системе активных сил, сил реакций связей и сил инерции 
всех точек системы образует уравновешенную систему сил.

Если к такой системе применить принцип возможных перемещений (принцип 
Лагранжа), то получим объединенный принцип Лагранжа-Даламбера или общее 
уравнение динамики: При движении несвободной механической системы с дву
сторонними, идеальными, стационарными и голономными связями сумма элемен
тарных работ всех приложенных к точкам системы активных сил Fk и сил инер
ции Фк на любом возможном перемещении системы равна нулю».

£ < и о+ Х < и * = о .
*=i *=i

Выражению можно придать другие эквивалентные формы: а) в виде скаляр
ного произведения векторов

i ( F “+Tk)S 7 k = 0;
*=1

б) в аналитическом виде

к=I

В этих уравнениях сила инерции материальной точки Фк = ~тк ак, а ее про
екции на оси координат Фь = -т кхк, Фь = -ткук, Фь = -mkzk, тогда уравнения 
можно представить в следующем виде:

^ ( Р к- т как)-3гк = 0,
к=I

Z [ ( ^ b  ~ тл ) 8хк + (Fkr- m l}’k)Syk + (Fla- m kzk)Szk] = 0.
k=l

2.2. Задание к выполнению расчетно-графической работы

С помощью принципа Даламбера-Лагранжа определить ускорение груза 1. 
Массой нитей и упругих элементов пренебречь. Гибкие нити считать нерастя
жимыми. Качение катка, представляющего собой однородный цилиндр, проис
ходит без скольжения. Номера схем выбираются из рисунка 1. Числовые дан
ные принять по таблице 2.1.
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Пояснения к обозначениям и числовым данным:
ти т2, т3, т4 -  массы тел 1-4 , выражаемые через некую массу т ,
R, г -  радиусы окружностей колес (индексы указывают на соответствующее 

тело),
i2, h - радиусы инерции относительно осей вращения тел, проходящих через 

их центры масс (если радиусы инерции тела не заданы, то оно считается одно
родным диском),

а и ft -  углы наклона плоскостей,
/ и  S -  коэффициенты трения скольжения и качения (соответственно).
Массы заданы в килограммах, линейные размеры -  в метрах, углы -  в ради

анах.
Массы тел принимаются по формулам
гп] = Кт1т, т2 = Кт2-т9 т3 = Кт3 т, т4 = Кт4-т.
Радиусы колес R2 = 0,30 м , R3 = 0,20 м (если нет указания на схеме).
Радиусы инерции i2 = 0,20 м, i3 = 0,15 м.
Коэффициент трения скольжения /  = 0,2, коэффициент трения качения 

6 = 0,25-102 м.
Углы а = Ка'к/12 и /? = Крп/12.
Жесткость пружины принять по формуле с -  Kc-mi g/L, где g = 9.81м/с2, 

L = 1.0м.
Начальная скорость V0= Ку-1 (м/сек).
Все числовые коэффициенты (Кт1,..., К\)  и зависимость F*(S) указываются 

преподавателем при выдаче задания, например, как у казанно в таблице.

Таблица 2.1 -  Числовые данные к выполнению расчетно-графической работы
№ п/ п 1 2 3
Кп, 1,0 1,0 1,0
Кт2 2,.0 3,0 1,0
Кт3 2,0 1,0 2,0
кт4 1,0 1,0 1,0
Ка 3,0 2,0 4,0
к„ 3,0 4,0 2,0
кс 2,0 3,0 1,0
Ку 1,0 2,0 1,0

m MgSin(nS/2S2) Mg-S/S2 MgiS/S2)2
М 3,0 т 3,0 т 3,0 т
S, 0,5 0,5 0,5

Схемы механизмов показаны в положении статического равновесия (рису
нок 2.1).
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Рисунок 2.1 -  Схемы задании по вариантам
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Рисунок 2.1 -  Схемы заданий



2.3. Пример выполнения задания

Дано: Кт1 = 3, Кт2 = 1, Кт3 = I, Кт4 = 2, Ка = 4, Кс = 1,KV= I. 
М ~3-т, S2=0f5, Fa(S)=M-g e (̂ J=3‘ Ш ‘g €^0-^=3 g nt e2'°'s.
Массы тел принимаются по формулам: 
т] = Кщ т-Ът  [кг], т2 -  Кщ т = т [кг],
тз =Ктг т = т [кг], mA = Knt -m = 2т [кг]. 
Радиусы тел R2 = Л3 =0,3 м.
Радиус инерции i2 = 0,2 м.
Коэффициент трения качения: <? = 0,5 1(Г2 м. 
У гол а= Ка ~  = 4 — =
Жесткость пружины принять по формуле 
с = Кс -771,-^ =  3-771-^ =  3шд.
Начальная скорость V0= К^1=1  м/с.

Рисунок 2 .2 -  Исходная схема 

Найти: закон движения груза 1.

Решение:
Рассмотрим движение неизменяемой механической системы, состоящей из 

тел 1, 2, 3, соединенных нитями. Механическая система имеет одну степень 
свободы. Связи, наложенные на эту систему, -  идеальные. Для определения за- 
кона движения груза 1 применим общее уравнение динамики

1 < Ч ‘ + 1 У а * = о . (2.1)
где -  сумма элементарных работ активных сил на возможном пере

мещении системы, ^ S A k0 -  сумма элементарных работ сил инерции.
Изображаем на чертеже активные силы РГ Р2,Р},РЛ, силу упругости Fyrlp 

и активную силу F.  Задавшись направлением ускорения а19 изображаем на 
чертеже силы инерции, ФР Ф3 и нары сил инерции с моментами М 0 , М 0 
и М 0 , величины которых равны
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Рисунок 2 .3 - Расчетная схема механизма

Сообщим системе возможное перемещение и найдем возможную работу ак
тивных сил как сумму элементарных работ:

£ < Ч ‘ = Щ Ъ )  + SA{Pi) + SA{Fy4)-ySA(F,) + SA{Mf ), (2.3) 
где

=/>■&„

SA(Fa) = Fa-Ssl,

5а (м  f } = —Mf 8(р3, где М  f -  N3 5  = Р3 cos a S - m g  cos a- S .
22



Фх=щах, Ф,=т,ас}, 

М2ф=Іс £2=т2і22е2, М Ф = ІС}£, ”hRi
2

М Ф = ІС£А=-
(2.2)

Рисунок 2.3 -  Расчетная схема механизма

Сообщим системе возможное перемещение и найдем возможную работу ак
тивных сил как сумму элементарных работ:

Y JSAak =SA{Pxy 5 A { P b) + SA{Fy„p) ^ A { F a) + SA{Mf ), (2.3)
где _
< Ц />) = /? -Л ,,

8A{Fa) = Fa Ssv
SA(Mf ) = - М f  • 8(рг, где Мf  = Иъ S = P^cosar• S  = mgcosa • S .
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Рисунок 2.5 -  Расчетные схемы тел 2 и З

Рассмотрим равновесие тела 2 (рисунок 2.4а), составим уравнение 
моментов относительно точки О:

(2.8)Т‘т-гг -Т ™ -R2=0,
Tcm RTcm _ J2 ' A2 

Л\ * Заметим, что ТГ = Т™.

Рассмотрим равновесие колеса 3 (рисунок 2.46). Составим уравнение мо
ментов всех сил относительно точки К (мгновенный центр скоростей):

5 Х = 0 ,  М ар + Рг5та Н ,-Т Г  Ъ = 0 ,  (2.9)
M ^+ Ptsm a-R ,

-------- - ,  M = N . - S ,7 mp 5 -
rpcm _ ntp
i 3 “

уравнение проекций сил, действующих на тело 3, на ось у: -
£ F b = 0 ,-.P 3cosa+W 3= 0 , (2.10)

N3=Pi cosa = fnigcosa, M mp = m3gcosor 8.
Окончательно получим:
г™ ^М тр+Ръъ\ъаКъ R2 т  3g cosa S + m3g sin a  R) Rj
Л ~ ~ n ~ n ’

p _•pcm
f  = —i— -I—=Jem c

Щ g -
mlgcosa S-\-rnigsina R:i R2

Rr i j _

3 _ Г mgeosa •<? + mg sin a  • /?3 Я2

3 mg
- 1 cos6Q° ’ + sin 60° • 0,3 _ о 42 л/

1,5-0,3 ”  ’

cosg-(J+sing-/?3 Л2 _ 
”  Щ  0,5R2 "
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Тогда выражение (2.5) с учетом исходных данных примет вид: 

^ S A l  = 3mg-3mg-(0,42+ sl) + 3 m g e2s' -m g  —  s in a -

-m gcosa-S  ■
r2

Ssv -  m g • 3 -3 -(0 ,4 2  + ̂ )  + 3 - ^ 1 -  —  -s in a -(2 .11)
r2

-cos a-S-
гг'Щ )

Ssv

Найдем сумму элементарных работ сил инерции:

Y jSAt  = - Ф г - Л/ f  • &рг - M f  Sipt-M f Stps-OySsC3 =

С . 2 с ftt-JR*= -  m2i2 e7 • oq>2----
2 2

2 n  _____2

= ̂  •& ,- т У е ^ - ^ L e ,  A A _ ^ A _
Л) '2 2 г,

* 2
- V c>  A -  . і А . г і і і і Д ,

^ AjГ, Г,

m4r42 л  * ,
2 Ц '4

/  , 2і22 пи R% mt Rl ) -
-m . -W . -2 --------- 2 .-2 --------- -- w. loj • <Ц =

2 2 , 2 2 % 2

_ I *2__3 ^2 1
, 2 2 r22 ,

WWj •<&?!•

Составляем уравнение (2.1)

/wg-| 3 -3 -(0 ,4 2  + ̂ )  + 3 - ^ 1 -  —  - s in a -c o s a  S- ^  |-& j +

“‘' f - f f ) " ” ' * ' ' 0
Разделив на Ss * 0, получим

g - | з -3 •  (0,42 + 5,) + 3• e2fl -  —  • s in a -c o sc r• S • 

откуда

r2 R3

*2
r2 • /?з у

(2.12)

- 4 - - V -
3 #

о , iO,=0
2 2 r2 ^

*i=  —

3 -  3 • (0,42 + sx) + 3 • e2*1 -  ̂  • sin or -  co sa  • S- -1

Л h2 3 Rl4 + 2̂=- + — f-
r2 2 r0
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Подставляем числовые значения

g \ 3 -3 - (0 ,42 + i.)  + 3-e2'‘ - —  sin60°-cos60° 0,005----
* 1 V 0,15 0,15 0,3я, =

. 0,22 3 0,324 + ——-  + —  ’

g (0 ,0085  -  3 s ,+ 3 e 2'‘)

І І7 8
Строим график зависимости ai(s).

0,152 2 0,152

= -0,007 -  2,49 j ,+  2,49 е2\

а. м с2

Рисунок 2 .6 -  График зависимости ускорения груза 1 от координаты
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