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В строительной практике все бох о широкое применение находят 
конструктивные елементі сложной формы, при их расчете часто воз­
никает необходимость учета разнообразных воздействий (силовых, 
температурных и т.д.), а также специфических физических свойств 
материалов. Методы сопротивления материалов, как правило, в этих 
случаях не применимы. Однако существуют общие пути реоения задач, 
основанных ка уравнениях, описывающих деформации упругой среды.
Эти уравнения л методы их решения изучаются в курсе теории упру­
гости. И если недавно методы теории упругости из-за их сложности 
не были непосредственно рабочим аппаратом инженера и служили в 
большинстве случаев для решения научных вопросов, то в настоящее 
время они составляют основу практических методов расчеты деформи­
руемых тел.

Общая постановка задачи теории упругости может быть сформули­
рована следующим образом. Имеется тело заданной формы, известны 
механические свойства материала. На тело действуют заданные на­
грузки и наложены связи. Требуется определить напряжения, деформа­
ции и перемещения в теле.

При решении задач вводят следующие допущения.
- Материал тело представляет собой сплошную среду.
- Материал тела считается однородным, Т.е. его механические 

свойства во всех точках одинаковы.
Принятие гипотез сплошности и однородности создает основу для 

математического описания поведения материалов и означает, что на­
пряжения, деформации, перемещения могут рассматриваться как кусоч­
но-непрерывные функции координат.

- Материал теле считается изотропным, т.е. механические свой-, 
ства в каждой точко одинаковы по всем направлеішям. Если свойства 
материала зависят от направления, материал считается анизотропным.

- Деформации в точках тела (относительные удлинения-укороче­
ния £  н углы сдвига V 4 ) считаются малыми, следовательно, под 
действием нагрузок размеры тела существенно не меняются.
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І. Ті-.РИЯ НАПРЯХШЮ-ДЕЇОРШРОВШІОІО состоянии 
В ТОЧКЕ ТЕЛА

І Л. Понят..», формули, уравнения 

Тензор_шіпрякениЯ Jfs __
&  Zxy t* *

T6 = '<-> § t  
Ьгх Ъгу S2

(I Л)

^п*^ения_нэ наклонной плоо\адке_с^ормалью J j j _ и направля­
ющими косинусами^ L (П 1. L z. _

X t f - S x t +  Exgffl +  П
ytf - ̂JT t+ Зд ffl + tEgz л
4Ztf -Ezxt + Lzgffl + Cz. П

Полное » ^пряжение /------------- —

p r ^ X r + y r + z f r

Нормальное иапряхение .
3 r - ~ d  +^rm+Zrn =

= £2+дцП)\бгпг+2£)д#т +2Zyzmn *2.Zzxnf-
Касательное напряжение г— ^---- —

Главные н а пряжен и я__ 3  на__пло^а^ке с норма..* ыо_ ( Ґ  
нг ’равляидими косинусами_ E ^ t_ /77_ ̂  /7_._

X n - B t i  L j f = B m 3 Z r = B n
Используя (1.2),

=  B x t +  C jjjffl -h L xz 11

dm =Zyxi+ BjITI - Zyzn (I.,)
Bn-ZitL - Z^m + BzP 

“ “ (St-B)L + ZXym + Z;ti,=o
Vuxl ZyzP=O а.в)
Z Jt t ZzqPP + (б*-<$)П*0

Система линейн. . алгебраиче лих ур-ииений относите.: то неиз­
вестных C  • ПП , П (1.8) является одноридной, определитель,

(1 .2 )

(1.3)

(1.4)

(1.5)

<1.Ь)



составленный иэ коэффициента системы, равен нулю

З л - з  %*.

Tf Of2> fCf ? о (1.9)
TzJC tCzU Zz-Ъ ..

Раскрывая определитель (1.9), получено характеристическое 
уравнен-е , о  ^

Z^-Cfi3  -Jz <3 -Js -О а л о

где =5 3 /  + З у  f  B z

Ог ~&хСу +Зу&г\ 3/ — Lxu — Cajẑ -Lz/
$3 ~~3x3y3z +2Lx̂ L/Z Lzjr" Зх ~ ЗуТсЬ ~~3z 2¾?*

Кубическое уравнение • IO) имеет три керия. Нумерация главных 
напряжений осуществляется в поряд з убывания З ^ З ^ З з  •

Коэффициенты O y , J2 и не меняют своего зн ения при 
изменении с ютемы координат ; они являются соответственно первым 
( Ctf ), вторым ( CJz ) и третьим ( Уз ) инвариантами тензора на­
пряжений по отношению к повороту координатных осей.

Иив аканты через главные апрякения равны

3 - ¾ * * ¾ ¾ + ¾ ¼ ;  J 3 ^ i r B t X 3 и . ш

Тенз_оP̂ Hanjt1..жений в главных осях_
в ,  O O  

Ta = О 6г О 
О о Ъз

Накб£Л ыпи е_ка сат ел * ны е_нз П£^кен ия

=і|<?,-ЗгI; |3*-3,|;tV2

(Z .12)

(1.13)

Октаодриче£кие_г—озадки,^равнонаклонные к направлениям_і^сх 
главных напряжений^ и деГ твутауие на^них^октаэдрическио напряжен]ія_

P- т  =п
Полное напряжение ^ 

pckrr

Нормальная составляющая 
Зсхт

( & & £ ) /  з

(ді *at+ds) /з

(1.14)

'1.15)



Kacai льнал составляющая____________________
2 e “З" V (6* “ S2)2 Зз)2^ (&&&<)*“ =  , ,

f  V T v 3 ^  T ^ r (/ б)
Ра£Л£жежів_тензо£а_нап])^гкений Т± __ на—пшров^^тен^о/' 7<3_ ^

н таизо^ьдевиато^ ̂ jDcSe ._

^  « Л 7 )

(ІЛ6)

3/ г0 о о 8. -Зо ^  C*z I

- О
 

. О + г̂ г ъ̂ ~Ъо r̂jz-
Czjt *̂у 3z О О до t̂ZJt 3z“3tf

“ И | 8 / 0  о  , I ооо
ГО I Oo I CM 0 О О

0  S 2. О 0  Зо о + о 4 - г  о

I 0  0  *1 0  0  Зо О _ О Зз-З**

(I.19)

• ( 1 . 20 )
(I.2I)
U .22)

(1.23)

W  бо* (Дг + 3^+-8,2:)/3 иля 3<? * ( Sy '‘3.1+3 )/3. 
^ефо^мации^
относительные линейные <f 
объеннея Q - S x + S z.

угловые (дефор. ЛЖИ СДБИГа) ^ z > f i x

Тен _іР_Деформаііи_

ь  і  fig jlP z- 
Т і - Ї Ц *  £<и i * h  

i f 2* і  f i g  £ *

Главные деформац»"’ ( £<, £z % £3 ) находятс из кубического 
уравнения £ 3 -  0 U .*■•*)

, Инварианты тензора деформаций ,¾ , ,¾  , -¾ определяются вы- 
ражен іми

Лг — £*+ £д  + £z. - £ / +*¾ + £ з

%  =  £» у  + £* + <f2 Sx ( j p f + f j i  * ег£*. -*£&( 1. 2o )

Зз 'їЖ М і^ '  ^ ф ‘  £'eA

М л ) ;  ^ , = ± <£ ( 1 . 2 6 )
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^Октаэдрическая деформация ( Sorr ) и октаэдрический сде г
MT

Sotr = £<р = Ч,' (1.27)

T0tr 3 V fc ^ *(£‘-Q +3 (f%*&+(£*)s{l.2Q)
= т  V t o -  - W2 + +  <* »

Тензор^деф^ MaiJJin І£_ _ И ЄГ£ £0CTaDЛЯШ^Ие^-_Ш£рОВОй_7екэOp
___и^^вкатор J E c m ̂ деформациД ""

Tc = I b 0 V l D e

Sx z f i "  Z P  

Z
У ' >  /
#  f  ' jZ p j

z f j j f y  <2.
или в главных деформациях

So о о 
о Sc о

)

+

О О Со ^ (Г* 2  P j  f x ~*°

(1.29)

(1.30)

ооЧЗ S0 о 0, S1-S o  о 0

О St о 0  S o C + 0 Sz-S0 о

О О 0  О Со 0  0  St -Co
(І.ЗІ)

где Єо e (£* + £jj + £z- )/3 или <£? - ( )/3.

1.2. Задачи и их решения

3e£a4a J M L  Два уг'угих тела, выполненные из одинакового мате­
рима, находятся в однородном напряженном состоянии (компоненты 
тензора напряжений в любой точке тела одни и те же). Относительное 
изменение объема одні іковое для обоих тел. Тензор напряжений Для 
перр тела (все чисдов: ? данные в МПа)

T
45 C О 
О 20 О 
0 0 - 5

Составить тензор 
девиатор задан в виде

T2. для второго тела, если для него тензор-



ІЗ 18 -7
II 12 17

.- 4 16 -2J

то
Решение. Если относительное изменение объема тел одно и то ке, 
шаровые тензоры для них 0"чнак зы.
Из T  следует, что

до - (45 + 20 - 5)/3 г го 
Тогда шаровые тензоры

V V
20 О 0 
О 20 О 
О ' 0 20

тм* а
Тензор напряжений для второго тела 

о 20 0 0 ІЗ IO 7 зз іа -7
0 20 0 + II _  II h II 32 17
O 0 20 -14 16 -21 -14 16 -І

Задача_2^ ь некоторой точке упругого тела лапряж^ ное состояние 
определяется следующим тензором напр~жі ий (MIIa)

40 50 П
40 IO -20

j 60 -25 -15
тд

Hai..и в этой то .се полное напряжение, его нормальную н каса­
тельную составляю ле, действующие по площадке, определяемой направ- 
л; дими косинусами с  * 1/2 \ 17} * Ї, 2 \ П - 1/2.

Решение.
Проекция полного напряжения

i I r = Z i i £  +

Z r = Z j +  ZyfTH 3*п
Полное напряжение

P r  + Zr
Нормальное Han*" тление

dr= X rl+ yrm  TZrn
Касателы е напряжение

Р<у в точке на оси координат

- 40 - -Т + 50- і + 70 - і 95
2 2 2

- 40-£ + IO-1 ♦ (-20)- - 10,71
2 2 2

- 60-1 + (-l„)i + (-15)- . 0,79
2 2 2

- 952 f 10,712 6,792 » «5,3-4.

« 95-і + 10,71-і + 6,79-і « 57,71 . 
2 .2 2
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rC r - ^ I p P  - 8 І ~  . 95,842 - 57,712 » 75,52 МПа.
Задача^? Напряженное состояние в точке задано девятью комло- 

I ітами: Зх %8 и 3 z » S*y * 6«* • 2yz * Szy * S«r ** %
Требуется: * * <f

- опреА^лить главные напряж* чя и проверить правильность их нахож­
дения ;
- опре,'"лить положение главных площадок (вычислить направляющие ко- 
л(нусы нормалей к олим площадкам).

Решение.^ Главк а напряжения находят, решая кубическое уравне-

»"« З 3- X З г -Уя .З  - J 3 =-O (і)
где коэффициенты являются .инвариантами преобразования координат:

Cfj —  3 *r + "t 3^ —c o n s i

+ - 2̂ z - lC zjr—Cons>t, (2)

Уравнение (I) подстановкой <3 = У — з̂ ~ іриводится к виду

f W t ’ O ,3,
где нові коэффициенты соотве твенно равны:

P - Z - I t i  ■ <4)
Корни урав ния (о) выражают через вспомогательный угол у? f 

определяемый из оавенств COSKf-' л-̂ з1 ♦ где &  * + 0,5774 VjpT 
(знак 2 должен совпадать со знаком , иіедовательно,Л?б^О). 

Корни уравнения (3) определяются из равенств

у , -& «* % ■ , Ij2- K c f - %)
уъ--2&соб(бО+-%)

Проверка: у <  + «?/z.+ <^3 “ °- 
Главные напряженій равны:

(5)

(6)

Cf г t p  ■ J  . 2 £ _ , j . С»
-(/ + Л -» О  -t/з + А (7)i f '<Уv  г з

Этим трем глряным напряжениям D дальнейшем присваиваем обозна­
чения 3/ • 3* • S3 • где З ^ З ^ З з  .

!ля контроля правильности решения кубического уоавнения (I) 
используем инвариантность коэффициентов Э/ » ^  •

С/г * = З і + 8 г + З з  

С?2 ~ 3 і& 2 . + +

J3 = д ,д г д >

(в)
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(IO)

Дня определения положения главных площадок, т.е. для вычисле­
ния направляющих косинусов нормалей к главным площадкам C ,
/77 » П УД°б представить соответс эущую с стему од сродных 
урарчений в виде р

t Hx n* + t y ' 8 )  

n  Ii %  1P r
а соотношение между квадратаый направляющих косинусов - в виде

'^ V ;
Так как из трех уравнетій системы (9) только два уравнения н&« 

зависимые, то, определив и из решения двух уравнений,
трег >е уравнение используют для 'контро.г • найде-чых отношений-^—  
и •. После ь.ого из соотношения (IO) определяется П , а за­
тем £  и /// . Установив П из (10), находится два значения, 
т.е. + /7 л  соответствующие знаки £  и /77 определяю ся из соот­
ношений и .

Таким образом, для каждого значения <3/ , 3z. S3 находятся 
свои £  , / T i t П ,т.е. направления соответствующих н шалей к 
главной площадке. 1l_*ho рассматривать £  , /77 , /7 как к'орди­
наты некоторой точки А, лежащей нормали 0 к соответствующей 
главной площадке.

Если направляющие косинусы нормр-и Vy к площади главного 
напряжения З і обозначить через , 77/ , Пн , а норм алей Î2 • 

- соответственно Через , /772 , /72 и , 7 ¾  , /7̂  , то
из условия взаимной перпендик,лярности нормалей к главным площад­
кам используются три контрольные равеНГ^Ьс!

4 4  +  /77,/77* ■* D1 Пг  = О
i d 3 +/77* 777. +77* 77.3 = O  ;ІІ)

4 4  +'Я*Л?і + H7 Di =O
За^ача_4л (Численный пример). Напряженное состояние в точке 

упругого тела задано следующим тензором напряжений (Ш1а)

140 IOO 40 
100 JO Ь.
40 50 100

Определить главные напряжения и проверить правильность их на-

'о



хождения. Определить положс ле главных площадок (вычислить направ­
ляющие косинусы нормалей к этим площадкам).

Радение.
Коэффициент кубиче юго уравнения Cl)

•7/ - ох+Ъи +Pz = 140 + 60 IOO . 3 0 МПа.
С /г=В хЗд + B gB z.+  3 z 3 x  — Lxg -  Lzg - L z x  *

= І40-Чj + 60-IOO IOO 140 -  IOC2 -  502 -  402 .  14300 ;

7  —8x3g&z +2. Ljm ' jz . fc-z/~ Bx fcgz ~ Bg Lxy ~ Bzfcxg ~
» 140- 60 .00 + 2 100^50-40 -  140^502 -  60- 4Q -  {00-IOO2 = -  206000. 

Коэффициентj уравнет. (3) соответственно равны

P  =  7 , -  -f-2 = ^*399 - ~  » -15700

- ■? 300э ч- I 300 ІІЗС0 + 20600") * 
27 3f - p ' - y Z -Ct,

= -364000.
Уравнение (3) примет вид

у 3- 15700у  - 36400 = 0.
Определение всиомогатель' ̂ го угла у  .

Z - + 0,5774t f j p r  = -0,5774\Г[і5700| = -72,343 ;

COSy= = 0,4606 ; CoS у  = 610½ 1 .

' зрни урав. ііния (3) равны

Ц - -Оч СС1  У  = -2 (-72,348)(305 20¾ 1 » 144,636-0,93706 
В ^ =  135,5397 ,
Uz -  2ЪСОб(б0°-ф= 2 ( - 7 2 , 3 4 3 3 9 ¾ 1 -» -144,896 0,7707 
О  .-:1,411;

0^25-(0^(60° z (-72,340)005' 00¾ 1 - -144,696 0,1671 
"  » -24,1707.
Проверка: 38 135,5397 - 111,411 - 24,1787

О
0.

.лавные напряжения равны:

«З1= » ' + - 135,5697 300
3

300
235,5897 ; 

* -11,411;6ж=у2*-&---т ,4п * з
д Ш= уА+ - ^  = -24,1787 ♦ 100 = 75,8213.

Этим трем напряжениям присваиваем обе начения S f * 235,5097 ; 
Зі - 75.<3213 ; (¾ . -11,411, где <3,>8л> £ з  •



ІЗ

Быпо^.шеи контроль правильности решения кубического уравне­
ния (I).

235,58'”' + 75Э213 - 11,411 - 300 ;

235,5897-75,8213 - 75,8213(-11,411) ♦

+ {-И,41Т)23Ь 5897 = 14300 ;

Cf3 = S .  д2 д 3 ■ 235,5897-75,8213 (-11,111) = -206000,

Определяем положение главных пло^док (ца примере определе­
ния поло, эния площадки, где действует д>1 « 235,5897).

Решаем систему однородных уравнений (9)

(140 - 235,5897) Jd QLt ш -40
а  Л* 1“

loo Sd + (60 - 235,5897) LBd. -аО 
П; Пі

Отсюда: Л -  .  1,772 ; Л к  = 1,294.
Л1 п1

Третье уоавьание (9) используем для контроля найденных отно­
шений.

*0-1,772 + 50 1,294 + (-135,589.) = 0.
Иг соотношения между квадратами Ht-..равллющих кос чусов (IO) 

определяем £< ; ГПі \ /7у.

(1,772)2 + (1,294)2 = JUҐ1 г-
Ci * ±0,7349 ; Uli * +0,5366; Hi - +0,4147.
Аналогично устанавливается положение двух других главных пло­

щадок с направлякдцими косинусами норг лей £z  ; ID2mX Пь и ; 
FHb \ •

Задача_5^ Доказать, что тенэор-девиатор деформаций не вызыва­
ем изменений объема.

Решение. Девиатор деф омаций имев*- ьид

Г к -
где

..............................Г г

i f і

ef £o і  і
** i f y  ( г ' е*

і я £ \Относительное изменение объема (~тіг) равно сумме трех отно­
сительных линейных Г1:гфориаций ас напрев 

JLi1виатора 

Так как

ениям координат, M для де-

ч£о ■ £ jt* £ jj+ £ i )/3, то 0.



1.3. 

Задача І.

здача 2.

Задачи для самост ітельного решения

, В ь /оторой тсчкт стального образца, (известны E и $ ), 
наход; ;егося в '"пругом состоянии, г дан тензор .іапряяений 
Td (МПа) Вычислить тензор деформаций T и относитель­
ную объемную дефор. ІЦИЮ Q з данной точке.
Вариант ZKL
Дано:

T s -

BapnpPm ZbI

IZO 0 60
0-60 40
60 40 -80

Дано: IIO 70 
70 -10 
15 «с.0

15
25
30

Вариант Ч Г  
Дано:

Tz -

Вз£иант ZTZ 
Дано:

T , =

Вариант ZflH 
Дано:

Ig =

17 23 14
28 -15 -20 
14 -20 20

105 20 30
20 60 -18 
30 -*8 -40

' E  - 2 - Ю 5 МПа, )) « 0,3

E  - 1,75-IO5 МВэ ; 
\) = 0,25

E = I ,-7-Ю5 MQa ; 
 ̂ = 0,3

E - 1,9-Ю5 МПе ; 
^ - 0,35

17 40 -35 ! 
40 20 50

-35 50 -40
E
\)

2,1-IO5 МПа ; 
0,3

Разложить те. ор. напряжений Tg vМПа) на сферический 
тензор (Iff ) и довиатрр ( JDg) .
Вариант "А"

30 IO 15Дано:

Ts=
Ве£иант _Б^ 
Дано:

T8=

Г -50 -20 
15 -20 -60

40 60 70
60 30 -20 
70'-20 -50



^в£иант ̂ BJJi
Дано: 70 -IO -25

Tsts- -IO 15 18
-25 18 -90

Вариант 2Г!1
Дано: 17 Ib 29

T8 - 15 140 -30'
29 -30 -20'

Вариант 1 > ' і

Дано: -40 !! 17 29
17 •-30 0.5
29. 35 60/

Задача 3, Определить нормальна и касательную составляющие ( 3<r
и полного напряжения,^.', дей. .‘вующего на наклон-
иоР площадке, заданной направляющими косинусами ее нот\ча- 
ли ^  , /77 , /7 . Тензор напряжений 7"¼ взять из усло­
вия задачи 2.
Вариант "А" ,
Дано? ~ £  I  1/3 ; /77 = 1/3 ; Л  =» 2/3. - по варианту

ИАИ задачи 2.

Вариант 43^
Дано: ^  г 1/3 ; /77 « 2/J ; П * 1/3. - по варианту

задачи 2.
Вариант "B^
Дано: H * I A  ; /77*= 1/3 ; П в 2/3. - по варианту

tlBw задачи 2.
Вариант
Дано: £  a V 5  ; /77 * 2/3 ; П « 1/6 - по варианту

"Г" задачи Г.

Вариант "Д^
Дано: с в 3/7 ; /77 « І/Г /7 * 1/5. - по вариант;’

ИДИ задачи 2.



г. классические задачи тории упругости и метода
ИХ РіЗіІКНИЯ

2.1. Основк е уравнения теории упругости

Оптические уравнения Г' зновесия_(в £ока2товой_'ИСТсме_коо2-
№ * і )  2 3 * . г > % * . э й *

W
, B t - ,

ш *

+X=O
DCtfX +
2 *  ш
ЪСхх ■ дЬ'і 
дл

О г*
W * z - °

(2.J)

(2.2)

Геомет£ическ2:е_>-£авн£ния_(уравнения Коши2
р . _  ои  . с  .d tT . р  — d u r  

'дх ■» c<!f ?y-> с*~ dz
'Ґ  -  du ■ 3)іГ. X - - Ж .  1>иг. у г  Ъ <г. 7 а  .
0*<У~2•'+ 7>х 5 о#" dz f TiysOzx d x ^ d z .*
Уравнения со^к^стности^^^рма^ий Xomie 2 ̂ УЕапн^іи^спддщос- 

tvT *_"ураЕнепия неразрывности"А зависимости Сен-ЗенанаХ

" ж  Щ - I Y ».У . 9 ¾  - J ^ 7 j ? £ T  3 ¾  „ 3 f І,:
гу2 ‘ Dx2 Vx^yj Ttfz ?>yz Tjf-Izy Zx*- 7>z'*y

2  (  ̂ far 1))рсу Ъ  ;*) —  0 * 3  £ х
" з ? ( Г Е Г  І Г -  - W - ^ t y Z z

2>Jpx Э/?у | —  9- Я ^ ч .

(2.

? ( М і ^ Щ х - Щ  ~ 2 -Ш й

Физические уравнения (формулы закона Гука)
/

л. - -У- £ ±_ 
В

<?* =

У

£* =

Х ~ ^ < ц + 3 г )

Зу - \t(3z Зж)
Si -

или (обратная форма закону Гука)

- J f e x
<г

у/« _ £уд
^ 2- %
»/« Egjr
(Pf= &

о

(2.4))

3 x - J &  +2 /* і£ х і  1

} & + 2 ^ Є г ’3 t * x ~ p fI Ъ .

(2.5)



ГЯЄ j ' 0+f)Ti-2*>) ' ! * -  2 (h )))
упругие постоян. Je (коэффициенты Ляне

Имея эти зависимости» можно приступить непосредственно к реше­
ний задач теории упругости о няпряж шях и деформациях, возник! - 
с*их в упругом изотропном теле под действием внешних сил. В общем 
случае задача сводится к нахождению Ib неизвестных функций (шесть 
напряжений + шесть деформаций ~ три перемещения), удовлетворяющих 
15 уравнениям, т.е. задачу дортаточцо определена. Для отыскания 
величин произвольных постоянных, которые появятся в результате ин­
тегрирования, используются граничные условия (условия на кс ;туре)

Хіґ - Sxt + rCxgffl + л
i j r - t y x l + C y m + V y z H  (2.6)

Zr=Vzxi +rVzym+?--.
Решение уравнений можно вь~ти различными способами в зависи­

мости от того, какие величины приняты за основные неизвестные
- решение ь перемещениях, когда за основное неизі тные приня­

ты три составляющие перемещений іГ(узу^І^  U f (Xi Q y ty ;
• решение в напряжениях, когда за основные неизвестные приня­

ты шест* составляющих напряжений д х(*ЛУ уї) 9

Vxy(X^Z)t tuZ( ^ Z ) , t z x  ( X ^  . *
v - решение в смешанной форме, "огда за основные неизвестные 

приняты некоторые из перемещений и некоторые из спряжений.

2.2. Решение задач теории упругое.и d перемещениях

Для отыскания трех неизвестных составляющих перемещений
Z), ) z ) необходимо ш*еть три уравнения, кото­

рые можно получить из дифф ренциальных уравнений равно зсия (2.1,, 
выразив в них напряж*. ля через г^ремещения.

В л )Вое уравнение раь.іовесия (2.1) поставим выражение для на­
пряжений из формул закон*. Гука (2.5)

х ю
2Jvl-W"* JaW l+ /'-4 ^-+/=о U./)эу '/ I z

Дячее о полученное уравнение, используя форму і Коши, подставим 
выражения для деформаций ; после группировки находиг

) Ї9 ( Yu дЪ I д, ( tfu ІІГ Ьа)
л  2)У ̂ J a V a F  +  2у 2 +  W y  + г  \д х *  bM f + W z j■Q+X--U



Выражение в первых ско( ах можно обозначить
Г г Vu . 2¾/ - V 7U

JUTb
~bUz I :2

Выражение б . вторых «обках можно предса
Vti , дгсГ , Г с  / 7)и_ . 2(Г' 2В
дхг 7>хЪуп 2xdz Ъх ̂ ox rM  Ъг J ~дх
Тогда уравнение (2.7) ^

( ^ ї'Л$-+fivb+ X=o

(2.8)

(2.9)

Аналогично преобразуются и два другі.. уравнения равновесия 
(2.1'. Таким обр°зом, получена группа уравнений (уравнения Ляме) 
для решения задач теории уііругости в перемещениях

+ W zU +х=о
Q  + A1 ̂ 2' =0 (2-1°)

-+ jA  V2U T iZ -= O
Уравнения (2.10) содержат условия равно сия каждого элемента 

тела, геометрические характеристики деформации U  , ( Ґ % ( tf~, 6
и физические характеристики материала

рО|М
и M

Аналогично преобразуются условия на поверхности і-.б), заменив 
в них напряжения через перемещения.

В результат имее трі. условия на поверхности, ЬирожеАные че­
рез перемещения '

У*т) e l  +pff*/* Щ  ̂
Ъ - М  + / I l f t , M  (-Щ 1

Общий план решения задачи теории упругости в перемещениях сле­
дующий.

Для определения тре* составляющих перемещений M  « С Ґ • U T  
необходимо проинтегрировать три уравнения Ляме (2.10) удовлетво­
рить условиям не і.JBepXHOCTH (2.II). По найденным перемещениям, 
используя формулы Коши (2.2), отыскивают составляющие деформации, 
я затем их формул закона Гуке| (2.4) - составляющие і пряжений.



2.3. гешение задач теории упругости в напряжениях

Круг рассматриваемых за зч ограничен случаем» когда объемь э 
силы постоянны пи всему объему тела ,ил». DaEHU Hjло ; при этом значи 
яелі э упрощается некоторые уравнения, так как произоодны( от со­
ставляющих объемных сил по KOOi инат«м У  • * Z  обращают^ в
нуль.

При постоянстве объемных сил объе чая реформация есть функция 
гармоническая V 2Q  * О ; первый Инвариант напряженного ''остояния 
также есть функция гармоническая. ' l lJ

Для отыскания шести составляющих Напряжений ( д у , ё гу . S z  » 
tw  » ) трех уравнений авно*есия ;(2.1)‘недостаточно и к
ийм след, т использовать еще шесть уравнек ^.сплошности ( .3).
Так как в (2.3) входят составляющие деформаций, то их необходимо 
предварительно выразить через напряжени». Подставляя в первое урав­
нение сплошности '2.3) деформации из’формул закона Гука (2.4), по-

лучаем ' Уг& : * Ъ 'F&. \)(F< 9-
TB, ■Н 7>XZ *  Ъх У-2х 2

: *0Щ Ц - - °  ,
Для практическ 1O применения уравнение (2.12) следует ппеобра- 

зовать, исключив из него касательные напряжения ; с этой целью пер­
вое урав..оние равновесия (2.1) продифференцируем по X  , втррое - 
по ^  , третье ► по Z  . Сложим почленно два первых из
уравнений и вычтем третье, находим

„ F t e,  F S r , д %  F S z  
~ ' , , Ъ ц  Ъх* +  % т  Ъг-

Подставим соотношение '''.13) в урав -епие (2.12)
■.2,

(2 . 12)

1олученных

(2.13)

FSj
7>z* Л

FSy .Fsu  FS , FSn Fdz I  v % ^o

В этом уравнении пріьавнм и вычтем ~ ^ г  
и c j  .этом соотношения V 2S f * О по; чим

Аналогично преобразуя остальные уравнения соло юсти, подучены

F it « /^й\г,*Гт. F jk(ні)) V2Sx ■
д ї г ~° >

( H i ) V 2Iy + ^  о



(2.14)Ш . 0>t e x = y J ^ т V  v ^ т - г г Т х  = 0

Уравнения (~.14) нарывают уравнениями Be ътрами-^ит îa.
Др° решения за,г тч теории упругости в напряжениях необходимо 

проинтегрировать девять урав льий (2.1' и (2.14). Полученные шесть 
составляющих напряжений 5* , 8ч , 8 *. > T̂ xv , * Г2Г должны
удовле: эрять ускоряй на поверхности (2.6). З^тем по формулой за­
кона Гука (2.4) дргко найти составлгющие деформации и сдвиги Cr 

£ч » tfz. » * Y z r  » а по фор улам Коши (2.2) - состав­
ляйте перемещений I i t/ , aCT L tT .

2.4. Решение задач теории упругости смешанным методом

За основные неизвестные принимают 14 перемещения и напряжения, 
выбирая для зшения задачи те из них, которые определяются наиболее 
просто. В -'овисимости от того, насколько удачно сделан зтот выбор, 
б-дет изменяться и число уравнений, подлежащ. ; интегрированию. 
Единой общей схемы решения но существует.

2.5. Прямая, обратная и полуобратна** задачи

Решение заг'чи те рии упругости единственно, и, о принципе, 
безразлично, каким методом решена задача.

Существует г*ри основных метода математичес того решения задачи.
Прямой^мето^ он заключается з непосредственном интегрирова­

нии уравнений теории упругоср. COifer Tio о задані, ли условиями на 
поверхности.

Обратный метод; р том случае задаются функциями перемещений 
ил*# напряжений, удовлетворяющими уравнениям, и устанавливают, ка­
ким нагрузкам соответствует рассматриваемая система перемещений 
или напряжений. ^

Полуоб£Оті«й_мето^ азновидцостф обратного метода, когда де­
лают ДОПУЩЕНИЯ о виде некоторых ид фунрпрЙ напряжений "ЛИ перемещений 
при этом дифферен! эльные уравнения существенно упрощаются и реше­
ние их не представляет трудностей.



2.6. «оская задача теории упругости

Решение задач теории у^угости значительно упрощается, кс ;а 
задачу удается сь„сти к отысканию функции только двух переменных 
(длг определенности X  и у ) 9 т.е. к решению так наэыг^емг4* плос­
кой задачи.

B теор?,ч рассматриваются два типа плоской задачи.
Плоская деформация ЩД) характеризуется отсутствием деформации 

в направлении, перпендикулярном к плоскости действия внешних сил 
( £.z  •  Оу. Перемещения будут происходить только параллельно плос- 
кости X o y : U = U  (Хлу ) 3 ( / = C T ( X ^ ) j  UT=O  

vb формул Коші (2.2) следует

^ = O t f r = O t f zx=G.

Дія ЦД, согл* сно физическим уравнениям (2.4), при отсутствии 
деформации <£z можно записать

+ JL [<3z. “ ̂  (дх+ 3y)J = О
откуда Злг = I)(& г+ 3ц ,) (2.16)

Подставляя это соотношение в две ..эрвые формулы закона Гука 
(2.4), подучим

(2.17)

Из анализа формул (2 15), (2.16) и .2.17) еле; ’ет, что

&г= 3xfay)j в, Зх-3*С*>УУ>
y)t Lu* - lLzx=O.

Близкими к случаю ПЦ являются задачи о длинн й подпорной стен­
ке, тоннеле метрополитена, j ’инном цилиндрическом катке и др.

Плоское напряженное состояние ХЩС) характеризуется отсутстви­
ем наряжений в плоскостях. перпендикулярных к направлению 2  « 
т.е. в такой задаче 3 z -C y z * *  Тг**Ол

Sx-Зх л
Ь отношении напряжений ПНС отличается от ЦД лишь условием

Sz9 0.
При ПНС в плоскостиХоу деформации в направлении Z существу­

ют. Формулы закона Гука для ПНС примут следующий вид



~Е (г ' ̂  fy = “ % (2.18)

Эти формулы отличаю :я от формул закона .ука для Ity (? 17) 
т іькс значениями упругих постоянных. ?

Примером ПНС может служить напряз. нно-деформироваиное состоя­
ние тонкой пластины, находящейся в плоскости ) ( о LL , и нагруженной 
по кон./ру силами, лежащими е той же плоскости.

Оба типа задач ПД и ПНС можно объединить и установить еди!шй 
путь решения плоской задачи.

Так как в °^оих типах задач Lzxm C^z = 0 и все функции не за­
висят от координаты Z  , то дифференциальные уравнения равновесия 
принимают вид (третье уравнение обращается в тождество)

23:. . Ж *
Dx + 7)Ц

Ж ж + Ш .  +  LI7>Х 7>у °
Так как на боковых поверхностях напрявллющий косинус / 7 * 0  

то из условий на поверхности (2.6) остаются только два 
X f - 8* £ + Ъху 1 , г *

lfo— i (2.2 св

+ / - о
(2.19)

(2 . 20)

Формулы сведутся к трем I
с _ Du . Jf- \Л. _ De/ . Det
£* - ъ  * - w  -t W
шести уравнений сплошности (2.3) остае*

(2.2.
Из шести уравнений 

тальные обращаются в тождеств.)
остается только одно (ос-

7 ¾
:с.ж  -  ^

Формулы закона Гука для ЦД и ПНС приведены выше (2.17) и 
(2.13). 0

2.6.1. Решение плос эй задачи в напряжениях ; 
функция напряжений

(2 . 22)

Решение плоской задачи в напряжениях сводится к отысканию трех 
неиэг-стных функций Sx(X3̂ ) t ёц (х31]), Т*и(*,ф). Для иг отыскания ис- 

пользуются два дифференциальных урйнения равновесия 12.19) и урав­
нения сплошности (2.22), с заменой в нем деформации на наиряжмия.
6 уравнении сплопности /2.22) лр^т-вляются деформации из формул



(2.23)

закона Гука дла ПНС (2.18). После упрощения получим

Далее, ііз уравнения (2.23) исключаются касательные н аряжения. 
Для этого первое уравнение рав1 чвесь^ (2.19)4 дифференцируем по J  , 
второе - по у  и складываем почленно. Считая, что объемные силы по­
стоянны по всему объему. •пблуЧИМі ‘4 . . 1

_9їгW JJte+т , ' ; (2
-  Ibff ‘ , !| ,V1'- V, ( • 4)

Подставим (2.24) в уравнение (2;23): .*

~%Р- ^ 4' ^  =O
или V 2 ( 8 x * £ y ) ~ 0  ' (2.25)

Уравнение (2.25) называется уравнг*че»л Мо^мса Леви, оно не со­
держит упругих пс тоянных, поэтому справедливо для ПД и ПНС.

Из (2.25) следует, что. сумма'нормальных'напряжений в плоско., 
задаче есть функция гармоническая*’ .. ..

Решение плоской задачи при постгян :ве объемных г-щ сведено к 
интегрированию трех уравнений: ^вух уравнений равновесия (2.19) и 
уравнение сплошности (2.25) при обязательном удовлетвори ии условий 
на поверхности (2.2 ,.

Решение плоской задачи можно ^простить, сведя ее к отысканию 
одной функции - функции Эри. Ее выбирают так1/ < образом, чтобы 
дифференциальные уравнения равновесия fZ.19) обращались > тождест­
ва. Этим условиям можно удовлетворить, 'ли напряжение выразить че­
рез функцию ^  следящим образом

Подставляя формуwvI (2.26) в физические ураг ения, выразим че­
рез функцию Эри также и деф рмац«и

л  - JL/ _ J g V )  • с J *
&  £  ( 7>ц 2  X 2 J j V  E K h X 2  * M zJ  *

Y *
о у -  £

&.Х7)

которые должны удовлетворять первому условию сплошности (2.22), ос­
тальные соотношения ія плоской : дачи у ,овлетворяюгся т дественно.

Подставляя напряжения (2.26) в уравнение сплошности (2.25), 
находим



Уравнение (2.28) с по-ющыз оператора Лапласа может *чть пред­
ставлено V2 V z ^  * 0 ил. V 14Ip * 0 (2.29)

В асаернутом виде урар-ение (2.29) может Сыть записано
>2 7)2 \ / п-.* 7)2,/

( г х * +
Выполнив дифференцирование, получим

ЭУ . ? ЗУ . V t/
^  +  туч -.

(2.30)

Следует обе лечить, ч~обы функция Эри удовлетворяла граничным 
условиям в форме (2.20) после подстановки в (2.20) значений напря­
жений по формулам (2.26)

^=-ф.С- p b M 'rt y ' t 4X) m

-  ( ¾  +Х$+У*)е
Таким образом, решение плоской задачи с удится к определению 

функции напряжений удовлетворяющей бигармоническому урав
нению (2.30), и тогда все уравнения теории упругости удовлетворя-

v2.3I)

ются.

2.6.2. Основные уоавн ия плоской задачи в поля; ых 
координатах

задачи, гдо деформируемые тела обладают .севой симметрией, 
удобно решаются не в декартовой, а в полярных координатах ( 2,(9 ).

Основные уравнения равновесия

/ 9Zis . 9& . JkzQS-^t
T  <26 Г Ш

Уравнение сплошности

ь развернутом виде
/ э г . 3

v * (\+ S o )= o

г) ( 8г + З о ) ~ 1_  4 ?  
^z-Qe * I

£°=гт>&~*1Г * 7̂ r  J
^ сГ . / r̂uT

(2.32)

')
(2.33)

(2.34)

(2.35)



Форц>~ы закона Гука

£ * = £ (? ,- Щ ; Ь

Напряжения через функцию Эри в полярных координатах выражен
2 __•/ * З V  . 2 _ Э У  .
Ог— а ; і 00 ~ ^Zz-'

" І  (ггІІУ
а также бигармоническое уравнение типа (2.34
/Э* у ?и. v
f e  -hT W ^ V tW y  ( « 5  + Т Щ +-&
котороыу должна удовлетворять функция напр лений

(2.37)

(2.38)

2.6.3. Задачи и их решения ; задачи ip. * самостоятельного 
решения

Зодача^І^ Дана прямоугольная полоса-балка (рис. 2.1) длиной £  « бы, 
высотой fj я 2 м и толщиной, равной I. Начало«координат 0 принято 
в середине торцевого сечения. г авныкл осями поперечного сечения 
являются оси Oj/ и Oz ; продольная с ь Ox проходит по середине 
полосы-билки. Функция напряжений задана в виде полинома

Объемные силы не учитываем.

f ^ r J—
Pi.j. 2.Х

£  б м

Требуется:
I. Пр верить, можно ли предложенную функцию напряжений принять р*я 

решения плоской задачи теории „лругости. Для этого использовать 
бигармоническое уравнение 2

2. Найти выражения для напряжений Sje^ <& » Lvtt/% пользуясь следующи- 
ми формулами для напряжений *  *

(а)



2  j)jg_ 2 __ 9- - L
*  ^  (6)

3. Построить поры напряжений Sr , * й у  ДЛЯ сечения, перпенд
кулярного ОСІ' O J C i X - Ч и ) .  ' *  *

4. Определить внешнее си..л (нормальные и касательные), при/, женны' 
ко *.jew четырем граням пг, осьы5ал::и. и привести с эпюры. В 
этих целях использовать условия на поверхности тела (условия 
на * ̂ нтуре тела или статические граничные условия)

Р * Г  -2х CCS(х*(У) + Z m  COS(VjtT)

f y r  = c o i(x ;,r ) + f y  c o f ' g t f )  
где Oxtf , p y t f - проекции на оси Otf и Ou внешних сил, действукудих 
на гранях Пилосы-балки ; - нормаль к грани; £-С О й(х,л^
ЛІ-СО&Qjz (ҐJ- напрааляициу косинусы.

IX ІІ™
I. Проверяем пригодность

Ъ . - О х и г- ± х 2 , J S ?  =  :

( в )

Тйг*2 у 4 * j - 2 x z$ t 2 $  /

З У  _ с>nz—/jxz ■ .?¾  -  2x*-t2 / - ^ r - - 1ZVЪХ2~^</ У* ’ Щ*- XX -tcL, V'if,
V i  - - S r  J t e = P  H t e  l n - 0  j S .  = и-  *Х> 7>х* * Ty3 V. -О .-Щ уг-У -TПодставляем найденные производные в бигармоничехое уравнение 

(а): -в + Г : +0= j . Следовательно, заданное^^£^)?ождествен-
но уловлотворяе'" б и гармоническому уравнению плоской задачи теори 
упругости и может быть принято дли решения.
2. Выражения для напряжений (б)

&  = ¾  - 2x^ 2J Ц?^ Щ /
Проверяем вшюднб. ле уравнений равновесия

'Ъ&г , Ъ'ХХ -  л  

7 SVy і  4у - ,о
^  ^/У

уравнений равновесия 

йг -£г=С>

- * / у  m y - о

Выражения для напряжений определены правильно, ибо они тождест­
венно удовлетворг т дифференциальным уравнениям равновесия.
3. Построение зиюр напряжений в сечении X  = 2 м.

Для этого сечения 8 * ~ 2 х 2і 2 . - І 0 )
ёи = 2у 2 2г2= 2-<6, Zy=-Uxy = -Su
^Вычисления выполняем в табличной фор G



Координаты
точки

Величини
напряжений

' p p  м J

/

T-. - ° t :  -

“  & 10,0 10,0 Iv9 0
-14,0 -16,0 -14,0

_____ ^ _______ і * л.0 ,;'■ -3,0

По г^лученним данным’сзд/оим, эпюры напряжений в се ;нии

^  Эпт$* • " Рл.;6у ori 9nS*i
Ю WtiOfm -   ВО

$
Il ж

WO

/6.0

м* ш тwA--- — і

A i i ^ t
Рис. 2.2

4. Определение Ь.іЄШНИХ сил (3)
Левая грянь: X=Om j 6=-7 ; т=Ой) 2 x z+ 2- ‘Z)

2tj  - ^  = 2/'>  V*tf~V o f =о, 
ґх<Г= &(-*)7 txjj-O--2дх~ -2;
/% Г = % у  ( - 4 ) + 6 ^ 0 =  О

Для сил, нормальных р>пГ и касательных Ptfdy к этой грани 
строим их эпюры. a /) ^  г

Правая а̂нь: X - C M - J j Hl -0^ 8jc-2xZ-t2~26 +2-7*/̂

гГ 2 / - Ъ * - 2 / - 1  6‘ = 2 /- '< Z

рХІЇ — Зї f +cLsjry О- Ъх —Щ)

Для сил, нормальных рх<Г и асательных риУ  л этой грани, 
строим их эпюры, изменяя Ц. от - У г д о  + hJz-

Ш  сняя грань: /* )1=0,171--1 і &  = 2 х 2+2,
3 j - 2 g z- Vxz - - Z z -Vxz-  -Vx2J Zy=-Vxy --I/; f--Vx)

Cbr^Zx-о+ Zy- /= Z y = -ЇУ,
Zy о + eg•/= ^  'Z-Vxz



«Лшра ірмальньїх сил

Рйс. 2.3

л,



Дьл сил, нормальных P y f  и касательных рх < Ґ к этой грани, 
строим их эпюры, изменяя X  от 0 до £  а 6 м.

Нижняя грань: Ц -  — }  £ - 0 } С. =■ 2 х

2 д  г-  V x 2  =  2 ( 4 )  -  V xz= 2- V xzt  Ц

р* ~3х о + (~*)-~ 'jy-'tyX;,
P y tr ^ b q O  t & j  ( ч ) = [Z-Vx2) ( -  і)---2 ^ х г .

Для CHwf нормальных р и іґ и касательных ЙтЯ* к этой г^ани, 
строим их эпюры, изменяя х  от 0 до £ , а б и

Эпюры сил, дейст..«цих і грани полосы-баи;:, приведены на 
рис. 2.3.

З а д а ч а ( д л я  дамо сто ят ̂bHorqjpeai єни 
Геометрические параметры полосы-балки шять по рис. 2.1. 

Выражение для функции н^пряж^ чий \0 выбрать из таблицы 2.1, а 
чис овые данные - из таблицы 22. Объемными силами лренвчречі 

Требуется: I) проверить, можно ли заданную функцию & У )  
принять для решения задачи • найти выражения для напряжений , 
За • ; 3) построить этюы напряжений для одного сечения ;
определить норма: .>ные и касателы е внешние силы, приложенные ко 
всем четырем граням, и привести их эпюры.

Таблица I
Выражения для функций напряжений



зс

Числовые , іачения

Io след— 
няя циф­
ра шифра

п. ;■ £  : г ; h : Af 5 ё -
U

о, /; : * . 2 і ^  J1: I 0,2?
T 1 і ? ' * 2 5 У I 2 C ,25
2 ■1 2 , 6 V#§ і , Г‘. 0,5
3 і 2 6 2 2 0,5
4 і 2 6 2 +1 0,5
5 о I 5 1 'l ' ' 3 0,25
6 і I 6 " 2 2 0,5
7 2 T 6 2 I 0,5
8 I , 2 4 2 I ,5
9 I . 2 ..6 V I 2 0,25

2.6.1. Осесимчетри* Je задачи. Решение з напряжениях

Пр наличии осевой симметрии у напряженно-деформированного 
тела и.схемы его агруренил нормальные напряжения, в полярной систе­
ме координат ( Sj ©  .) не зависят от углоь^й координаты 0  и 
являются функцией только радиуса-в^.стора S * а касательные напря- 
жени = 0.

В этом случае основные уравнения теории уп; гости могут быть 
записаны в следующем ■ мде.

Из уравнений равновеск . остается одно

(при отсутствии объемных сил).
Формулы Коши

(2.39)

(2.40)

(составляющая перемещения ^  ь "илу симметрии равна нулю). 
Формулы закоиа Гука

< S e --jr  ( 8 i cfa--g- ( S i , - u.4i)

Выражения для напрял іий через <J ікцию

2  / Ъ£. " - п* - о
f

(2. Л)



Условие совместности (2.nS), которому должна удовлетворять 
функция Эри, хдкже приобретает сокращенную фор/у

/_2 І

или после раскрытия скобок ^
J V  , £ 2-у /2)¾

I=O

_ / gy
<fz-v. ' Z 9 2 . S Л - 0& * Г  . ..
Это обыкновенное линейное ДИффЄрСИЦИиЛЬНОС уравнение, общий

(2.43)

интеграл которого . при подстановке этой функции в
исходное дифференциальное уравнение последнее тождественно удовле­
творяется ^студентам рекомендуется выполнить 3Tv контрольную опе­
рацию в порядке самое ятелы j o  упражнения).

Подставляя функцию [p ^ A u J tf B ^ t C  в Фор •• ;ы (2.42) длг вы­
числения нормальных наладжений, буд* иметь

3 e .~ 4 a .- l-Z b  -J (2.44)

где константы А и Z b  Oni зде^яютсл ^з Граничных условий каждой 
ко» рет,ной задачи. Проиллюстрируем лолучошгое!решение Ku прі ере. 

Задача. В длинной толстостенной трубе с внутренним радиусом 
Ci и наружным радиусом 4 ( определить напряжения т внутренне­

го равномерно расправленного Деления р а . Наружное давление от­
сутствует . і *

Pejmemie. Имеются два статических гранич .ых уел jиях 
—р а  5 <$2 ( г - і ) = 0 * Подставляя оти граничные условия в фор»цглу 
для вычисления в ^^2.44), получим

- A = £ + 2 B j
0ТК' Яа \ - D  O2A2 • 9R -  D n-QZ-Pa £2_0± , 2 ° ~ P ap.QZ

О— +

найдем
Подставляя найденные значения KOHCTpajjT^ ф рмулы (2.44), 

( ~ )
<3г  ~РЛ qOrY-I

Напряжение а сжимающее, a OO ' растягивающее 
Решение в пе^меїщенитсд Ht Альная система уравнений состоит 

из уравнения равновесия (2.39), формул Коши (2.40) и формул закона 
Гука .2.41)



Решая два последних уравнения равновесия относительно З ь  и 
З в  и подставив в них вместо Sz и S s  их выражения через пе­

ремещения, получим ~

<а)
~ _ Эти вьп жения подставим в уравнение равновесия

я  / % г  J f y r  \ u F . j J a t  I t e r  и Г ,
- W  +~£ ~ - 7 Л  rC w -*TW~ ̂  + г г& "«**

* & ) - 0
или

(б)* Г _  л
эгг + ааг.. гг ~ с/

Это обыкновенное линейное дифференциальное уравн Ufe9 общий 
интеграл которого п

u j^ A i,
где А  и В константы, определяемые из граничных условий 
конкретной задачи. *

Задача-Ляме.
Задача о Hait женном состоянии толстостенной TpycJ9 решение 

которой приведено выше, - это п̂рощеііНьїй _ариант классической за­
дачи Ляме, "опредеї ть на..ряжения в толстостенной круглой трубе, 
находящейся п^д действием вну синего / І  и внешнего p g  рав­
номерных давлений ; внутренний радуге трубы равен C % внешний О

Решение. Общ Л вид решения для всего класса осесимметричных 
плоских задач ^

дв^
Граничные услс ля 6 i . £ ~ Q ) - - p a ,; 8 t ( i ,  * ) - ~ р $

- p b - - - ^ z + ± . 2> ; - p g - - 4 t + 2 B >

pt'fli* (-JZ - Jz) A • °̂уда
Подставив значение А в люб e из дь с уравнений (б), получим

2 В = ^ / ^  ' W
Используя найденное значения А  (в) и 2 О  (г), получаем 

решение задачи Ляме

Z a  S C kz& H
г , І ~
іюрр з

■ ; } = ф 2 6 (а)

(б) 

Св)

' S - - O 2 ’ "  а г- й 2) ^
Япюрв этих напряжений показаны на рис. 2.4.
наибольшие сжимающие , .диальные и растягивающие тангенциалы



нормальные напряжения возникс р в точках у внутренней поверхности

^ Гипотезы (Кирхгофа), причимаемые при расчете тонких пластин ( ^   ̂Jo /П0 пРиближенно  ̂- технической теории.
1. Гипотеза прямых нормалей: любой лине ный эл ент, нормаль­

ный к срединной плоскост пластинки, остается прямолинейным и нор­
мальным к срединной поверхности после де^рмации, а длина его не 
меняется (гипотеза предполагает, что ^ gz = 0, f i x  » 0,<?z ~ 0).

2. Гипотеза нерастяжимости срединной плоскости: в срединной 
плоскости ітсутствуют деформации растяжения, сжатия и с; wra, г 
значит срединная плоскость является нейтральной, следовательно 
здесь перемещеі !Я U0 в 0, Oo в 0.

3. Гипотеза об отсутствии давления между слоями пластинки
( <3z » 0) .

2.7.1. Перемщения и деформуй в пластинке

оогласно первой гипотезе £ z =. ^ » 0, следовательно, проги­
бы пластинки не зависят от координаты Z  , т.е. U f  * СіГ(хф. 

Составляющие перемещение точек пластинки в направлении осей 
/V и ^  выражены 4ejpe3 функцию прогибов средник Я поверхности:

г/=.-.
h u T

W
(2.45)



Составляющие деформации нагудятся с помощью формул Коши (2.2 ), 
Подставляя в них значения состав :ющих перемещения (г 45)

x^ ¾ / V  .

(2.46)

і, 2.7.2. Напряжения в пластинке
! * , « . ^  я  ■ /, іі! •;
Напряжет . вира:, jhw чер^з *бдну функцию двух деремепцых и Г(Х ^  

следовате/ чо, функції продибогхиграет ,здесь ту1 же роль, ' о и функ­
ция напр^ений в * плоской задаче т• '
о ■ є г  (<&г, ь iVl)i р Мі-УА«Г:.+л)_иґ\.

& — S W ^ H u 2- M  ̂  -  /-
-  _  £ г  ; ^ r  S :  ' B  Z h z  S A  2

/7г ж ; ^ are І £ ч п )  ( . V z J m v  «.47)

r v a — £ — Y  ~ z j ~ $ x '
На рис. 2.5.

пластинки. Напряже*, я (¾
показань ра' нэеделение »тих^ напряжений ю  толщи э

линeйнoмv зак у, обращаясь
. &  и = распределяются по 
в уль в йчках срединной плоскости, а

напряжения ^zy распределяют' ’ по параболе, ді ітигая о точках 
срединной плоскости максимальных значений

Усилия, вс никающис в пластинке, выражены через прогибы ь  ̂
среди 10Й плоскости.



і.

Изгибающие моменты

H x = - D  ( - # .  ♦ i f f l i  Ц Г П Ш  Щ г .

ПОПОреЧНыЗ CZJTJ \ я  . і лЗ - V

I (г- 

M9 -Vfi Ш *

48)

49)

(2.50)

Bxjxgi я р  формули (£.48), (2.49),)^2.50) величина 
JD- a t t ’T называете^>1̂ уршцрической жесткоет .) пластинки и яв­
ляется физической и іьомотри^Ьской характерцетf.?»»Й пластинки при 
ее изгибе.

2.7.4. Дифференциальное уравнение иэогк той срединной 
поверхности плас-мнки

Напряжения и усилия з пластинке виражену nop^j прогибы среди­
ной плоскости пластины U T (V, ^  . Следозательно, для гегаеиия задаю­
чи необхо(ццм^ |знать Функция песгибов. Дифференциальное уравнение 
изогнутой срсдик эй поверхности іастинки (уравнение Софи Бермен)

; І,; і D (г-5”
или I J v W s CL 'I V  V

При'MHTerWipoзаиии уравнения С. JKepMeff (2.51); появятся произ­
вол ;ч;1е постоянные, которые полжны быть определены из условий на 
тгоитуїр г кстинки и зависящие от характера закрепление -'е крае».

. Условия та контуре пластинки
1 На контор- !пластинки(в зависимости от характера закрепления 
краев- могут 'быть заданы Hj прогиоы |И углы лове >та срединной плос­
кости. иэгибэ*гцие »q крутІящие моменты, поперечные силы. На каждом 
крае следует зацаты два граничных іусловк^.

Рассмотрим^граничные ^словил шля различных закреплений краев 
на г тмере npjr угольной пластинки (рис. 2.6).р X/У////УУ//УУ//УУ/////У//_^  лLi. djU

Ги
I rI

I
V
Il

<---------5----------- У  P--C. 2.6

'Z L .



Заземленный край_ОА._ з защемлении отсутствуют прогибы и не* 
аозмс.-.ен поворот краевого сечен.,* относительно оси X  , т.с. пр! 

U - Q  должно "ыть и ґ  * о * f -  ш 0.
Ша^шрно-опеот^евк^шя На шарнирио-опертых краях

прогибы и иопиба»щи9 монете равны нулю, т.е. U X = 0 и М / * О* 
Выражая изгибающий момент череэц прогибы пластинки по формулам 
(2.48), последив- условие может быть представлено

У и Г  , ,) VsU T - S t  
' ' - J y Z - V

Свободны^ ,крой_В. На свободном крае проявляются прогибы и
имеют мос  ̂повороті краевого сечения отнреите но оси X  % т.е* 
при ̂  должно быть Ц Ґ  4 4 О*

і'Ложно '’’акже исполі овать ста^чеовіе грани иные условия; н г 
свободном крае CBt например, обращаются в нуль нагибающая момент 
/\^ , попере гая сила ^  и крутящий момент М у/ .

2.7.5. Прямоугольная пластинка, решение Навье

Для прямоугольной пластинки реи. ние равнения 3.Жермен (2.51) 
в конё’люм вице по~’»чить .е удается, приходится искать ь.-о в виде 
бесконечного 'яда.

Реа-ние, предложенное Навье, пригодно для прямоугольной пла- 
ствнки, шарнирно с :ертой по контуру и загруженной поперечной на­
грузкой интенсивностью ty(X }U )> изменяющееся по любому закону 

Q (рис. 2.7). Д

-* ETtT
S u

<51-

Si

Е Е Ш Г Й Ш
а Jk Рио. 2.7

Решение уравнения С.Жермен -.51) представляет собой цв'йной 
тригонометрический ряд по синусам

о«о О*»

^ ) = Z X , ^  ŝ -  iinjT
(а)



где /\тп - постоянные числ^#юзффициенты ряда;
ГП>П - цепью по полги тельные числа If 2, 3 ....
Pki Ca) можно записать ? развернуто:/ виче .

иг.( X ^ ) - A u i L n l i n + A a i w f  ̂ - X  *  

+ A z id w ^ ' +A2̂ d i n - -  din^ j l ' +

Коэ^шиенть» ряда (a) опрець-.Я’отсл по формуле

Дальнейшая конкретизация задачи зависит 6* чида функции'' Ot ĵl

2 ,7 .6 . Чрямоурольная пластишсз ;.релеш:е МЛеви

(б)

Решение М.Леви является бо.' е общим, оно пригодно Г ЛЯ прямо­
угольной пластинки, два противоположиох арая к о т о ш а р н и р а  
оперты, а два других имегот любое закрепление, защемление, шарнир­
ное опнрамие, свободный кра...

Рассмотрим пелк ше на п̂  імере пластинки (рис. 2.8>, две гра­
ни которой шарнирно оперты, две - защемлены.

О  . /г и  /./ ijuu/.'f. щ X  чіп .
\А ц  £  T

с •

У
m -г. ~ГТТ7ТГГГТ7ТГГГГ

<ач H  х>
ч

&

'П Г Г Г Г ]
Z Д г  Рис.л г

ЕШ
2.8

і
Чтобы выполнить граничные условия, функцию прогибов можнр 

Принять В виде оо

«Г= Z  Yd indX (а)
где * __ п7Г .

Q
Для'определения! у  

мен (2.51), в результате пол лш

У $*1
- произвольная функцил одного аргумента U . 

V  подставим функцию (а) в уравнение С.Jrepr

Z  ( у.-а/ у ‘ы У ) м м -
(б)



Для решения уравнения (б) аэложим правую часть в -тригономет­
рический ряд $урье по синусам

. T-AatL- г- У  Нл (U)SUioUt ■(»>
,*/ D ( г/ * »

Коэффициенты ряда Зурье Г/7 /являются функцией , и
они здесь о предо пят "ся по фор/уле из <урса математического анали­
за (разложение производится’на отрезке 0 4  X  ̂  G )

; »̂(!/> у I
Поде явим ряд з) в уріавйение (б) *

г  (/-2d у"+и Yjî =S гп (фйп*х
ил̂  [ у ' у*+л V -  S  (^)] dindx=o

0*1 Это условие выполняется, если каждый член ряда равен нулю

. y ' v- U ' /  + ^ y - Frt ( у ) = о  (д)
Получено неоднородное д,"*іференілиаль..ое уравнцнйе четвертого 

порядка ; его решс ие р&~но сумме общего решения соответствующего 
однородного ' *авнения ( ' и частного решения неоднородного
уравнена Ьп(ф>

Однородное уравнение имеет вид

Y f - Z A 2Y (в)
>0 решение в гиперб~по-тригономвтрической форме

Y r - A n c h d i j  B n y c h u y  + C n d h d L f.+ D n ^  i h d y  (ж)

Общее решение урс^нени" (е) —

Y (ф-Anchdy  ̂2>nu,ch.y+Cnity +DnywJy-t- Z (у„3)
Подставим функцию у ( и ) в  (*)
UT= z  \AnchdM* + t n s h d y +Dn y s h d y  + ^

Эта функция Является решением ураьнения C..Бермен (2.51) для 
поперечной нагрузки f y (Xj V^9 распределение* по поверхности пластин­
ки по любому закону, и удовлетве, \ет граничным условиям на aupr’p- 
но опертых кралх OC и _А5.

Частное решение Fn (ф неоднородного дифференциал «ого уравне- с 
ния непосредственно завис. .• от вида фикции Fnty)-



зь

Для определения произвольных постоянных An , Bn * On И 
используются граничные условия на защемленные краях OA и

В С ,  ‘
ряд’ы» в фу^криях прогибов, и в. е?-прои8вс1Лных .сх9ддтся значи­

тельно быстрее* чем тригономЬтг-ческйе ряд’ э решении НаВБС, поэ­
тому решение М.Леви бо..ее удобнот в практических расчетах.

' Jl ^  *?*'
2.7.7. Основные уравнения и *иба круглой пластинки

I'fv-
В круглых пластинках Целесообразно использовать полярную си­

стему координат ; в с )М случае прогиб и нагр>г<а будут функциями 
2 и O  t т.е.цґ(2,0)и Q/(2j 6 ).

Основные обозначена: М% - • гоиныя изгибают й момент в 
сечении, перпендикулярном радиусу-вектору 2 в рассматриваемой 
точке, - радиальный из бающий момент; Mo - погонный изгибаю* fR 
момент в сечении, совпадающем с радиусом-вектором S  в рассмат­
риваемой точке, - тангенциальный изгибающий момен * - кру я-
щий изгибающий момент; Q z - погонная поперечная сила на площадке 
с нормалью 2 - радиальная поперечная сила; Qo - сгонная по­
перечная сила на площадке, с апа^а^й с радиусом-вектором 2  , -
тангенциальная поперечная сила; и г  - интенсивность приведенной 
поперечной силы.на гранят контура, перпендикулярных к радиусу-век­
тору 2 ; Qq - на гранях, совпадающих с радиусом-вектором ^ .

Дифференциалі эе уравнение изогнуто срединной поверхности 
Г ^ / Э 2 dZ \(РиГ, -/диГ. У Уг/Г\ л

> 2 р * ~ 5 ? г . '

M e = - D [ t j r + ^ . g r ^ g r  J

М»= -D  (V- ( 4 ^ 0
Q 2 = - D ^  v V * j  Q s = - D  Y $ p V zu r

(2.53,

(2.54)

(2.55'

Q t = - D i C - S f
4 ?u T  4 V u T \

i t Zz W z J

или



О  -  -Г,-* -Э/ ± Ъ и ,  4 диг)
U e -  ь . & К д ь * +  г э ъ  ^ V - W /

Г )" ^ — Г) / “ЬМг-в . п"г {./і 'iAho  
U i  -  (^й у  W -  ' <•« +

0 ^ = - - 0  [ i V 3U f*  о - (1¾¾]
о Г = - в ^ и ^ ( / - 4 гг ( ^ } ]
2.7.7.1. 0сесим»*ег ичные зедячи изгиба круглой пластинки

(2.56>

(2.57)

(2.5Ь)

Задача будет осесимметричной, ^сли нагрузи- на п астачку, а 
также ус..̂ рия закрепления ее краев не зависят от полярного угла.
В этом случ з прогиби также не зависят от поляр» го угл; Q , а 
будут функцией г',ной координаты S- , т.а. UT=zUT(Z).

Основные формулы npHO.pe.uJ0T вид.
Дифференциальное уравнение изогнутой срединной поверхности 

Г) /L V L v 2 I 2ur- 1- -ЗУ".. У. %аП -  Л/ (2 59)
- D U a v - 5 Р  & * ? & * *  * * 2 t  ) ~ у  v  ' Ю )  

Alfe= -  D  Me = _ D  ^ l f + *^ 5*/  (2^ 0)

Мг0 = 6  (2.6х/

( ¾ ¾ * ) > Qe~o (2.62)

Q ^ = Q i ; Q f i c )  « . б »

Уравнение (2. можно ,.зшить в общем виде. Ібщее решение не­
однородного дифференциального урі ІЄНИ л ОСТОИТ из суммы общего ре­
шения соответствующего однородного уравнения G^ и частного реше­
ния неоднородного уравнения u/ Ĵ иГ—СІЇі+иҐ (2.64)

Общее решение однородного уравнения
+ ! M L -  п

~ W  *  2 г а 3 ez % 2 2і ?а
соответствующего неоднородноцу уравнению ч2.59) следующее

UrJf = Oi+Oz £п'с +С$<} + Оц (2.65)
Для того, чтобы получить четное решение и ґ  

(2,59) предстоим в виде
уравнен’

/ Э  L
Я Щ г

2
г г

± 2 _ ( > Ъ г \
f e %  Kc D t  )

- S M
"  D

(2 66)



Общий вид частного решеки найдем, интегрируя последовательно 
четыре раза уразнени| (2,об) -

“̂ Чэ /ті г [ [т( / ^ [0̂ (2,67)„ 3 14 tmO О „  ̂ JДля равномерно распределенной нагрузки ~  ̂всьи поверхности
пластинки Q j C O n f tL выражение (2,67) после интегрирования при­
нимает вид J J r 64D  ; : общее решение .іеоднородного дифференци­
ального уравнения (2.59) будет

« Г *  + Ct t CzinIj-Q5Z2̂Cm ( 2. 68)

друг лая пластинка опертая по кон.; л  и загруженная
£аітомерио_распреігленноЯ по поверхности нагпуэл (рис. 2.9)

РпГмеГ

Рис. 2.1

Опр^деляер постоянные интегрирования о решении 4j.58), исполь- 
eyff условия. В центре пластинки при g « 0 прогиб дол­
жен иметь конечное ачение, так как £*lC - - O cs t то в решении 
(2.68) необходимо опустить члены, содержащие множитель £л!*, , т.е. 
»ірин,.гь С ^ С ч S О*

Тогда уравнение (2.6S) можно записать

& ' % ч Ъ - * Ь + й ъ £  (а)

Далее, на контуре пластинки при Й-(? „ юны нулю прогиб ц Г
и радиальный изгибающий момент Mb у п

Подставлял - (б) функцию прогибов (а), получим два уравнения с 
двумя неизвестными Cf Vi Cs

J j ^ + C t  + C sQ ^  O 3

От*/ца . о  , ц и
п  a W  fra . п  3 * J  & а \
L*~~~\JdZDCt L1~1W OlJD 6"JD



функция прогибов (а) при установленных Ci и С$ будет 
иметь ВИД Л , 7  1.2\ / _ ) \

. «.>
Максі альный ирогио возникает в центре пластинки при Jj » О

М  W  ' 4-t'J бШ > (Г
і Выражение для изгибающего.момента щучим, подставляя функцию

прогибов (в) в. формул1 (2.60^ I 1

M t =  (з*0)'о2-£*),- М ^ - ^ ( з ^ ) а 2 (д)

M хиыальные изгибающие моменты ^зникают.в центре пластинки 
при 2 * 0  Мь(то*)~MgO(W)=-^- (з  0)

Й точках онтура пр” 2 -CL изгибающие моменты равны Mg в С.

Характе̂  эпюр изгибающих моментов показан на. рис. 2.9. 
Сплошш*я_э̂ -£мленная_по kohtv̂ v пластинка агруженная_р.авнс£

*е£Но распределенной_нагруз (рис.J J 1I Ob
9a Mt Эл Иа

Определяем ПОСТ "Кные СЛ и , используя граничные ус­
ловия, на внешнем контуре пластинки прогибы и овороты сечег'я от­
сутствуют, т.е. при Z-Q , иУ а 0 и * 0. Подставляем
в эти условия функцию прогибов (а) - предыдущего примера

І ®  + Л  + й 0 2“ 0, - ^ * 2  Oi O -O

Решая уравнении, находим
P -  W z • л = _ЗА<и 
3 г'Г>' L <

Уравненг изогнутой срединной поверхности принимает вид
\2

« > = $ ? ,  ( а 2- г ч : (а)



Штв* 6ЧП
Выражения для. изг бающих* )мен™в * 1

M ^ S L  ( w ) Q z - ( 5 ^ ) t zi  -
~yjУ6

M e- % rCf+1)) az - ( « г  J s zJ  

ИоЛН,ЛОЩИЄ моменты э центре Ĵ Jjacтинки при

(б)

S = G  равны

M==Mg- J F  (""1O
на контуре пластинкц (при S - C i  2

Характер эпюр изгибающих моментов показан на рис. 2 .1 0 . 
Кольдепая пластинка с ^л^р**леншл/ загруженная

£а^н2 М£рчо-раС£оэг1еленной нагрузкой (рис ̂  2 . П К . ___

щие граничные условия. На внешнем защемленном краю при *=Ях , •
и Ґ - 0 , гу£~~ = 0 ; на внутреннем свободном краю при при Й » о

Q f 2- O 1- D 1 ( - Ц Г ^ Й 9 = °
Подставляя в эти граничные условия {\ушшию прогибов (2 .6 8 ) , 

получаем следу уъ систему уравнений

+ Ъ + 2 з .С п о и -С ъ а г*(1 ч а Ъ а = о

-f + ZOiQ *2СН a ̂na+C4 a=O



^ г + 2 С3 -+2 0 ч І л & і-д { ! ч +

)  ( J t i l  +  &  + 2 С з + к _ пч і п і + ^ у о

Решая „истему, определяем значения коэффициентов

{о-і)а'-\(5-з*)аЦ 0<і)Єп̂ Т-
- г [ ? ( м ) ;  t_ к< -2 ?па)(о - -§ J j H  і

C3 2 (<- )Хн2Іг.а)Л̂'
ги u * o - W z*G *M z 1

Уравнение изогнутой срединой поверхности пластини (2.68) 
после подстановки оначений постоянных

Uj= - J ^  p t 2  с<-k-2f)G-p ^ t p 4-  Чкіпр-gp‘p

РА>4 ; / 4----  ~ J f - v f r f o t j p
альнейший подсчет усилии и напряжені

предыдущих примера...
напряжений выполняется, как



2.7.8. О сущности вариа очных методов решения 
задач по теории изгиба пластинок

сущность вариационных методов заключает'я в приведении основ­
ного дифференциального уравнения в частных чрои^лэдных (2.51), 
точного раиения ко торс ) для многих важных практических задач не 
получено, к системе линейных алгебраичес их уравнений, приближен­
ное значение функции прогибов ОТ (х^О^шшяо принима.ь в виде ря­
да с конечным числом членов ^

Um = J L  Q ijf i , (а)

где j f i  Ск>^) -  линейные независимые фу'”ц т :, удовлетворяю :е
граничным условиям зад,. м; Oi - п. ^тоянные параме** ы, подлежащие 
определению из условий, чтобы функция (а) по возможности точнее 
Представляла искомую ф„ ікцию иГ(хд^).

В зависимости от числа чле зв ряда (а) решение моглт быть по» 
лученої с любой степенью точности. Для отыскания г оаметров испс ь- 
зуются методы Ритпа-Тимошенко, Бубнова-Галеркина, Зласоза и др.

2.7.9. Задачи для самое оят*льного решения 2

Задача $ I.
Прямоугольная пластинка Срис. 2.12) изгибается под действ; д« 

поперечной нагрузи интенсивности Of . ідано уравнение упругой 
поверхности пластинки I ifm . Требуется:

I. Установить, каким граничным условиям удовлетЕ ряет предло-

2. Определить постоянный коэффициент C . используя дифферен­
циальное уравнение изогнуто* срединной поверхности пластинки в пря­
моугольных координатах.



° . Составить выражения моме тов и поперечных сил по известным 
формулам для этих моментов и поперечных сил в прямоуі льных коорди­
натах.

4. Построить эпюры лгментов и поперечных сил в сечениях X  
или IL . '

Уравнения пг^ер ’ной нагрузки ty к упругой поверхности
пластинки, цГ(ЛІ у) приведены в таблице 3. '

Необходимые Числовые значениям для пр>..,іоуро~ьньгх пластинок вы- 
брат-ь из табл.'Л. J V, s ♦

*' 1 і 1 ,Табл-ца 3
Уравнения прямоуголь іх г ^acтинок

Номер ва­
рианта за­
дачи (сум­
ма трех по­
следних 
цифр шифра

Очертания пластинок по ри . 2.12. Уравнения попе­
речной нагр; кк ty f c y ) и упругой по*еохност* 
пластинки иг (У ч) . Жесткость пластинки
O =-C onst

I 2 •

0 Очертание плести; ,и по рис. 2.12а 
ty^ eou o ti и) = C (x -o )2 t y - f r 2j  C=Conit

I Очертание пластинки рис. 2.12а 

= Lvndj UT= Cxy (X-O)(I)-l ) j  п - con it .

2 Очертание пластинки по рис. 2 Л2а 

C=Con t'jtye fyo f UT=C

3 Очертание пласт-нки по рис. 2.12; Q^=ConSit C=Gonit. 

6in :- f  j U T = C - S i n Sin

4 Очертание пластинки по рис. к..I2a; fy-COnit ̂ O=Conit.
^ c c п Ш  6i n 3 ^ L

с
KJ Очертание пластики по рис. 2. т2а; Cb0=Cozfstj C=Conit 

У & п—£ j  и Г = С І и і ~ й і п ^

Очертание пластинки по рис. °.I2a: CLo-COU^lj C = СОП$Ь



Продолжение табл. 3

I : 2 * *

7 Очертание пластинки по рис. 2.I?a; <h0-tt>/?gt; C -PcngL 
-ur^ c

8 Очертание дтлас тин чи по pitc. ..I2a; (I0-CCnst)С -Ci,* &Ь 
( y = ty o & n ^  « Г -С б іл - f

9 Очертание пластинки по рис. 2.12а; Qf0-Conbb C^Conit

U P zC iin --:?

IO Очертание .їластинки по ,же. 2.12а; (J0= "''flii.jC -C o tlit
п _ п <•:„ ZWdг:п Щ . . „ г- р , - ,Щ . з і ї*° / - £ ■  C o )  U T ^ C i I~ f .  ■ <М1 - £ ■

п Очертание пластинки по рис. 2.12а: Qt=-Con %? C- Conit 

U T = C (X -Q z)  I y 2- P )

12 Очеотс не ллас* чки по рис. 2.12a; CL0- C O n ) C-ССП(>Ь

* = < h [ f  Q*+q*) C O i Z i ^  nMiL

ІЗ Очертание пластинки по рис. 2.126; ( ĉ -  PengtjC=Conit

UT=C ( і - COiZ^t-) 6ІЛ -¾-

14 Очертание пляс* яки по рис. 2.

Vtr-C 0 + C O i ^

15 Очертание пластинки по рис. 2.126*

V i T Z -



4а

Числовые значения для П] "чоугольных пластине**

Послед-: 
.«ял : 
цифра : 
шифра :

а,

M

I
к

> Толщина

КM
X

M
% I
м :

)

0 6 3 о д 2 г 0,3
I 3 6 0,1 ▲ 2 0,3
2 3 0,1 I I 0,25
3 б 0,2 2 2 0,25
4 6 3 0,1 о I 0,35 3 б 0,1 I 2 0,3
6 3 с. 2 I I 0,35
7 6 6 0.2 г. 2 0,35
8 б 3 Л,2 2 I
9 6 . б 0,2 2 2 0,3

Примечание: V - коэффициент Пуассона.

Задача $ 2.
Круглая пласти ...са (рис. 2.13) изгибается под действием попереч­

ной нагр^ки і тенсивчостью у  . Задано уравнение упругой поверх­
ности пластинки иУ~ . .

Рис. 2.13



Требуется:
1. Проверить граничные условия.
2. Определить постоянный коэффициент C * используя дифферен­

циальное уравнение изогнутой срединной поверхности пластинки в по­
лярных координатах.

3. Составить выр$л іия момьлтов и поперечных сил в полярно ко­
ординатах.

4. Построить эпюры моментов поперечных сил в диаметральных 
поперечних сечениях.

Очертание-и уравнение круглых пластинок взять из таО,.. 5; чис*о- 
вые значения принять г табл. 6.

Таблиц** 5
Очер гния и уравк fHH кь,глых пластинок

Номер ва­
рианта за­
дачи (сум­
ма .рух 
последних 
цифр шифра)

Очертания г-астинок по шс. 2.13. Поперечная 
нагрузка и ург *ение упругой ровсрхко^^и UT(XM) . 

Я'естскость пластинки Z D ~COn$t ч

I * 2 '

I Плотника свободно перта по контужу (рис. 2.13а). 
HarwpKa интенсивности (Ь**£оп6с  распределена по 
всей площади пластинки у r

^  (Oz-Zs)  Щ - а 2- * : )

2 Плдстинка защемлена по контуру (рис. 2.136). Нагруз­
ка интенсивности Qz=-ConSt распределена по всей 
площади пластинки^ ¥ C=Conet

3 Пластинка свободно оперта по контуру я нагружена 
сосредоточенной силой P  (ріс 2.13в),^*^лг«

4 Пластинка защемлена по контуру и нагружена сосредо- 
т ченной силой ’ P  (рис. 2,I r̂).

ил=-C ( ъ гСп-2£  + J & j f i ) ;  C=ConSi

Пластинка в виде кругового кольца, свобопно опертая 
по контуру, нагружена моментами ут7 , равномерно 
распределенными по наружно^ контуру (рис. 2.13д)

Uz=C [ ^ 2- £  Іп^^сопіЬ



Продолжение табл. 5

I ‘___ 2

б Пла-тинка в виде кругового кольна, свободно one гая 
по наружному контуру, нагружена моментами /71 , 
равномерна определенными по внутоеннему контуру 
(рис. 2.13e>г в , .ч і

°= m i i

7 Пластинка в еидє кругового колыта защемленная по 
. -’аружночу :онтур ,* нагружена моментами ГП , равно­
мерно распределенными по внутреннему контуру

иг- о г  с=Шьс

Таблица б
Числовые значения для круглых пластинок * I.

Последняя : 
ци'Ьра : 

• ши'Ьра :
о  ;
м :

ё
M

• Толщина, H  [ 
: м : і)

0 3 I 0 , 1 . 0,25
• I • . 4 I - 0,1 0,25
2 4 2 0,2 0,25
3 5 2 0.2 0,3
4 5 3 J.I 0,3
5 б 3 ‘ 0,1 0,3
Г 6 2 0,2 0,35
7 G\J 3 0,1 0,35
6 5 2 ' 0,2 0,35
Q 6 3 0,1 0,3

Задача * 3.
Круглая пластинка, сплошная или кол _*евая (с вырезом в цент­

ре , опертая по наружно^ контуру, находится под действием неш- 
ней нагрузки (рис. 2.13).

Требуется:
I. Найти уравнение ms .'нут* -рецинно поверхности пластики 

аоспг "ьзовавшись общи.; решением основного диЭДеренци* ь- 
ного уравнения чзгиба пластинки. Произвольные постоянные Oi , G^t 

С& и Cif определяют ив условий ив контуре пластинки.



2. Составить выражения ; тя изгибающих моментов M t и М& 
для поперечной силы Q t.

3. Построить эг. ры M t и M q *для диаметрального сечения 
пластинки.

Очертание и уравнение пластинок взять из т ji. 7; числовые 
значения принять из т' т. 6.

таблица 7
Очертания и уравнен..я круглых пластинок

Номер ва­
рианта за­
дачи (сумма 
трех послед­
них цифр 
шифра)

Очер?' чя пластинок по рис. 2. 
грузка и общее решение основно1 • 
го уравнения изгиба пласти* *и . 
КОСТЬ R 1СТИНКИ JD' 0П$Ь

. Поперечная на- 
; дифференциально­
г о  . Жес -

I 2

I Пластинка свобод..*) оперта по контуру (р 2 13а). 
Нагрузка интенсивности ft -=Ccnib ' ^ac пределе, .а 
всей площади пластинки ' v

иг- Q3 + Qh Z

2 Пластинка защемлена по контуру (рис. 2.136). На­
грузка интенсивности (Ьтгсопі рас 'ецелена по 
всей пло'-зди пластинки

UT=O3+  C4 Z z + - % -

3 Пластинка в виде кругового кольца, свободно опер­
тая по контуру, нагружена моментами It і , равно­
мерно распределенными по. наружному контору 
(рис. 2.13д)

u r = c A z + c z z 2tn Z + C s + \ г г

4 Пластинка в ь .де кругового кольца, свободно опер­
тая по контуру, нагружена моментами /Л , равно­
мерно распределенными по внутреннему контуру 
(рис. 2.13е) г  „

и г- o jn  z +Cz t 2cnt + C3 +Q4Z
Пластинка в виде кругового кольца, защемленная по 
наружному ко*— уру, нагружена mol „нтами W  , рав­
номерно распределенными по внутреннему контуру

** w r ^ C 1 6 i t  + Cz & fe Z ZtC i  + C o t Z



Задача .¥ 4. (пример взят из /5/).
Прямоугольная пластинка (̂  .с. 2,126) изгибается под действием 

поперечной нагрузки интенсивности :

ty0=mst
Задано ура: :еь j упругой поверхности пластинки

Uf=-C (Н (J і£0&Щг) J t̂onst.
С|= 2,0 м; ^ =  1,0 v; ^ =  0,3 м. Жесткость пластинки J ^ -C o n i t. 

Требуется:
1. Становить, каким граничны»* условиям умовлетг ̂ ряет задан­

ное ураі.;ение упругой поверхности.
2. Оп; целить постоянный коэффициент 0 .
3. Построить эпюры Mx Mij * Mry Q* » Qn для сечения

Решение.
I. Опр^дг’ение граничных условий пластинки (условий на конту­

ре пластинки):
при X  = ± ( L ;  UT - 0; ри и * ± ь ,и Г « 0.
Следовательно, пластинка оперта пл всем четырем краям. 

Выясним, как на оперта - maj. *ирно или жестко.
Уравнение углов поворота в т правлении, параллельном 0 у :

4 Г = -е £ » * 0 +* '¥ )
При Х-±ССт£у- - 0 левый и правый края защемлены. Уравнение

о вер мй и нижний края ? 'цемлены.

урлої поворота в направле ш, паралл льном

• Ж к - f  у  ‘
Л , ! - ± 1  ^urПри І/ —ІО ..... •• ...W1UIIIM IVJW. . v̂nuivi
Итак, пластанка защемлек по всем четырем краям.
2. Определи ле постоянной 0  . Воспользуемся уравнением 

(2.30) и составим соответствующие производные:

) ( £ ) « * % ,



Левая часть уравнения (2.30) принимает следующий вид;

Подставив в уравнение (2.30) левую и правую (см. заданное вы­
ражение для наг-рузки) части, после сокращений получаем Q- /ЗЭПГ^

3. Составление выражений для внутренних усилий согласно фор­
мулам (2.61), (2,62) и (2.63? и полученному значению C *
Mt=Ve  1

+рО+*Цг)- ео6Щ

* В цеяязГсолтавления выражения M x u  определяем :



r̂ u rи —, лГ—
3_целях составления выражений Qy и Qp ог

7ї

определяем Pur

dxvj/l

У * '
f̂ d X 2 =0 & )(% )* * $ # * ■

JtX
О,

Q r= -D e ^ f )  Ш »*>%■■ ©  ^ f V J f j =

--

Аналогичным образом получаем

Подставив в вышенайденьые выражения усилий заданны^ числовые 
данные и , находим для требуемого сечения следующие
выражения: v

(м я м -£ + щ );  M j= ^ ш с о ^ ш б ^ ,

ІА х̂ ~ ~ 0 Л 5 ^ ^ 6 іґі^^-^ Q k r~0.666 -tjjp  tii f i-g ;  і

По последним выраж( иям усилий для сечения -g- строї 1 
эпюры по ординатам (табл, м, изменяя X  от -Л до +GL



Таблица А

X ; м х

-0,467 -0,14
-0,5 0,26 0,87
0 0,99 1,87
0,5 0,26 0,87

-0,467 -0,14

Mrjt I Qx I Qt
О О 0,125
0,175 0,666 -0,5
Ь О -1 ,1¾

-0,176 -0,666 -0,5
О О 0,125

Эп^оы

Jtbj.tkx.My,
Qji Qn

Таблица Б 

Множители

Cpo ) j !  z
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