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ЗАДАЧА ТИПА НАКЛОННОЙ ПРОИЗВОДНОЙ  
Д Л Я  ОДНОЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ  
ДВУХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА  
НА ПЛОСКОСТИ

Постановка задачи. Пусть П C K2 ограниченная область, грани- 
цей которой является гладкая кривая Ляпунова дО,. Задача отыскания 
решения

U ( X i i X 2) =  ( U i ( X i i X 2) i U2 ( X i i X 2) )  Є C2,a(fi) П C 1,a(fi)

равномерно эллиптической системы двух дифференциальных уравнений 
второго порядка

называется задачей типа наклонной производной. Здесь Ajk(х), Aj (х) и 
А(х) -  достаточно гладкие квадратные вещественные матрицы-функции 
второго порядка; pk, qk, fk • dQ —»■ R -  заданные функции класса Cr0ja (dfi); 
I iJ2 -  некасательные к OQ векторные поля; (•; •) -  стандартное скалярное 
произведение на плоскости; Cn,a(fi) -  множество всех непрерывно диффе­
ренцируемых в области fi функций до порядка п включительно, частные 
производные порядка п которых непрерывны по Гельдеру с показателем а 
в этой области.

Для произвольной эллиптической системы (1) краевая задача типа 
наклонной производной вообще говоря не является нетеровой. Например, 
в случае l\ =  I2 задача не будет нетеровой [1], если в качестве системы (1) 
рассматривается известная система А.В. Бицадзе [2].

В работе [3, с. 74] доказывается, что если (1) является системой орто­
гонального типа и векторы Ii и I2 не коллинеарны в каждой точке границы 
dfi, то задача (1)-(2) при pi =  q2 =  1 и р2 =  qi =  0 является нетеровой

( і )

удовлетворяющего на границе краевым условиям

Pk(h; grad U1) +  qk(l2\grad U2) =  fk, к = 1,2, (2)



независимо от того, какой компоненте гомотопической связности принад­
лежит система (1).

В настоящей работе приводится пример эллиптической системы двух 
дифференциальных уравнений с частными производными второго поряд­
ка на плоскости не ортогонального типа, для которой краевая задача типа 
наклонной производной не является нетеровой.

П рим ер нерегуляризуем ой зад ач и  типа наклонной производ­
ной. В области Г2 C M2 рассмотрим систему двух дифференциальных 
уравнений второго порядка

' 2 д2щ 4- g д У  # 4  _  2 д2и2 _  (Pu2 = 0 
дх\ дх\х2 дх\ дх\х2 дх\

<
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Характеристическая матрица этой системы имеет вид

2 ^  +  2 6 6  
- f i  +  2 6 6  +  й

Ci2 - 2 ½ -
2 6 6 - Й  J

(3)

(4)

и т.к. det2l(£) =  +  ¢2)2, то (3) является эллиптической в Г2. Отметим
также, что система (3) обладает тем свойством, что каждая компонен­
та Uk (к =  1,2) ее дважды непрерывно дифференцируемого решения в 
области П удовлетворяет уравнению А 2и =  0, т.е. является в Q бигармо- 
нической функцией.

Из результатов работы [4] следует, что (3) гомотопна системе Бицад- 
зе. Проведем гомотопию в явном виде. Для этого рассмотрим семейство 
систем, характеристические матрицы которых имеют вид

£? +  2£i£2 - £ 22 +  *(£? +  £22) 
—£1 +  2£i£2 +  £2

£і2 - 2 £ і£2 - £ 22 
£? +  2£i£2 - £ ? - t ( t f  +  £f)

Т.к.

d e t2tt(C) — (£1 +  2£i£2 — £2)2 — 2̂(£i +  £2)2 — 2£2£2 — (£2 +  £2)2 >

> (£? + 2£i£2 -  £|)2 -  (£? + £|)2 -  2£2£2 -  (£? + £2)2 = (£2 + £2)2,
то при каждом t Є [0; 1] система с характеристической матрицей (5) яв­
ляется эллиптической и 2ti(£) =  21(£),

£i +  2£i£2 — £2 
—£2 +  2£i£2 +  £2

£i -  2£i£2 -  £2 \  
£i +  2£i£2 -  £2 /



Далее, гомотопия

% (О =  №  (
COS f

- S i n f
S in f и й - $
cos f  )  \  2Ы 2

\
Cl2 - C 22 J  ’

(det®t(0  = 2‘( t f+ £ 22)2)

приводит матрицу (6) (©i(f) =  Slo(C)) к матрице

- 2С1С2 \
Ci2- C 22 J - (7)

Таким образом доказано, что система (3) гомотопна системе с характери­
стической матрицей (7), т.е. системе А.В. Бицадзе [2].

Рассмотрим задачу отыскания решения системы (3), удовлетворяюще­
го граничным условиям

дщ
~дГ =  Л

да
= /2. (8)

Здесь V -  единичное поле внутренних нормалей на I -  единичное 
поле на ЗГ2, составляющее с нормалью и угол 45° в каждой точке дО,; 
Л, h  : дС1 —> К -  заданные непрерывные по Гельдеру функции.

Теорема. Задача (3), (8) не является нетеровой.
Для доказательства достаточно показать невыполненность условия 

Я.Б. Лопатинского, обеспечивающего нетеровость краевой задачи как в 
классических пространствах, так и в широком классе гильбертовых про­
странств [5]. Это условие известно как условие регуляризуемости краевой 
задачи и представляет собой дополнительное ограничение на матрицу гра­
ничного оператора. Для задачи (1), (2) условие регуляризуемости состоит 
в том, что в каждой точке у € &Q и при каждом единичном векторе т, 
касательном к dVL в точке у, ранг матрицы Я.Б. Лопатинского

Н у ,т) =  - +  г )и  1^ ' л"  +  *E )dX' (9)
Г

является максимальным. Здесь Щу, f ) -  характеристическая матрица си­
стемы (1); 03 -  символ старшей части граничного оператора (2); E -  еди­
ничная матрица размерности 2 х 2; v -  внутренняя нормаль к 8Q в точ­
ке у; Г -  простой замкнутый контур, лежащий в верхней А-полуплоскости 
и охватывающий находящиеся там A-корни уравнения det2l(y, Ai/+ т )  =  0.



Покажем, что ранг матрицы Лопатинского (9) задачи (3), (8) не явля­
ется максимальным в той точке границы 3Q, в которой нормаль парал­
лельна оси Ox2- В этой точке матрица (9) имеет вид

/ —2 — 2 +  27 1 - і  32 +  2 +  7 ( - 2 - 2) 2г +  2 +  7(1 — 2) \
2 2 2 2

1 — 2 2 2 + 2г 2 — 2
V ~ 2 ~  2 2 2~

где 7 =  Выберем касательный вектор т так, чтобы (тл/) =  45°, тогда 
матрица (10) примет вид

1 —2 2 . 2 —2
V “У  2 1 + г  т /

Нетрудно видеть, что все миноры второго порядка этой матрицы равны 
нулю. Таким образом, задача (3), (8) нерегуляризуема.

Теорема доказана.
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