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Введение. В работе рассматривается класс эллиптических систем 
четырех дифференциальных уравнений первого порядка с тремя перемен­
ными кососимметрического типа. Для систем этого класса доказывается 
критерий, позволяющий в явном виде описать условие регуляризуемости 
Я.Б. Лопатинского произвольной краевой задачи Римана-Гильберта в тер­
минах матрицы граничного оператора и нормального вектора к гранич­
ной поверхности. Это условие обеспечивает нетеровость задачи в широком 
классе банаховых пространств [1 ; 2]. Подобный критерий был ранее полу­
чен В.И. Шевченко для системы Моисила-Теодореску [3] (см. также [4]), 
а также А.Т. Уссом для трехмерных аналогов системы Коши-Римана [5]. 
Для сравнения отметим, что для четырехмерных аналогов системы Коши- 
Римана [6] и псевдосимметрических эллиптических систем в R 4 [7] такого 
критерия не существует.

Одной из важных характеристик эллиптической краевой задачи яв­
ляется ее индекс. Доказанный критерий позволяет провести гомотопию 
произвольной краевой задачи Римана-Гильберта для рассматриваемых 
систем в классе регуляризуемых краевых задач к простейшему виду, тем 
самым установить равенство индексов этих задач. Индекс регуляризуемой 
задачи Римана-Гильберта для системы Моисила-Теодореску [3], а также 
для трехмерных аналогов системы Коши-Римана [5] равен минус единице. 
В настоящей работе мы распространяем этот результат на класс эллипти­
ческих кососимметрических систем в R 3. Заметим, что рассматриваемый 
нами класс систем содержит систему Моисила-Теодореску и имеет непу­
стое пересечение, но не совпадает с классом трехмерных аналогов системы 
Коши-Римана.

Постановка задачи Римана-Гильберта. Пусть в ограниченной од­
носвязной области Q C R 3, границей которой является поверхность Ля­
пунова задана эллиптическая система четырех дифференциальных



уравнений первого порядка с действительными коэффициентами
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где U =  (U\, U2, Uz, Ut)T -  неизвестная вектор-функция; А\, A2 и Az яв­
ляются кососимметрическими матрицами размера 4 x 4  вида
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Эллиптичность системы ( 1 ) означает, что для каждого ненулевого век­
тора ( G R 3 характеристическая матрица системы ( 1 )

21( f )  :=  A i f i  +  Л 2С2 +  Aziz 

является невырожденной.

Обозначим а =  (аь  а2, а3), Ь =  (61, Ь2, 63), с =  (сь  с2, с3). Тогда нетруд­
но убедиться, что

det 21(0 =  ((a ; O 2 +  (6; O 2 +  (с; О 2) 2,

где {х\ у) =  х іу і +Х 2У2 Н-£з2/з -  стандартное скалярное произведение в R 3.
Лемма 1. Система (1) является эллиптической тогда и только то­

гда, когда векторы а, b и с линейно независимы.
Доказательство. Необходимость. Предположим, что существуют чис­

ла f i ,  f 27 f 3, не все равные нулю, такие что a fi H- Ь& H- c f3 =  0. Последнее 
означает, что система уравнений

{Qiii H- о>2І 2 H- a3f 3 =  0,
ЬіІі H- b2i 2 H- &з£з =  O5 (2 )

Clfl И" C2f 2 H- c3f 3 =  О

имеет ненулевое решение, но тогда det2t ( f i , f 2, f 3) =  0, что противоречит 
эллиптичности системы ( 1 ).

Докажем достаточность. Уравнение det 2t(fi, f 2, f 3) =  О равносильно 
системе (2 ), которая в силу линейной независимости векторов а, 6 и с 
имеет только нулевое решение. Таким образом, система ( 1 ) является эл­
липтической. Лемма доказана.



Задача РиманагГильберта для системы ( 1 ) состоит в отыскании реше­
ния этой системы, непрерывно дифференцируемого в области Q и непре­
рывного по Гельдеру на Q =  fHJdfi, удовлетворяющего на дС1 граничным 
условиям

B(y)U(y) =  f (y ) (у Є O l) ,  (3)

где В -  заданная непрерывная по Гельдеру на дО. матрица-функция раз­
мера 2 x 4  вида

DfяЛ _  (  m I Ы  т 2ІУ) ТП3(у) тп4(у) \
' \ щ{у) п2(у) п3(у) п4(у) J ’

f  -  заданная непрерывная по Гельдеру на дП двухкомпонентная вектор- 
функция.

Условие регуляризуемости. Задача ( 1 ), (3) называется регуляри- 
зуемой, если для нее выполнено условие Я.Б. Лопатинского. Это условие 
представляет собой дополнительное ограничение на матрицу граничного 
оператора и состоит в том, что ранг матрицы

в  (у) ■ J ST1(A^y) +  Г (у)) dX (4)
7

является максимальным в каждой точке у Є дО, и при каждом ненуле­
вом касательном к дії в точке у векторе т =  т (у ). Здесь через v =  г/(у) 
обозначен единичный вектор внутренней нормали к дії в точке у, и инте­
грирование в (3) ведется по простому замкнутому контуру 7 , лежащему 
в верхней комплексной А-полуплоскости и охватывающему корень a  +  ifi 
(Р > 0) уравнения det2l(Ai/(y) +  т (у ))  =  0.

Отметим, что для максимальности ранга матрицы (4) необходимо, что­
бы rank В (у) =  2 в каждой точке у € dQ, что и предполагаем в дальней­
шем выполненным.

Через Ajk обозначим минор матрицы В (у), составленный из ее .7-го и 
к-го столбцов (j, к =  1,2,3,4) и рассмотрим векторное поле L  =  ( L i,  L2, L3), 
где

L i =  а і(Л і2 +  Л 34) +  (Л із — Л 24) +  Ci (Л 23 +  Л 14),

L2 =  аг(Лі2 +  Л34) -I- 62(Ліз — Л24) +  сг(Л2з H- Л і4),

L3 =  аз(Лі2 +  Л34) H- Ьз (Ліз ~~ Л24) H- сз(Лгз H- Лн).
Теорема 1 . Задача (1), (3) регуляризуема тогда и только тогда, 

когда в каждой точке у Є дО. выполняется условие

W(y)\L(y)) Ф 0. (5)



Доказательство. Пусть Hjk -  минор матрицы Я.Б. Лопатинского (4), 
составленный из ее j -го и А;-го столбцов (j, k =  1 , 2 ,3 ,4). Непосредствен­
ные вычисления показывают, что

#12 =  #34, #13 =  —#24, #14 — #23,

и с точностью до ненулевого множителя

# 12  =  (а ;0 ( ( а; 0 (Л і2 +  Л 34) +  (6; О  (А  із ~  А 24) +  (с ;£ )(Л 2з +  A i4)),

# із  =  (& ;0 ((а; £ )(А і2 +  Л34) +  (6;^ )(Л із  -  A 24) +  (с; £ )(Л 23 +  A i4)),

#14 =  (с; £ )((а ; 0 (А і 2 +  Лз4) +  (6; £ )(А із — A 24) +  (с; £ )(Л 2з +  A i4)), 

где £ =  (а  +  ^ M s/ ) +  г(у).
Условие максимальности ранга матрицы Я.Б. Лопатинского (3) 

равносильно тому, что в каждой точке у Є дії и при каждом единич­
ном касательном векторе т (у ) к поверхности 5П в точке у выполняется 
условие

Itf12I2 + Itfisl2 + Itful2 ф 0.
Заметим, что

Itfi2I2+ Itfisl2+ Itful2 =
=  (К а ;0 |2 +  К Ь ;0 |2 +  |<с;0|2)х  

х I (а; 0  (Л і2 +  Л 34) +  (6; f )  (Л 13 — Л 24) +  (с; £) (Л 2з +  Лх4) |2 =

=  ( 1(а; O l2 + 1(6; O l2 + 1 (с; О  I2) K^ ;L ) +  L ) +  L) I2- (6)

Докажем необходимость выполнения неравенства (4). Предположим, 
что в некоторой точке уо Є дії выполняется равенство (і/(у)\ Ь(уо)) =  О, 
т.е. вектор L(yo) лежит в касательной плоскости ТУодії к поверхности дії в 
точке уо- Поэтому найдется единичный вектор т Є ТУодІЇ, ортогональный 
L(yo). Положив В формуле (5) Т =  T И у =  Уо, получим |#12І2 +  |#із|2+  
+ 1# 1412 =  0, что противоречит максимальности ранга матрицы (3).

Обратно, пусть выполняется условие (5), однако |#і 2і2+ | # із|2+ | # і4і2 =  
=  O b некоторой точке уо и при некотором единичном векторе т, тогда из 
формулы (6) следует, что

(a ;O =  0, < Ь ;£ )= 0 и ( с ; £ ) = 0,

где £ =  (а+і/3)і/(уо)+т . Последнее противоречит эллиптичности системы 
( 1 ). Теорема доказана.



Индекс задачи (1), (3). При выполнении условия (5), согласно тео­
реме 1 , задача ( 1 ), (3) является регуляризуемой. Это означает, что одно­
родная задача (1), (3) имеет а линейных независимых решений, а для раз­
решимости неоднородной задачи требуется выполнение р линейно незави­
симых условий разрешимости. Число а — P называется индексом задачи 
( 1 ), (3). Известно, что индекс является гомотопически устойчивым. Вы­
числение индекса проведем методом гомотопий.

Напомним, что две задачи Римана-Гильберта называются гомотопны­
ми, если существует непрерывная деформация одной задачи в другую, 
не нарушающая условия Лопатинского. При этом предполагается, что де­
формация сохраняет гладкость (непрерывность по Гельдеру) коэффици­
ентов этих задач.

В силу непрерывности векторного поля L (у) и связности поверхности 
OQ1 скалярное произведение {v(y)\ L (y )) сохраняет знак на dQ. Не ограни­
чивая общности, можно считать, что всюду на дП выполняется неравен­
ство

(u (y );L (y )) >  О

(случай (v(y) ; L(y)) <  0 сводится к рассматриваемому, например, умно- 
жением одного из граничных условий (3) на —1).

Так как rank£(t/) =  2 в каждой точке у Є Sfi, то на поверхности OQ 
первая строка

т(у) :=  {гщ(у),т2(у ),т 3(у),тп4(у))

матрицы В (у) не обращается в нуль. Поэтому существует [8] непрерывное 
отображение М : Ж х  [0; 1] R 4 \ {0 }  такое, что при каждом у Є дії,

М (у , 0) =  т(у) и М (у , I )  =  ( 1 ,0 ,0 ,0 )

и при каждом t Є [0; 1] вектор-функция М (-,£ ) непрерывна по Гельдеру 
на Sfi.

Проведем гомотопию матрицы граничного оператора задачи ( 1 ), (3). 
Для этого рассмотрим линейную систему уравнений относительно неиз­
вестной строки N  =  (-/VrI (у, *), N2(y, t ), N3(y, t), NA(y, t))

E (y ,t)N T(y,t) =  L (y ,t), (7)

где матрица Н(у, t) имеет вид (для упрощения записей точка (у, t) Є S fix  
х [0; 1 ], в которой вычисляются элементы матрицы, не указывается):



Ml M2
—CL1M 2 — b\M $ — CiM 4 A1M i — C1M z +  61M4
-CL2M 2 — b2M z — C2M j1 Cl2M 1 — c2M $ -f- 62M 4

\  —азМ2 — 63M3 — сзМ 4 азМ і — C3M3 +  63M 4

M 3 M 4 \
^ lM 1 -f- C1M 2 — CL1M^ C1M 1 — 61 М 2 “Ь CL1Mz
B2M 1 +  C2M 2 — Cl2M^ C2M 1 — b2M 2 -H CL2Mz *
63M 1 +  C3M 2 — а3М 4 C3M i — b$M2 +  а3М 3 /

a правая часть системы (7):

£ (у .* )

t(m i(y )n i(j/ ) +  т2(у)п2(у) +  т3(у)п3{у) +  ro4(y )n 4(y )) \ 
( I  - t ) L i (y )  + tu i(y )
( I  -  t )L 2(y) +  tu2{y)
( I  — t)L 3(y) +  tv3(y) )

Так как в каждой точке у Є дії и при каждом і Є [0; 1]

det ~ (у, t ) =  (а, 6, с ) (M 12 +  M 22 +  M 2 +  M 42)2 ^  0,

то система (7) однозначно разрешима (через (а, 6, с) обозначено смешанное 
произведение векторов а, b и с), при этом отображение N  : дії х [0; 1] - »  E 4 
непрерывно и, как нетрудно видеть, при каждом фиксированном t Є [0; 1] 
непрерывно по Гельдеру на дії. При t =  0 решением системы (7) является 
вторая строка матрицы В (у). Рассмотрим гомотопию задачи (1), (3), при 
которой система ( 1 ) остается неизменной, а матрица соответствующего 
этой системе граничного условия

В(у, t )U (у) =  f (y ) {у € d fi) (8)

имеет вид

П ( , , Л - (  Ml(v, *) M2(y,t) M3(y,t) MA(y ,t ) \
ЩУ<г) -  \  Ni(y,t) N2(y,t) N3(y,t) N ^ t ) ) '

Так как векторное поле L (y , £), отвечающее задаче ( 1 ), (8), имеет вид

L(y,t) =  (I -t)L(y)+tv(y),
то (v(y)\L(y,t)) =  ( I  — t){v(y)\L(y)) +  t >  0 при всех у £ дії и любом 
t € [0; 1 ]. Следовательно, задача ( 1 ), (3) в классе регуляризуемых краевых 
задач гомотопна задаче для системы (1) с граничным условием (у Є 9Г2)

/ 1 0  о о \
I п Ml/)Ac) (aAv),С) (о,ЬМу)) I U (у) =  /(у).
\  U (а,6,с) (а,6,с) (аАс) /



Отметим, что задача ( 1 ), (9) регуляризуема для любых линейно незави­
симых векторов а, Ъ и с .

Проведем теперь гомотопию эллиптической системы задачи (1), (9). 
Если а, 6, с образуют правую тройку векторов, то непрерывной деформа­
цией в M3 с сохранением условия линейной независимости она может быть 
сгомотопирована в стандартный базис е і,в 2,ез пространства R 3 (см., на­
пример, [9, с. 211]). В этом случае задача ( 1 ), (9) гомотопна задаче

дщ дщ дщ _
дх\ дх2 дх% 
дщ дщ дщ _  ^

дх\ <9хз дх2 
дщ дщ дщ _  Q

дх2 дх$ дх\ 
дщ дщ _  дщ _  Q

дх$ дх2 дх\

(х Є Q) (10)

J «ііда  =  М у), , т
X (U2U1 +  U3U2 +  U4Jz3) |ап =  /а(у) ^  } (И )

Заменой V =  ( —иг, —Щ, —щ) и\¥ =  щ (10), (11) приводится к виду

(IivVr(X) =  O, rot V  (х) =  grad W  (х), (12)

П > п  =  Л ( 2/)> (VtV)Ioa =  - M v ) .  (13)

Индекс последней задачи вычислен в работе [8] и равен минус единице.
Левая тройка векторов а, 6, с непрерывной деформацией в R 3 может 

быть переведена в базис —еі,Є2,ез пространства R 3 
(см., например, [9, с. 211]). Тогда ( 1 ), (9) гомотопна задаче

дщ ди3 дщі  ̂ .
дх\ дх2 дх3

дщ д и з_

) 
I 

SCO I

«Эх, дх3 дх2
ощ OU2 дщ
дх2 дх3 дхі
дщ OU2 ди3
дх3 дх2 дхх '

(х Є 17)

Г uilan =  Л Ы ,
X ( -U 2Ui +  U3U2 +  u4jz3)|an =  /2(2/)

(14)

(у є Щ . (15)



Задача (14), (15) заменой V =  (—и2,из,щ ) и W  =  щ также приводится 
к виду (12), (13) и, следовательно, имеет индекс, равный минус единице. 
Таким образом, нами доказано следующее утверждение.

Теорема 2. Индекс регуллризуемой задачи Римана-Гильберта (1), 
(3) равен минус единице.
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