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Характеры диаграмм, полученных при помощи численного расчё-
та, использовав нагрузку в качестве аргумента, и по предложенной 
методике, совпадают, однако их ординаты отличаются на 11–20%. При 
отсутствии критерия достижения критической нагрузки сложно судить 
о наступлении потери устойчивости формы сетчатого купола – необ-
ходимо сравнивать перемещение центрального узла относительно 
соседних в пределах рассматриваемого яруса и стрелу подъёма рас-
сматриваемого стержневого многогранника. Стрелками на диаграммах 
деформирования, полученных в результате численного расчёта, пока-
зан переход из одного равновесного состояния, соответствующего 
выпуклой форме стержневого многогранника, к другому равновесному 
состоянию, соответствующему его вогнутой форме, при достижении 
которой внутренние усилия в стержнях способны уравновесить внеш-
нюю нагрузку. Точное значение критической нагрузки при пошаговом 
назначении внешней распределённой нагрузки не может быть найде-
но. Также сложно судить и о существовании критического значения 
внешней нагрузки – в интервале перемещений рассматриваемого узла 
относительно нижележащих соседних при переходе из выпуклой фор-
мы стержневого многогранника к вогнутой может находиться как нис-
ходящая ветвь диаграммы равновесных состояний (неустойчивое 
состояние), так и восходящая (устойчивое состояние) или горизон-
тальный участок, который соответствует безразличному равновесному 
состоянию стержневого многогранника. 

Заключение. Полученные зависимости, описывающие характер 
деформирования стержневых многогранников, образующих одно-
слойные сетчатые купола, позволяют учитывать их геометрически 
нелинейное деформирование, продольно-поперечный изгиб в 
стержнях и начальные геометрические несовершенства формы осе-
симметричного характера, что даёт возможность наиболее точно 
вычислить величину критической нагрузки. 

Предложены графические зависимости изменения безразмер-
ных параметров критических распределённых нагрузок для выпук-
лых стержневых многогранников в виде правильных шестиугольни-
ков в плане для различных величин их эквивалентной гибкости. 
Предложенные графические зависимости позволяют вычислять 
величины критических распределённых нагрузок, вызывающих по-
терю устойчивости формы стальных однослойных сетчатых куполов 
с жёсткими узлами. Сформулирован критерий устойчивости формы 
однослойных сетчатых куполов с жёсткими узлами. 
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The problem of the stability of the form of mesh steel domes with rigid knots in the form of forcing to the center of curvature of the described surface 
of their individual core polyhedra under the action of a distributed load is considered. A technique has been developed for checking the loss of stability 
of the shape of mesh domes. 
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СОПРОТИВЛЕНИЕ ЭЛЕМЕНТОВ ИЗ НАПРЯГАЮЩЕГО БЕТОНА В УСЛОВИЯХ 
ПЛОСКОГО НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ 

 

Введение. Широкое применение самонапряженных конструк-
тивных элементов в условиях двухосного ограничения невозможно 
без разработки научно обоснованных методов определения напря-
женно-деформированного состояния таких элементов как при рас-
ширении напрягающего бетона, так и при действии нагрузок. Рас-
четные модели [1–3] для определения связанных деформаций рас-
ширения и самонапряжений, разработанные в середине 80-х годов 
прошлого века отечественными исследователями, рассматривались 
как значительное продвижение в области расчета конструктивных 
элементов, выполненных из напрягающего бетона. Однако накоп-

ленная к настоящему времени база результатов экспериментально-
теоретических исследований в области самонапряженных элемен-
тов свидетельствует об ограниченности существующих методов 
расчета, поскольку модели [1–3], основанные на энергетическом 
подходе, содержали в качестве основного параметра нормируемую 
величину расчетного самонапряжения, при этом деформации эле-
мента рассматривались как производные от самонапряжения. 

В свою очередь отсутствие рациональной расчетной модели для 
определения параметров плоского напряженно-деформированного 
состояния на этапе расширения напрягающего бетона не позволяет 
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адекватно оценить сопротивление самонапряженного элемента в 
условиях нагружения.  

Кроме того, приведенные в нормативных документах [4, 5] рас-
четные модели для определения сопротивления срезу рассматри-
вают предварительное напряжение арматуры, располагаемой толь-
ко в одном направлении. При этом особенности поведения конструк-
тивных элементов, в которых выполнено двухосное предваритель-
ное напряжение арматуры, проблематично учесть в рамках сущест-
вующих методов расчета на срез. 

В настоящей работе рассмотрена расчетная модель, предложен-
ная для определения исходного напряженно-деформированного со-
стояния самонапряженных элементов в условиях двухосного ограни-
чения в плоскости, влияние которого впоследствии учитывается в 
разработанной авторами расчетной модели для определения сопро-
тивления внешнему воздействию в рамках модели “Распорки и тяжи”. 

1. Деформационная модель для определения связанных 
деформаций расширения и напряжений в случае двухосного 
ограничения в плоскости 

1.1. Основные положения деформационной модели. Базиру-
ясь на исследованиях [6], в работе [7] приведены основные положе-
ния модифицированной деформационной модели (MSDM) для слу-
чая произвольного ограничения, располагаемого по одному направ-
лению элемента. 

Как известно, в случае двухосного ограничения упругие дефор-
мации, а соответственно и напряжения, действующие по взаимно 
перпендикулярным направлениям, связаны друг с другом коэффи-
циентом Пуассона. Следует отметить, что в настоящее время суще-
ствует две противоположные точки зрения относительно величины 
коэффициента Пуассона для бетона в раннем возрасте. В работах 
[8, 9] на основании экспериментальных исследований предложено 

принимать его постоянное значение в пределах 0,2µ =  на протя-

жении всего этапа расширения, в то время как в работах [10, 11] 
также на основании экспериментальных исследований утверждает-
ся, что коэффициент Пуассона изменяется в процессе расширения 

напрягающего бетона в интервале от 0,47µ =  до 0,2µ = . При 

этом в исследованиях [10] отмечается, что в качестве раннего воз-
раста бетона принимается промежуток времени 24 ч. Принимая во 
внимание, что на таком коротком временном интервале напрягаю-
щий бетон характеризуется весьма нестабильными свойствами и 
преобладают пластические деформации, то для дальнейших расче-

тов принимаем значение коэффициента Пуассона 0,2µ = . 

Основываясь на исследованиях [6, 7], с учетом дополнительной 
реакции со стороны упругого ограничения, возникающей на предше-
ствующих итерационных этапах, получены выражения для прираще-
ния связанных относительных деформаций расширения по направ-
лению осей армирования OX и OY без учета влияния деформаций в 
перпендикулярном направлении:  

 
С учетом влияния связанных деформаций расширения в пер-

пендикулярном направлении получаем следующие выражения: 
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где 0,2µ =  – коэффициент Пуассона. 

Обратим внимание, что на каждом последующем этапе расчета 
в выражение (1) для учета реакции упругого ограничения следует 
подставлять приращения связанных деформаций расширения по 
соответствующей оси из зависимости (2). 

Поскольку в процессе расширении напрягающий бетон и арматура 
деформируются совместно, приращение упругих напряжений в бетоне 
по направлению осей армирования OX и OY получаем в виде: 
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При известных приращениях деформаций и напряжений на каж-
дом итерационном шаге, можно определить общие упругие напря-
жения в бетоне и общие связанные относительные деформации в 
арматуре по направлению осей OX и OY в данный момент времени: 
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(4) 

Итерационный расчет продолжается до тех пор, пока не насту-
пит момент стабилизации деформаций расширения, что определя-
ется из закона распределения свободных относительных деформа-
ций расширения во времени, получаемого по результатам испыта-
ния контрольных образцов в стандартных условиях. 

Определение всех составляющих в выражениях (1–4) детально 
приведено в [12]. 

1.2. Экспериментальные исследования для определения 
начального напряженного состояния самонапряженных эле-
ментов с двухосным ограничением в плоскости. Верификация 
разработанной расчетной модели для определения связанных де-
формаций расширения и напряжений в случае двухосного ограниче-
ния в плоскости была выполнена на основании экспериментальных 
исследований плитных образцов из напрягающего бетона, армиро-
ванных плоскими сетками, расположенными в центре высоты сече-
ния. Номенклатура опытных образцов приведена в таблице 1, конст-
руктивное решение – на рисунке 1. 

Программа экспериментальных исследований плитных образцов 
подробно приведена в [12]. Характеристики напрягающего бетона 
контролировали по стандартной методике [13]. Результаты измере-
ния характеристик напрягающего бетона, полученные по контроль-
ным образцам, приведены в таблице 2. 

1.3. Анализ результатов экспериментальных исследова-
ний. На основании экспериментальных исследований были получе-
ны значения деформаций расширения плит по двум направлениям, 
совпадающим с направлениями армирования. По полученным зна-
чениям деформаций расширения были определены значения само-
напряжений по направлению каждой оси армирования. Совмещен-
ные графики, отражающие кинетику развития связанных деформа-
ций расширения и соответствующих значений напряжений в бетоне 
до момента стабилизации процесса расширения, построенные на 
основании данных экспериментальных исследований и определен-
ных по разработанной расчетной модели и по модели [6], для каж-
дой серии образцов приведены на рисунках 2-4. 

Из данных, приведенных на ри-
сунке 2, следует, что связанные 
деформации расширения и соответ-
ствующие напряжения в бетоне, 
определенные по предлагаемой 
расчетной модели и по модели [6] 
имеют весьма близкие значения при 
минимальном проценте армирова-

ния . 0,16%s yρ =  в направлении оси OY (максимальное отличие 

значений на всем этапе расширения не превышает 5 %). Однако при 

коэффициенте армирования . 0,97%s xρ =  в направлении оси OX 

отличие в соответствующих расчетных значениях напряжений и 
деформаций достигает 25%. При этом максимальное отличие между 
экспериментальными и расчетными значениями связанных дефор-
маций и напряжений составило в направлении оси OX 40% и 21%, а 
в направлении оси OY 30% и 26% при расчете по предлагаемой 
модели и по модели [6] соответственно. 
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Таблица 1 – Номенклатура опытных образцов 

№ 
серии 

Маркировка  
плит 

Геометрические пара-
метры плит, мм, bxlxh 

Параметры армирования 

в направлении оси X в направлении оси Y 

As.x, мм2 ρs.x, % As.y, мм2 ρs.y, % 

I 
П1-1 
П1-2 

500x500x70 

339 
3Ø12 S500 

0,97 
58,9 

3Ø5 S500 
0,16 

II 
П2-1 
П2-2 

339 
3Ø12 S500 

0,97 
339 

3Ø12 S500 
0,97 

III 
П3-1 
П3-2 

58,9 
3Ø5 S500 

0,16 
58,9 

3Ø5 S500 
0,16 

As.x, As.y – площадь сечения арматуры в направлении оси X и оси Y соответственно; 

ρs.x, ρs.y – коэффициент армирования в направлении оси X и оси Y соответственно 
 

 

  

№ серии a b 
I 3Ø12mm  3Ø5mm  
II 3Ø12mm  3Ø12mm  
III 3Ø5mm  3Ø5mm  

 

1 – напрягающий бетон, 2 – арматурная сетка 
Рисунок 1 – Конструктивное решение опытных образцов 

 

Таблица 2 – Характеристики напрягающего бетона 

№ се-
рии 

Стабилизированная деформация 

свободного расширения cfε , % 

Модуль упругости в возрасте 28 сут. 

,28cmE ,ГПа 

Самонапряжение бетона в возрасте 
28 сут.  

.ce df , МПа 

I 0,117 42,66 1,4 

II 0,437 23,1 2,4 

III 0,334 33,3 2,1 
 

 
Рисунок 2 – Развитие связанных деформаций расширения и соответствующих значений напряжений в бетоне по направлению осей армиро-

вания для плит серии I 
 

Данные, показанные на рисунке 3, свидетельствуют о значи-
тельном влиянии реакции упругого ограничения на величину связан-
ных деформаций расширения в случае увеличения осевой жесткости 

s sE A  упругого ограничения в двух направлениях и при использо-

вании бетонов с высокой энергоактивностью. Так, максимальное 
отличие между расчетными значениями связанных деформаций
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Рисунок 3 – Развитие связанных деформаций расширения и соответствующих значений напряжений в бетоне по направлению осей 
армирования для плит серии II 

 

 

Рисунок 4 – Развитие связанных деформаций расширения и соответствующих значений напряжений в бетоне по направлению осей 
армирования для плит серии III 

 
расширения и напряжений, определенными по предлагаемой моде-
ли и по модели [6], не учитывающей наличие реакции упругого огра-
ничения, достигает 33%. При этом максимальное отличие между 
экспериментальными и расчетными значениями связанных дефор-
маций и напряжений составило в направлении оси OX 8% и 63%, а в 
направлении оси OY 19% и 78% при расчете по предлагаемой моде-
ли и по модели [6] соответственно. 

Графики, показанные на рисунке 4, как и графики на рисунке 2, 
свидетельствуют о незначительном влиянии реакции упругого ограни-
чения при малых процентах армирования. Максимальное отличие 
между расчетными значениями связанных деформаций расширения и 
напряжений, определенными по предлагаемой модели и по модели 
[6], не учитывающей наличие реакции упругого ограничения, достигает 
6%. Максимальное отличие между экспериментальными и расчетными
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Таблица 3 – Сравнительный анализ экспериментальных и расчетных значений связанных относительных деформаций расширения самона-
пряженных плит к моменту стабилизации процесса расширения 

  
 Серия 

 
 Параметр 

I 

ρs.x=0,97%, 

ρs.y=0,16% 

II 

ρs.x=ρs.y=0,97%  

 

III 

ρs.x=ρs.y=0,16% 

направление осей армирования 

OX OY OX OY OX OY 

Рассчитанные значе-
ния связанных отно-
сительных деформа-
ций расширения 

по предлагаемой модели, 
calcε , ‰ 0,632 0,887 1,894 1,894 2,473 2,473 

по модели [1], 
(1)calcε , ‰ 0,860 3,070 1,470 1,470 4,610 4,610 

по модели [2], 
(2)calcε , ‰ 0,792 2,850 1,240 1,240 3,793 3,793 

по модели [6], 
(6)calcε , ‰ 0,843 0,938 2,834 2,834 2,625 2,625 

Опытные значения связанных относительных деформаций 

расширения, 
expε  ‰ 

0,811 1,013 1,743 1,591 2,213 2,010 

exp calcε ε  1,283 1,140 0,920 0,840 0,895 0,812 

exp (1)calcε ε  0,943 0,329 1,186 1,082 0,480 0,436 

exp (2)calcε ε  1,024 0,355 1,406 1,283 0,583 0,529 

exp (6)calcε ε  0,962 1,079 0,615 0,561 0,843 0,765 

 
значениями связанных деформаций и напряжений составило в на-

правлении оси OX 12% и 18%, а в направлении оси OY 23% и 30% при 

расчете по предлагаемой модели и по модели [6] соответственно. 

В настоящих исследованиях выполнено сравнение результатов 

расчета связанных деформаций к моменту стабилизации процесса 

расширения на основании существующих моделей [1, 2, 6] и предла-

гаемой расчетной модели с аналогичными параметрами, получен-

ными в процессе экспериментальных исследований, для каждой 

серии опытных образцов (таблица 3). 

Сравнение расчетных и экспериментальных данных (см. табли-

цу 3) показывает, что значения связанных относительных деформа-

ций расширения, полученные по модели действующих норм [1] и по 

модели [2], значительно отличаются от соответствующих опытных 

значений в направлении с минимальным процентом армирования 

(отличие в опытных и расчетных значениях составило для серии I в 

направлении оси OY 68% и 65% при расчете по модели [1] и [2] со-

ответственно; для серии III в направлении оси OX 52% и 42% при 

расчете по модели [1] и [2] соответственно, а в направлении оси OY 

54% и 47% при расчете по модели [1] и [2] соответственно. При рас-

чете по модели [6] наибольшее отличие по сравнению с эксперимен-

тальными значениями наблюдается в случае наибольшего процента 

армирования (для серии II отличие составило 38% и 44% в направ-

лении оси OX и OY соответственно). В то же время данные, полу-

ченные на основании предлагаемой расчетной модели, учитываю-

щей кумулятивную реакцию упругого ограничения на очередных 

этапах расширения, довольно хорошо (в пределах от 8% до 28%) 

совпадают с соответствующими экспериментальными значениями. 

2. Расчетная модель для определения сопротивления срезу 

плоских самонапряженных элементов при действии нагрузки 

2.1. Работа плоских самонапряженных элементов в услови-

ях нагружения. Наличие начальных сжимающих напряжений в бето-

не и растягивающих напряжений в арматуре существенно отличает 

работу предварительно напряженного железобетонного конструктив-

ного элемента от работы аналогичного элемента без предварительно-

го напряжения арматуры. По мере возрастания воздействия происхо-

дит постепенное погашение сжимающих напряжений в бетоне до нуля 

(момент декомпрессии) и одновременное увеличение начальных рас-

тягивающих напряжений в арматурных стержнях. После полного пога-

шения сжимающих напряжений в бетоне предварительно напряжен-

ный элемент сопротивляется эффекту воздействия подобно элементу 

без предварительного напряжения. Таким образом, поведение пред-

варительно напряженного элемента под нагрузкой можно условно 

разделить на два этапа: до и после момента декомпрессии. При этом 

на этапе погашения сжимающих напряжений до нуля (этап декомпрес-

сии) сопротивление эффекту воздействия осуществляется за счет 

стержней предварительно напрягаемой арматуры, а именно – все 

растягивающее усилие воспринимает арматура. 

Особенности сопротивления предварительно напряженного 

элемента в условиях нагружения справедливы и в случае физико-

химического способа предварительного напряжения арматуры. От-

личие самонапряженных элементов от элементов с любым другим 

способом создания предварительного напряжения арматуры наблю-

дается только при определении параметров напряженно-

деформированного состояния на этапе расширения напрягающего 

бетона в условиях ограничения. 

В общем случае непрерывную работу самонапряженного желе-

зобетонного конструктивного элемента от момента начала расшире-

ния напрягающего бетона вплоть до разрушения, можно предста-

вить в виде графика, отражающего перераспределение усилий меж-

ду бетонным сечением и арматурой (рисунок 5). Поскольку графики 

перераспределения эффектов воздействий в одноосно предвари-

тельно напряженных механическим способом железобетонных эле-

ментах при различных условиях нагружения подробно охарактери-

зованы в работе [14], рассмотрим картину сопротивления внешнему 

воздействию самонапряженного конструктивного элемента, в кото-

ром расширение напрягающего бетона происходило в условиях 

двухосного ограничения в плоскости. При этом следует отметить ряд 

особенностей, присущих элементам, работающим в условиях плос-

кого напряженного состояния, которые следует учитывать при опре-

делении усилий в бетоне и арматуре при нагружении. 

Начальное напряженное состояние самонапряженного конструк-

тивного элемента, формируемое в результате расширения напря-

гающего бетона, характеризуется взаимно уравновешенными уси-

лиями в растянутой арматуре 
0

SF  и в сжатом бетоне 
0

CF , которые к 

моменту стабилизации численно равны и противоположны по знаку 

(см. рисунок 5). При этом, как отмечено в работе [15], упругая де-

формация напрягающего бетона мала по сравнению с деформацией 

арматурных стержней, следовательно, в качестве деформации эле-

мента можно рассматривать связанную деформацию расширения 

арматуры.  
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Рисунок 5 – Работа самонапряженного конструктивного элемента 

 

Параметры сопротивления самонапряженного элемента в усло-
виях плоского напряженного состояния (см. рисунок 5) представим 
следующим образом: 

0 0,S CF F  – усилия в ограничивающей арматуре и в бетоне (отрезки 

ОА и ОВ соответственно) по направлению главных растягивающих 
напряжений к началу приложения внешней силы (как для элемента, 

работающего в упругой стадии); SF∆  – приращение усилия в арма-

туре по направлению главных растягивающих напряжений на этапе, 
предшествующем декомпрессии (увеличение отрезка OA по направ-

лению AA1 до значения O1A1); decF  – усилие декомпрессии в арма-

туре в момент полного погашения сжимающих напряжений в бетоне 

по направлению главных растягивающих напряжений; crcF  – усилие 

в самонапряженном элементе по направлению главных растяги-
вающих напряжений, соответствующее моменту трещинообразова-

ния; 
0
Sε  – связанные деформации расширения в арматуре (отрезок 

OiniO) по направлению главных растягивающих напряжений к началу 

приложения внешней силы; decε  – деформации самонапряженного 

элемента (отрезок OO1) по направлению главных растягивающих 

напряжений в момент декомпрессии; crcε  – деформации самона-

пряженного элемента (отрезок O1O2) по направлению главных растя-
гивающих напряжений, соответствующие моменту трещинообразо-

вания, ctuε  – предельная растяжимость бетона. 

2.2.Определение параметров напряженно-деформирован-
ного состояния самонапряженного элемента в условиях 
двухосного ограничения в плоскоти к моменту приложения 
нагрузки. Рассмотрим самонапряженный конструктивный элемент, 
в котором расширение напрягающего бетона развивалось в услови-
ях двухосного ограничения в плоскости (рисунок 6). 

Примем допущение о том, что до этапа декомпрессии (погашения 
до нуля сжимающих напряжений в бетоне) самонапряженный элемент 
работает в упругой стадии, и к нему применимы классические условия 
плоского напряженного состояния: 1) напряжения и деформации в 
бетоне связаны соответствующими кругами Мора; 2) направления 
главных напряжений и главных деформаций совпадают. 

К моменту приложения нагрузки в самонапряженном элементе 

действуют сжимающие напряжения 
0

.c xσ  и 
0

.c yσ  по направлениям, 

совпадающим с направлением арматурных стержней. Значения на-

пряжений в бетоне 
0

.c xσ  и 
0

.c yσ  определены с применением расчет-

ной модели для связанных относительных деформаций расширения и 
напряжений в случае двухосного ограничения (см. раздел 1.1). 

Для плоского бетонного элемента в случае произвольной на-

клонной площадки, нормаль к которой составляет угол α с осью OY 

(см. рисунок 6б), сжимающие напряжения в бетоне 
0

.c xσ  и 
0

.c yσ  по 

направлению осей армирования являются внешним воздействием. 
При этом по наклонной площадке будут действовать нормальные и 
касательные напряжения, которые связаны с главными напряже-
ниями кругом Мора (см. рисунок 6в) и определяются на основании 
следующего выражения: 

 

0 0 2 0 2
. . .

0 0 2 0 2
. . .

0 0
. .0

.

cos sin

sin cos

sin2 .
2

c x c x c y

c y c x c y

c x c y
c xy

α

α

α


σ = σ ⋅ α + σ ⋅ α

σ = σ ⋅ α + σ ⋅ α


σ − στ = α

 (5) 

К моменту приложения нагрузки начальные значения упругих 
деформаций в бетоне, как по направлению осей армирования, так и 
по направлению нормалей к произвольной наклонной площадке, в 
общем случае определяют из условий упругого деформирования: 

 

0 0 0 0
. . .28 . . .28

0 0 0 0
. . .28 . . .28

;
.

c x c x cm c x c x cm

c y c y cm c y c y cm

E E

E E
α α

α α

 ε = σ ε = σ 
 

ε = σ ε = σ  
 (6) 

где 
0 0

. .,c x c yσ σ  – начальные сжимающие напряжения в бетоне по 

направлениям осей OX и OY соответственно, 
0 0

. .,c x c yα ασ σ  – на-

чальные сжимающие напряжения в бетоне по нормалям к произ-

вольной наклонной площадке OXα и OYα соответственно; .28cmE  – 

модуль деформации бетона в возрасте 28 суток. 
С учетом того, что напрягающий бетон и арматура деформиру-

ются совместно, проекция напряжений в арматурных стержнях на 
нормаль к произвольной наклонной площадке определяется сле-
дующим образом: 

 

 
а) напряжения по направлению арматурных стержней; б) напряжения по наклонным площадкам; в) круг Мора для начальных сжимающих 
напряжений 

Рисунок 6 – Напряжения в плоском самонапряженном элементе 
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а) конструктивный элемент с системой действующих нагрузок; б) напряжения в элементарной площади при действии нагрузки; 

в) круг Мора для напряжений; г) круг Мора для деформаций 
Рисунок 7 – Самонапряженный элемент в условиях плоского нагружения 

 

 

00
.0 0.

. .
. .

; c yc x
s x s y

s s x s s yE E
αα

α α
α α

σσ
ε = ε =

⋅ ρ ⋅ ρ
, (7) 

где .s xαρ , .s yαρ  – коэффициент армирования по направлению осей 

OXα и OYα соответственно: 

 
2 2

. . . .s x s y s x s yα αρ = ρ = ρ + ρ . (8) 

Таким образом, при известных значениях начальных сжимаю-
щих напряжений в бетоне, действующих по нормали к произвольной 
наклонной площадке, и соответствующих значениях начальных свя-
занных относительных деформаций в арматуре возможно опреде-
лить равнодействующие усилия в сжатом бетоне и растянутой арма-
туре по направлению нормали к произвольной наклонной площадке 
к началу приложения внешней силы: 

0 00 0
. . .. . .

0 0 0 0
. . . . . . . .

;
c y c y c yc x c x c x

s x s x s s x c x s y s y s s y c y

F AF A

F E A F E A

α αα α

α α α α α α

 = σ ⋅ = σ ⋅ 
 

= ε ⋅ ⋅ρ ⋅ = ε ⋅ ⋅ρ ⋅  

(9) 

2.3. Влияние начального напряженно-деформированного 
состояния самонапряженных элементов на сопротивление 
срезу. Рассмотрим самонапряженный конструктивный элемент, 
подверженный совместному действию изгибающего момента, про-
дольной и поперечной силы (рисунок 7). 

В общем случае при нагружении элемента по элементарной пло-

щади dA, расположенной в сжатом наклонном подкосе по линии опо-

ра – сила в пролете (линия AB на рисунке 7а), действуют нормальные 

напряжения .
F
c xσ  и .

F
c yσ  по направлению арматурных стержней, 

касательные напряжения .
F
c xyτ , главные сжимающие напряжения 

.2
F
cσ  и главные растягивающие напряжения .1

F
cσ  (см. рисунок 7б), 

которые связаны друг с другом кругом Мора (см. рисунок 7в). 

Напряжениям, действующим по элементарной площади dA в 

результате приложения нагрузки, соответствуют деформации .
F
c xε  и 

.
F
c yε  по направлению арматурных стержней, главные сжимающие 

деформации .2
F
cε  и главные растягивающие деформации .1

F
cε , ко-

торые также связаны между собой кругом Мора (см. рисунок 7г) и 
следующим выражением: 

 
.1 .2 . .2

.1 . . .2

tan
F FF F
c c yc x c

F F F F
c c x c y c

ε − εε − ε
α = =

ε − ε ε − ε
. (10) 

На основании зависимости (10) главные растягивающие дефор-
мации, развивающиеся в бетоне под нагрузкой, традиционно пред-
ставляют в виде: 

 
2

.1 . . .2( ) cotF F F F
c c x c x cε = ε + ε − ε ⋅ α . (11) 

В качестве продольных деформаций .
F
c xε  в упрощенных рас-

четных моделях принято рассматривать деформации наиболее рас-
тянутого ряда продольной арматуры [16] либо в сечении на расстоя-

нии 0,6d  от наиболее сжатой грани. Следовательно, при схеме 

нагружения, показанной на рисунке 7, продольные деформации .
F
c xε  

запишем в виде: 

 .

0,5 0,5 cotF Ed z Ed Ed
c x

s s

M d N V

E A

+ ⋅ + ⋅ ⋅ α
ε =

⋅
. (12) 

Главные сжимающие деформации .2
F
cε , действующие в диаго-

нальной полосе по линии АВ, принимаем в следующем виде: 

 .2
.2

.28 .28

(tan cot )
F

F c Ed
c

c c

V

E b d E

σ
ε = = α + α

⋅ ⋅
. (13) 

Рассматривая наклонную площадку, угол наклона α которой к 
оси OX (см. рисунок 6а) совпадает с углом наклона сжатого бетонно-

го подкоса αF (линия AB на рисунке 7а), несложно заметить, что 

начальные сжимающие напряжения от самонапряжения 
0

.c yασ  и 

главные растягивающие напряжения .1
F
cσ  действуют по одной и той 

же нормали (ось OYα), но противоположны по знаку. При этом на-

чальные сжимающие напряжения от самонапряжения 
0

.c xασ  и глав-

ные сжимающие напряжения .2
F
cσ также действуют по одной норма-

ли (ось OXα), но дополняют друг друга. 
Под действием нагрузки в плоском самонапряженном элементе 

происходит постепенное погашение начальных сжимающих напря-

Ре
по
зи
то
ри
й Б
рГ
ТУ



Вестник Брестского государственного технического университета. 2019. №1 

Строительство и архитектура 83 

жений 
0

.c yασ  за счет развивающихся растягивающих напряжений 

.1
F
cσ . Следовательно, в момент полного погашения начальных сжи-

мающих напряжений в бетоне (момент декомпрессии) суммарное 
напряжение в нем по направлению главных растягивающих напря-
жений становится равным: 

 
0

. .1 0F
c y cασ + σ = . (14) 

Записывая выражение (14) для деформаций с учетом знака, по-
лучим следующее: 

 
0 0

. .1 . .10F F
c y c c y cα αε − ε = ⇒ ε = ε , (15) 

где 
0

.c yαε  – начальное значение сжимающих деформаций в бетоне по 

нормали OYα к наклонной площадке, определяемое по зависимости (6); 

.1
F
cε  – главные растягивающие деформации в бетоне по направле-

нию главных растягивающих напряжений от действия системы 
внешних сил, определяемые по зависимости (11). 

Таким образом, на основании зависимости (15) с учетом зависи-
мости (11) возможно определить значение поперечной силы 

.Ed decV , при которой происходит полное погашение начальных сжи-

мающих напряжений в бетоне, образующихся в процессе расшире-
ния напрягающего бетона. 

Поскольку с момента декомпрессии самонапряженный конструк-
тивный элемент сопротивляется внешнему воздействию аналогично 
элементу без предварительного напряжения арматуры, следователь-
но, общее сопротивление срезу может быть представлено в виде: 

 .
F

Rd Rd dec RdV V V= + , (16) 

где .Rd decV  – сопротивление срезу, соответствующее моменту де-

компрессии;  
F

RdV  – сопротивление срезу, определенное для элемента без 

предварительного напряжения (самонапряжения). 
Следует отметить, что предлагаемая модель для определения 

сопротивления плоских самонапряженных элементов при совмест-
ном действии нормальных и касательных напряжений с учетом на-
чального напряженного состояния в равной степени может быть 
использована для определения сопротивления плоских железобе-
тонных конструктивных элементов с любым способом предвари-
тельного напряжения арматуры. 

2.4. Верификация расчетной модели сопротивления срезу 
плоских самонапряженных элементов. 

2.4.1. Методика проведения исследований. Верификация рас-
четной модели для определения сопротивления плоских самонапря-
женных элементов при совместном действии нормальных и касатель-
ных напряжений с учетом начального напряженного состояния была 
проведена на основании экспериментальных и теоретических иссле-
дований плитных образцов, номенклатура и конструктивное решение 
которых приведены в таблице 1 и на рисунке 1 соответственно. 

Экспериментальные и теоретические исследования выполня-
лись при нагружении плитных образцов сосредоточенной силой по 
схеме, приведенной на рисунке 8. 

В настоящих исследованиях плитный образец представляет со-
бой фрагмент сжатого бетонного подкоса, располагаемого по линии 
опора – поперечная сила и испытывающего воздействие центрально 
приложенного сжимающего усилия, подобно работе сжатого бетон-
ного подкоса в модели “Распорки и тяжи”. 

В соответствии со схемой, показанной на рисунке 8, нагрузку 
прикладывали ступенями с последующей выдержкой в течение 10 
минут. Появление трещин фиксировали визуально. На каждом этапе 
нагружения по индикаторам часового типа с ценой деления 0,002 мм 
фиксировали деформации самонапряженного образца по направле-
нию осей армирования и по направлению главных осей. Также фик-

сировали нагрузку появления трещин нормального отрыва 
exp

.crc totalF , 

а также принятую для каждой серии образцов предельную нагрузку 
exp

ultF . После появления трещины нормального отрыва на каждом 

последующем этапе нагружения фиксировали ширину ее раскрытия. 

Следует отметить, что принятое в экспериментальных исследо-
ваниях расположение индикаторов часового типа позволяет учесть 
фактическую картину распределения напряжений и в то же время 
избежать влияния местного действия нагрузки.  

Первая трещина нормального отрыва образовывалась внезапно 
в середине плитного образца по линии действия сжимающей сосре-

доточенной силы при ее значениях 
exp exp

. 0,65crc total ultF F=  для серии 

I, 
exp exp

. 0,68crc total ultF F=  для серии II и 
exp exp

. 0,91crc total ultF F=  для 

серии III. При дальнейшем увеличении нагрузки новые трещины не 
образовывались, но происходило увеличение ширины раскрытия 
начальной трещины вместе с ее распространением к точкам прило-
жения сжимающей силы. 

Испытание опытных образцов продолжалось до достижения ши-
рины раскрытия трещины величины 1 мм для серий I и II и до раз-
рушения в результате разрыва арматурных стержней вследствие 
чрезмерного раскрытия трещин для серии III. Характерные картины 
трещинообразования опытных образцов приведены на рисунке 9. 

2.4.2. Анализ результатов экспериментальных и теоре-
тических исследований. Поскольку схема приложения нагрузки, 
принятая в настоящих исследованиях, отличается от схемы прило-
жения нагрузок, рассматриваемой при обосновании расчетной мо-
дели (см. рисунок 7), следует произвести корректировку уравнений 
(12, 13) в соответствие со схемой нагружения на рисунке 8. 

В случае действия на плитный образец сжимающей сосредото-
ченной силы напряжения в бетонном сечении распределяются в виде 
“bottle-shaped” формы, подобно тому, как это представлено в модели 
“Распорки и тяжи” для сжатой бетонной распорки [17]. Как отмечается 
в нормах [18], к расчету прочности сжатой бетонной распорки следует 
принимать наиболее опасное сечение вблизи места приложения со-
средоточенной силы, геометрические параметры которого определя-
ются из геометрических параметров узловых элементов. Следова-
тельно, в настоящих исследованиях в качестве расчетного сечения 
целесообразно принимать сечение вблизи опорной пластины. 

При действии сжимающей силы F на плитный образец в бетоне 

сжатой полосы сечением axb=140x70мм возникают главные сжи-

мающие напряжения .2
F
cσ  и соответствующие им главные сжимаю-

щие деформации .2
F
cε : 

 .2
F
c

F
a b

σ =
⋅

; .2
.28

F
c

c

F
a b E

ε =
⋅ ⋅

. (17) 

В то же время в перпендикулярном направлении от действия си-

лы F возникают главные растягивающие деформации .1
F
cε , связан-

ные с главными сжимающими деформациями коэффициентом Пуас-

сона 0,2µ = . Следовательно, значение внешней силы, при кото-

рой происходит полное погашение начальных сжимающих напряже-
ний в бетоне, можно представить в виде: 

 

0
.1

.
c

Ed dec

a b
F

σ ⋅ ⋅
=

µ
; (18) 

 
0 0 2 0 2

.1 . .sin cosc c x c yσ = σ ⋅ α + σ ⋅ α , (19) 

где 
0 0

. .,c x c yσ σ  – начальные сжимающие напряжения в бетоне по 

направлению осей армирования OX и OY соответственно; α  – угол 

поворота арматурных стержней относительно главных осей. 
В настоящих исследованиях дополнительно устанавливали ве-

личину предельной растяжимости бетона (см. рисунок 5) с учетом 
фактического места расположения измерительных приборов: 

 ctu crc decε = ε − ε , (20) 

где crcε  – среднее значение деформаций плитных образцов, изме-

ренных по индикаторам часового типа к моменту образования тре-
щины нормального отрыва по направлению главных растягивающих 
напряжений; 
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в) 

 

а) схема испытательной установки; б) геометрические параметры образцов при испытании; в) общий вид образца в испытательной установке 
Рисунок 8 – Схема испытания опытных образцов 

 

а) б) 

  
Рисунок 9 – Характерные картины трещинообразования (а) для плит серий I и II (б) для плит серии III 

 

decε  – деформация опытного образца в момент декомпрессии, 

определенная в направлении главных растягивающих напряжений 

при значении внешней силы .Ed decF . 

Таким образом, в исследованиях были определены следующие 

параметры: 
.calc

decF σ
 – усилие декомпрессии на основании значений 

начальных сжимающих напряжений, рассчитанных по деформацион-

ной модели для случая двухосного ограничения [12]; 
exp.

decF σ
 – усилие 

декомпрессии на основании экспериментальных значений начальных 

сжимающих напряжений; crcF  – усилие трещинообразования от мо-

мента погашения начальных сжимающих напряжений в бетоне, опре-
деленное на основании предельной растяжимости бетона по зависи-

мости (21); 
.

.
calc

crc totalF σ
 – полное усилие сопротивления внешнему воз-

действию в момент появления трещины нормального отрыва с учетом 

расчетных значений начальных сжимающих напряжений; 
exp.

.crc totalF σ
 – 

полное усилие сопротивления внешнему воздействию в момент появ-
ления трещины нормального отрыва с учетом экспериментальных 

значений начальных сжимающих напряжений; 
exp

.crc totalF  – полное уси-

лие трещинообразования, зафиксированное при испытании плитных 
образцов сосредоточенной сжимающей силой. Результаты определе-
ния указанных параметров приведены в таблице 4. 

Как следует из таблицы 4, полное усилие трещинообразования, 
определенное с учетом экспериментальных значений начальных 
напряженний, отличается от зафиксированного при испытании уси-
лия трещинообразования на 4% для серий I и II и на 9% для серии 
III. При этом полное усилие трещинообразования, определенное на 
основании расчетных значений начального напряженного состояния, 
отличается от опытного усилия трещинообразования на 2% для 
серий I и II и на 7% для серии III. 

Анализируя данные таблицы 4, можно сделать вывод о достаточ-
но хорошей сходимости экспериментальных и расчетных значений 
усилия трещинообразования, что в свою очередь свидетельствует о

Ре
по
зи
то
ри
й Б
рГ
ТУ



Вестник Брестского государственного технического университета. 2019. №1 

Строительство и архитектура 85

Таблица 4 – Результаты определения параметров экспериментальных и теоретических исследований 
№

 с
ер

ии
 Начальные сжимающие напря-

жения по главному растягиваю-
щему направлению, МПа 

Усилие декомпрес-
сии, кН 

Усилие трещино-
образования с момента 

декомпрессии, кН 

Полное усилие трещинообразова-
ния, кН 

0
.1.c calcσ  

0
.1.expcσ  

.calc
decF σ

 
exp.

decF σ
 crcF  

.
.

calc
crc totalF σ

 
exp.

.crc totalF σ
 

exp
.crc totalF  

I 0,755 0,947 36,99 46,4 309,4 347 355,8 340 

II 3,674 3,235 180 159 167,5 347,5 326,5 340 

III 0,791 0,675 38,76 33,08 241 279,8 274,1 300 

 
рациональности предлагаемой расчетной модели для определения 
сопротивления внешнему воздействию с учетом начального напря-
женного состояния, а также подтверждает разработанную ранее мо-
дифицированную деформационную модель для связанных относи-
тельных деформаций расширения и напряжений в случае двухосного 
ограничения. 

 

Заключение 

1. Аналитическая модель для определения связанных деформаций 
расширения и напряжений в условиях двухосного ограничения в 
плоскости позволяет оценивать и прогнозировать параметры на-
пряженно-деформированного состояния элемента на всем этапе 
расширения напрягающего бетона при произвольных коэффици-
ентах армирования в ортогональных направлениях с учетом ре-
альных условий твердения. Основным преимуществом предло-
женной модели является учет кумулятивной реакции упругого ог-
раничения, сдерживающей развитие процесса расширения, что 
особенно ярко проявляется в случае увеличения осевой жесткости 
ограничения и при использовании активных бетонов. 

2. Разработанная расчетная модель для определения сопротивле-
ния срезу плоских самонапряженных элементов позволяет оце-
нить напряженно-деформированное состояние элемента при про-
извольной системе сосредоточенных сил с учетом начального на-
пряженного состояния от расширения напрягающего бетона. 
Предложенная модель в равной степени может быть применима 
при любом способе создания предварительного напряжения. 

3. Рациональность предложенных моделей была подтверждена 
посредством экспериментальных исследований плитных образцов 
на этапе расширения напрягающего бетона с последующими ста-
тическими испытаниями сосредоточенной сжимающей силой. 
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SANNIKAVA V. H., TUR V. V. The resistance of self-stressed elements under plane state 

In the article the general theoretical background of the deformation model for the estimation of the restrained strains and self-stresses under two-way restraint 
conditions is presented. This model takes into account the cumulative force and can be applied at arbitrary restraint conditions in orthogonal directions. The paper 
also contains the main provisions of the design model that allows for the effect of the initial stress state under the static loading. 
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