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Введение. В подавляющем большинстве программных комплексов реше-
ние геометрически линейных и нелинейных задач деформирования строитель-
ных конструкций осуществляется при помощи метода Ньютона, модифициро-
ванного метода Ньютона, хорошо зарекомендовавших себя при решении только 
задач монотонного характера. При решении задач немонотонного характера 
получить результаты расчётапри использовании упомянутых методов крайне 
затруднительно [1]. 

Сложность нахождения критической нагрузки в конечно-элементных 
программных комплексах для инженерных расчётов строительных конструкций 
состоит в том, что исследователем всегда задаётся нагрузка, перемещения узлов 
системы является искомыми величинами. Поскольку критическая узловая на-
грузка является величиной неизвестной, способов её назначения может быть 
великое множество. Так, назначенная нагрузка определённой величины, полу-
ченная по результатам сбора нагрузок на покрытие, может оказаться больше 
критической. В случае, если необходимо определить её точное значение, нужно 
задавать узловую нагрузку на сетчатый купол с некоторым шагом, производя 
геометрически нелинейные расчёты. Если сетчатый купол имеет большое коли-
чество стержней, то расчёт всей конструкции ради определения критической 
нагрузки лишь одного фрагмента может занять довольно длительное время и 
верный результат не может быть гарантирован. 

В работе [2] были подробно описаны результаты, полученные авторами 
этих статей экспериментально и произведено сравнение с ними математической 
модели, предложенной Suzuki T, Ogawa T, Ikarashi K. в работе [3]. В той же ра-
боте [2] приведены результаты эксперимента по определению критической на-
грузки, вызывающей прощёлкивание стержневого многогранника при прило-
жении на купол неравной по величине узловой нагрузки. 

Общая часть. В уравновешивании внешних сил, приложенных к рас-
сматриваемым элементам фрагментов сетчатой конструкции, принимают уча-
сти не только поперечные силы, но и проекции продольных сил на ось действия 
внешних нагрузок, то следует рассмотреть процесс изменения продольных сил 
от деформаций системы. В рассматриваемом случае силы, вызывающие сжатие, 
следует считать положительными, растяжение – отрицательными. 

Для дальнейшего рассмотрения продольных деформаций в стержнях типа 
HJ,HK, CG, CН, ВС и ОC можно рассмотреть законы движения хорд этих 
стержней и рассмотреть равновесие узла С в плоскости горизонтальной проек-
ции и вертикальной плоскости. На рисунке 1 изображён рассматриваемый 
фрагмент сетчатого купола. 
                                                             

2Эта статья является продолжением работы «ОПРЕДЕЛЕНИЕ ИЗГИБАЮЩИХ МОМЕНТОВ И ПОПЕРЕЧНЫХ 
СИЛ В РАДИАЛЬНОЙ ПЛОСКОСТИ В СТЕРЖНЯХ СЕТЧАТОГО КУПОЛА» 
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Рисунок 1 – Рассматриваемый фрагмент  
сетчатого купола 

 
 
 
 

Поскольку проекции поперечных 
сил в горизонтальной плоскости в рас-
сматриваемой точке несоизмеримо 
меньше проекций продольных сил в 
этой же плоскости, то поперечными си-

лами, рассматривая систему сходящихся сил, можно пренебречь. Учитывая, что 
угол наклона стержней типа ОС к горизонту равен β , стержней типа СН, CG - 

β3 , HJ, HK - β5  в сферической стержневой оболочке, можно приравнять го-
ризонтальные проекции продольных сил в этих стержнях, учитывая, что все на-
званные углы малы. Необходимо составить уравнения равновесия сил в узлах Н 
и С, проецируя силы на горизонтальную плоскость: 
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Разделив уравнение (1) на жёсткость растяжения-сжатия EI, можно полу-
чить следующую запись этого уравнения: 
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При малом угле отклонения хорды βϕ <<  можно утверждать, что уравне-
ние (1) является приближённой записью, полагая 15cos,13cos ≈≈ ββ , принимая во 

внимание, что угол 00 40 <<β . Погрешность использования приближённого ра-
венства относительно точной его записи составит практически от 0 до 2,3%. 
Для определения продольных деформаций стержней необходимо воспользо-
ваться схемой деформирования отдельного фрагмента сетчатой конструкции в 
горизонтальной плоскости и зависимостями, определяющими величины про-
дольных деформаций при перемещениях хорд стержней в радиальных плоско-
стях. На рисунке 1 изображена схема деформирования характерных стержней 
сетчатого купола в горизонтальной и радиальной плоскостях. 
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Рисунок 2 – Деформирование стержней типа СО, СН, СG, HG сетчатого купола 
 

Поскольку отдельный стержневой многогранник является пологим, то уг-
лы наклона его стержней к касательной плоскости к поверхности в узловых 
точках сетчатой конструкции будут малыми. В таком случае синусы и косину-
сы этих углов можно свести к полиномам, используя преобразования их ряд 
Тейлора-Маклорена. 
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Ограничиваясь первыми членами ряда можно принять, что 1)cos( ≈− ϕβ , 
)()sin( ϕβϕβ −≈− , исключая малые высших порядков. Необходимо выразить 

продольные деформации стержней рассматриваемого фрагмента. Выражение 
для определения продольной деформации стержня СО можно записать в сле-
дующем виде: 

δ
ε

χχβεχχβ
cos2

)5.01()5.01( 22 BC
OCOC acl +−=⇒+−=∆                    (4) 

 
где a  - величина перемещения узла С в плоскости проекции под действием внеш-
ней нагрузки, с)5.01(2 χχβ −  –деформация укорочения стержня СОмежду непод-
вижными в горизонтальном, но подвижными в вертикальном опорами О и Сна-
правлениях, в которой βχϕ =  - величина угла отклонения хорды стержня от 
первоначального, проектного положения. Эта формула была получена В. А. Са-
вельевым при решении подобной задачи. Величину этого перемещения можно 
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определить из рисунка 2. Выражение, определяющее величину продольной де-
формации стержня CH можно записать в следующем виде: 

 

ball CHпCH +−∆=∆ ,                                              (5) 
 

Теперь можно записать выражение для определения продольной относи-
тельной деформации стержня СН: 
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где cl CHп )
2
11(9 2

, ηηβ −=∆ , βη3  - угол между хордой стержня СН в проектном по-

ложении. Подобным образом можно записать выражение для определения про-
дольной относительной деформации стержня СG: 
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где υ5.0cos  - косинус половины угла ∠BGC, γcos  - косинус угла ∠GСН.  
Деформацию стержня HJ можно выразить подобно деформации стержня 

СОв виде следующего выражения: 
 

bll HJпHJ −∆=∆ ,                                                   (8) 
 

где HJl∆  - деформация укорочения стержня HJ. Следует отметить, что угол меж-
ду осью стержня HJ в недеформированном состоянии и горизонтальной плос-
костью в пять раз больше, чем угол между осью стержня CO и горизонтальной 
плоскостью. В связи с этим отклонение от геометрически линейного закона де-
формирования стержней третьего яруса сетчатого сферического купола будет 
проявляться в гораздо меньшей степени, чем стержней первого яруса 
( 15.01 ≈− ξ ). Так, приращение продольных деформаций стержня HJ можно опи-
сать линейной зависимостью: 
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где τcos  - косинус угла ∠СHG. βξ5  - угол между хордой стержня СН в проект-
ном положении.Подобным образом можно выразить продольную деформацию 
стержня HK: 
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Теперь, когда продольные деформации рассматриваемых стержней найде-
ны, можно выразить деформации стержней HG и ВС из уравнений системы (1): 
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Теперь можно повторить вывод формулы для определения продольной 
деформации стержня ВС в двухъярусном фрагменте, считая, что стержни вто-
рого кольцевого сечения HG нерастяжимы. Результат можно описать следую-
щей формулой: 
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Принимая величины углов 
3
π

υτγδ ====  как наиболее часто исполь-

зуемые, можно оценить различия между выражениями, определяющими вели-
чины продольных деформаций стержня ВС в выражениях (11) и (12): 

 

( ) ( ) )544.55.01319.05.01262.3(2 ξχχηηβε +−−−=III
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Очевидно, величины продольных деформаций стержней типа BC, вычис-
ленных в двухъярусном и трёхъярусном фрагментах, мало различаются по зна-
чению. Поэтому для практических расчётов следует применять выражение (13) 
как наиболее простое и обладающее хорошей точностью. Поскольку величина 
продольной деформации стержня ВС входит в состав формул для определения 
продольных деформаций других рассматриваемых стержней, то различия меж-
ду ними также будут малы, что было ранее подтверждено в работе [4] при ис-
следовании местной потери устойчивости шарнирно-стержневых сетчатых ку-
полов. Поэтому для отыскания продольных сил в стержнях первого и второго 
ярусов можно использовать уравнение (13) совместно с уравнениями (4) – (7). 

Величины безразмерных параметров перемещений χ ,η являются зависи-
мыми от приложенной внешней нагрузки. Учитывая, что величина внешней уз-
ловой нагрузки равна сумме проекций внутренних усилий в стержнях на ось 
действия внешней нагрузки, то можно составить следующие уравнения равно-
весия рассмотренных выше узлов: 
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где k - количество стержней, соединяемых в узле О. 
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Можно утверждать величины нагрузок в рассматриваемых узлах в общем 
случае соотносятся между собой. Величины отношений узловых нагрузок в уз-
лах С и Н к величине узловой нагрузки в узле О можно выразить в следующем 
виде при неизменных сечениях стержней: 
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где OP , CP , HP  - величины узловых нагрузок в узлах О, С и Н соответственно, 

2β

ε
ε ij

ij = .Решением этого уравнения является значения безразмерного параметра 

прогиба η. Величина же CΩ  является заданной, величиной χ  следует задавать-
ся. Решение  уравнения (17) следует искать методом подбора.  

Переход формы верхнего многогранника сетчатого купола из выпуклого 
состояния в вогнутое произойдёт, если перемещение узла О под нагрузкой при 
выполаживании стержневого многогранника с узлом О в центре и узлами типа 
С (В) в основании превысит стрелку подъёма многогранника в недеформиро-
ванном состоянии. Это условие можно записать в виде следующего выражения: 

 

1<χ                                                         (17) 
 

Условие (17) определяет кардинальное изменение геометрии рассматривае-
мого многогранника, но не даёт возможность оценить величину критической на-
грузки. В изложенной выше математической модели местной потери устойчиво-
сти жёстко-узловых сетчатых куполов в отличие от встречающихся в литературе 
шарнирно-стержневых математических моделей процесс «нагрузка-перемещение» 
описывается намного более сложно, используются неявно взаимозависимые без-
размерные параметры прогибов, используется множество величин, предугадать 
значения которых невозможно. В связи с этим представить окончательную запись 
формулы, определяющую величину критической нагрузки крайне затруднитель-
но. Поэтому, имея закон деформирования имеющегося многогранника в составе 
купола, можно потребовать выполнение следующего условия: 

 

maxp
kEA
Pуз <                                                   (18) 

  

Здесь величина maxp  - безразмерная максимальная величина вычисленной 
нагрузки. Зависимость «нагрузка-перемещение» для жёстко-узловой сетчатой 
конструкции можно представить в виде следующих графиков: 

Состояние рассматриваемого многогранника будет выпуклым, если вы-
ражение (17) будет удовлетворяться и вогнутым в противном случае. При нали-
чии явно выраженного максимума maxp  на диаграмме, местная потеря устойчи-
вости начнётся с параметра деформирования, который соответствует величине 
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maxp . Выпуклое состояние рассматриваемого фрагмента соответствует устойчи-
вому состоянию, вогнутое – неустойчивому. По представленным графикам 
можно определить, какой величине безразмерного параметра χ  соответствует 
действующая нагрузка в узле О при известных величинах параметров CΩ  и n. 
Узловую нагрузку на сериях графиков 3следует откладывать в виде результата 
следующего отношения: 

EA
P

p уз
3β

=                                                       (19) 

 

 

 
 
Рисунок 3 – Диаграммы деформирования верхнего многогранника сетчатого купола, 
сеть которого построена методом Кайвитта либо проекционным методом и имеющего 

шесть соединяемых стержней в верхнем узле 
 

Как уже было отмечено, что изгибающие моменты в радиальной плоско-
сти сетчатой конструкции в стержнях типа СО, СН, СG, HJ, HK противополож-
ны по направлению в случае приложения нагрузки в узел О и в узлы типа С. Из 
этого следует вывод, что в каждой сетчатой конструкции существует такое со-
отношение нагрузок в узлах типа О и С CΩ , что результирующие изгибающие 
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моменты в рассматриваемых стержнях могут в большей или меньшей мере 
уменьшаться по сравнению со случаем, если нагрузки будут прикладываться 
отдельно. В случае чистого изгиба или полного отсутствия моментов в рас-
сматриваемых стержнях в процессе деформирования внешняя узловая нагрузка 
может быть уравновешена только продольными силами, процесс потери мест-
ной устойчивости сетчатой конструкции произойдёт подобно системе с шар-
нирными узлами, т.е. без действия поперечных сил. При значении узловой на-
грузки в узле О близкой к критической величине резко возрастают величины 
перемещений узлов, малейшее приращение узловой нагрузки может вызвать 
значительное приращение перемещений и как следствие – достижение предела 
текучести материала стержней. 

Выводы. Процесс перемещения центрального узла относительно сосед-
них, расположенных в первом кольцевом сечении в общем случае не будет свя-
зан с пропорциональным приращением внутренних усилий в стержнях. 

На геометрически нелинейный процесс деформирования стержневых 
многогранников в значительной мере влияют изгибная жёсткость стержня, угол 
между стержнем и касательной плоскостью к сетчатому куполу в центре узла в 
проектном положении, метод формообразования сетчатой конструкции. 

Предложен критерий определения критической нагрузки на сетчатый ку-
пол с жёсткими узлами. 

Представленные в относительных величинах серии диаграмм «нагрузка-
прогиб» позволяют точно и просто определить величину критической нагрузки 
и вертикальные деформации верхнего узла сетчатого купола относительно 
ближайших соседних от приложенной внешней осесимметричной  узловой на-
грузки. 
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