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Введение. Широкое распространение в строительной отрасли Украины 
получила бескапительно-безбалочная конструктивная система зданий [1]. Эта 
система характеризуется широкими возможностями планировочных решений, 
которые не влияют на устойчивость и теплоемкость здания [2]. Бескапительно-
безбалочный каркас здания состоит из двух основных несущих элементов: ко-
лонн и плит перекрытия. При этом отсутствие выступающих из плоскости пе-
рекрытия частей, таких как: ригели, консоли или капители дает возможность с 
успехом использовать этот каркас для зданий любого назначения, в частности в 
жилищном строительстве [3]. 

Одним из основных направлений совершенствования зданий бескапи-
тельно-безбалочной системы является уточнение методик расчета ее несущих 
элементов и уменьшение на этой основе расхода материалов, снижение стоимо-
сти строительства и повышения доступности жилья. Совершенствование расче-
тов прочности колонн актуально ввиду того, что колонны данной системы из-за 
особенностей передачи нагрузки с плит [4] работают в условиях сложного де-
формирования, то есть испытывают косое сжатие [5]. 

На сегодня конструкции, работающие в условиях сложных деформаций, 
очень часто рассчитывают на простые виды деформации в ортогональных глав-
ных плоскостях инерции. Проектировщики вынуждены прибегать к такому упро-
щению, поскольку совершенных и одновременно достаточно простых методик ра-
счета прочности косодеформированных железобетонных конструкций не разра-
ботано. А это, конечно, приводит к искажению истинной картины работы конс-
трукции и, как следствие, к перерасходу материалов и даже к авариям. 

Анализ последних исследований. Существует значительное количество 
исследований, посвященных разработке методик расчета косодеформирован-
ных элементов. Анализ последних публикаций [6 – 10] показывает, что наибо-
лее целесообразно совершенствовать существующие предложения по расчетам 
несущей способности путем применения нелинейной деформационной модели, 
деформационного критерия прочности и диаграмм физического состояния ма-
териалов, среди которых внимания заслуживают двухлинейные аппроксимации 
диаграмм деформирования бетона и арматуры [7].  

Постановка целей и задач исследований. Целью настоящей статьи яв-
ляется усовершенствование расчета прочности железобетонных колонн беска-
пительно-безбалочной конструктивной системы зданий с учетом реального на-
пряженно-деформированного состояния. 

Методика исследований. В основу теоретических исследований напря-
женно-деформированного состояния косодеформированных железобетонных 
колонн положены предпосылки согласно [11]. 

Для описания двухлинейной диаграммы состояния бетона приняты сле-
дующие зависимости: 

при 3,0 c c cdε ε< ≤  ;c cd cEσ ε=     (1) 
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при 3, 3,c cd c cu cdε ε ε< ≤  ,c cdfσ =    (2) 
где       εс3,cd = 0,48 ... 0,97 ‰ – значение деформаций бетона, соответствующее границе его 
условно упругой работы [11, табл. 3.1]; 

Ecd = fcd / εc3,cd – расчетное значение модуля упругости бетона; 
εсu3, cd = 3,38 ... 2,06 ‰ – максимальные значения деформаций бетона, соответствую-

щие границе условно пластического участка диаграммы [11, табл. 3.1]. 
 

Связь между напряжениями и деформациями в арматуре описывается за-
висимостями: 

при 00 s sε ε< ≤   ;s s sEσ ε=    (3) 
при 0s s udε ε ε< ≤   ,s ydfσ =    (4) 

где        εs0 = fyd / Es – значение деформаций арматурной стали, определяющих границу упру-
гого участка диаграммы; 

Es – модуль упругости арматурной стали; 
εud = 25 ... 12 ‰ – максимальные значения деформаций арматурной стали, соответст-

вующие границе пластического участка диаграммы. 
 

С учетом принятых предпосылок расчетная схема напряженно-дефор-
мированного состояния нормального сечения кососжатой железобетонной ко-
лонны квадратного профиля приобретает вид, приведенный на рисунке 1. 

Согласно расчетной схемы (рис. 1) общая система уравнений равновесия 
в системе координат X0Y0Z0 будет выглядеть так: 
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n
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= − + + =∑ ∑∫∫ ∫∫ (7) 

где       σc = f (x0,c, y0,c); σct = f (x0,ct, y0,ct) – законы распределения напряжений в сечении соот-
ветственно сжатой и растянутой зон бетона; 

dx0,c · dy0,c = dAc; dx0,ct · dy0,ct = dAct – элементарные значения площади соответственно  Ac 
сжатой и Act растянутой зон сечения колонны; 

x0,c; y0,c; x0,ct; y0,ct – координаты точек приложения равнодействующих напряжений в 
элементарных участках dAc и dAct соответственно  сжатой и растянутой зон бетона на уровне 
центров их тяжести; 

n – количество арматурных стержней в сечении; 

1

n

si si
i

Aσ
=
∑  – алгебраическая сумма усилий в n арматурных стержнях; 

0,
1

n

si si si
i

A xσ
=
∑ , 0,

1

n

si si si
i

A yσ
=
∑  – алгебраические суммы моментов сил в каждом из n стерж-

ней относительно  осей Y0 и X0 соответственно; 
NEd – продольная сила от внешней нагрузки; 
ex0, ey0 – эксцентриситеты приложения силы NEd относительно  осей Y0 и X0 соответст-

венно. 
 

Как показывает анализ системы (5 – 7), количество неизвестных в ее ура-
внениях превышает количество уравнений, поэтому нужно применить допол-
нительные зависимости для определения всех неизвестных параметров. 
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Рисунок 1 – Общий вид расчетной схемы напряженно-деформированного состояния 

нормального сечения кососжатой железобетонной колонны 
 

Как показывают экспериментальные данные, работа бетона растянутой 
зоны при уровнях загрузки, близких к разрушительным, практически не влияет 
на прочность поперечного сечения, поэтому при определении прочности косо-
сжатой колонны влиянием растянутого бетона можно пренебречь. 

Из аналитических выражений (1 – 2) закона физического состояния сжатого 
бетона с использованием гипотезы плоских сечений (рис. 1) получено закон σc = f 
(yc) распределения напряжений в сжатой зоне бетона в плоскости YOZ: 

при 0 < yc ≤ X – λX ;cd c
c

f y
X X

σ
λ

=
−

   (8) 

 
при X – λX < yc ≤ X  ,c cdfσ =

   
 (9) 

где       X – высота сжатой зоны; 
λ – уровень пластичности бетона. 
Параметры Х и λ (рис. 1) функционально зависят от фибровых деформа-

ций бетона и арматуры: 
(1) ,c sm smX yε ε=      (10) 

3, (1)1 ,c cd cλ ε ε= −      (11) 
где       εc(1) – относительные деформации бетона наиболее сжатого ребра колонны (фибровые 
деформации бетона); 

ysm – координата точки приложения равнодействующей усилий в наиболее растянутом 
арматурном стержне; 
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εsm – относительные деформации наиболее растянутого арматурного стержня (фибро-
вые деформации арматуры); 

εc3,cd – относительные деформации бетона, соответствующие границе треугольного 
участка эпюры напряжений в сжатой зоне. 

 

Для определения фибровых относительных деформаций бетона εc(1) и ар-
матуры εsm в момент разрушения используется деформационный критерий 
прочности. Согласно этому критерию разрушение железобетонного элемента в 
нормальном сечении наступает тогда, когда деформации в бетоне или арматуре 
в наиболее отдаленной от нейтральной линии точке достигают предельного 
значения. Итак, прочность кососжатой железобетонной колонны в нормальном 
сечении проверяется при таких условиях деформирования бетона и арматуры: 

(1) 3,c cu cdε ε≤ ;      (12) 

sm udε ε≤ .      (13) 
 

В статье рассматривается методика расчета прочности нормального сече-
ния кососжатых железобетонных колонн квадратного профиля на примере тра-
пециевидной формы сжатой зоны бетона, и поэтому расчетная схема имеет вид, 
представленный на рисунке 2. Для вывода расчетных формул использованы об-
щие уравнения равновесия (5 – 7), которые в плоскости координатной оси Y, пе-
рпендикулярной к нейтральной линии, приобретают вид: 

1 2 3 40 : 0;Ed c s s s sZ N N N N N N= − + − − + =∑    (14) 

1 10 : ( ) ( )
Ed EdA c N Nc s N sM N y y N y y= − − + +∑  

2 2 3 3 4 4( ) ( ) ( ) 0;
Ed Ed Eds N s s N s s N sN y y N y y N y y+ − + − − + =   (15) 

 
где       NEd – продольная сила от внешней нагрузки; 

Nс – равнодействующая напряжений в бетоне сжатой зоны; 
Ns1, Ns2, Ns3, Ns4 – усилия в арматурных стержнях 1, 2, 3, 4 соответственно; 
yNЕd – расстояние от нейтральной линии до точки приложения силы NEd; 
yNc – расстояние от нейтральной линии до точки приложения усилия Nc; 
ys1, ys2, ys3, ys4 – расстояния от нейтральной линии до точек приложения усилий Ns1, 

Ns2, Ns3, Ns4 соответственно . 
 

 
Рисунок 2 – Расчетная схема усилий, напряжений и деформаций в нормальном сечении 

кососжатой железобетонной колонны с трапециевидной формой сжатой зоны 
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После осуществления интегрирования функции (8 – 9) по оси Y, а затем 
по оси X в пределах трапециевидной формы сжатой зоны сечения (рис. 2) полу-
чены выражения для определения значений равнодействующей Nc и расстояния 
yNc от точки ее приложения до нейтральной линии: 

 

sin
cos 2

cd
c

f b bN X θ
ω

θ
 = − 
 

;     (16) 

( )
( )

26 sin 3 sin
3 2 sinc

cx
N

c

X b X bSy
N X b

ϕ θ θ
ω θ

− −
= =

−
;   (17) 

( )2 sin 3 sin
cos 6

cd
c

b X bf bS X
θ θ

ϕ
θ

− 
= − 

 
,   (18) 

где        ω, φ – соответственно коэффициенты полноты эпюры напряжений в бетоне сжатой зоны и 
относительного значения координаты точки приложения усилия Nс: 

1
2

λ
ω

+
= ,      (19) 

22 2
6
λ λ

ϕ
+ −

= .     (20) 
 

Определение равнодействующих Nsi предлагается выполнять в зависимо-
сти от значения напряжений σsi, соответствующих деформациям εsi на расчет-
ной двухлинейной диаграмме деформирования арматуры, на основе следующе-
го выражения: 

si si siN Aσ= ,      (21) 
 

где       Asi – площадь поперечного сечения i-го стержня арматуры. 
 

Значение напряжений σsi определяются по формулам (3) – (4) в зависимо-
сти от относительных деформаций арматуры 

 

3,si cu cd
si

y
X

ε
ε = .       (22) 

 

Для положения нейтральной линии, изображенного на рисунке 2, расстоя-
ния от нейтральной линии до точек приложения усилий определяются так: 

 

( )0,5 cos 0,5 sin
EdNy e h b Xθ θ= − + − ;   (23) 

( )1 cos ( )sinsy h a b a Xθ θ= − + − − ;    (24) 

( )( )2 cos sinsy X a b aθ θ= − + − ;    (25) 

3 ( cos sin )sy X a aθ θ= − + ;     (26) 

( )4 cos sinsy h a a Xθ θ= − + − ,    (27) 
 

где        e – эксцентриситет приложения силы NEd (расстояние от центра поперечного сечения 
колонны до линии действия силы NEd); 

Х – высота сжатой зоны сечения; 
b – ширина поперечного сечения железобетонной колонны; 
θ – угол наклона нейтральной линии; 
h – высота поперечного сечения железобетонной колонны; 
a – расстояние от центра тяжести арматурного стержня до ближайших граней попере-

чного сечения колонны. 
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Решение системы уравнений (14) – (15) с учетом (16) – (27) дает возмож-
ность определить высоту Х сжатой зоны бетона и предельное значение внешней 
нагрузки NEd. При этом определение значения угла θ наклона нейтральной ли-
нии предлагается осуществлять на основе условия о расположении внутренних 
усилий Ns и Nс и внешней силы NEd в одной плоскости. То есть, применяя урав-
нения, записанные в системе координат Х0О0Y0 (рис. 2): 

( ) ( )0, 0, 0, 0,tg Ns Nc Ns Ncx x y yβ = − − ;    (28) 

( ) ( )0, 0 0, 0tg Ns x Ns yx e y eβ = − + ,    (29) 

где      ey0, ex0 – расстояния от начала системы координат до точки приложения силы NEd; 
x0,Ns, y0,Ns – координаты точки приложения равнодействующей Ns: 

0, 0,
1 1

;
n n

Ns si si si si si
i i

x A x Aσ σ
= =

= ∑ ∑     (30) 

0, 0,
1 1

,
n n

Ns si si si si si
i i

y A y Aσ σ
= =

= ∑ ∑     (31) 

где       σsi – напряжение i -том арматурных стержней; 
Asi – площадь сечения i-того арматурного стержня; 
x0,si, y0,si – координаты расположения i-того арматурного стержня; 
x0,Nc, y0,Nc – координаты точки приложения равнодействующей Nс в бетоне трапецие-

видной формы сжатой зоны, вычисление которых можно осуществить по формулам: 

00, ,cN c Y cx S N= ;     (32) 

00, ,cN c X cy S N= ,     (33) 
где      Sc,Y0, Sc,X0 – статические моменты объемных фигур распределения напряжений в бето-
не сжатой зоны относительно  соответственно осей Y0 и Х0. 

 

Соответствующие статические моменты сжатой зоны бетона определены 
в результате интегрирования функции распределения напряжений по площади 
сжатой зоны бетона в системе координат Х0О0Y0: 

 

( )
0

2 2 2
1

2

3 3 sin sin
6cos

cd
cX

f b X Xb b
S

ω θω θ

θ

− +
= ;    (34) 

( )
0

2 3 2 sin
6cos

cd
cY

f b X b
S

ω θ
θ

−
= ,     (35) 

где      ω1 – коэффициент полноты эпюры напряжений в бетоне сжатой зоны для случая треу-
гольной формы сжатой зоны, который вычисляется по выражению: 

2

1
1

3
λ λ

ω
+ +

= .      (36) 
 

После подстановки выражений (34) – (35) в (32) – (33) получены формулы 
для определения координат точки приложения усилия Nc: 

 

( )
( )0,
3 2 sin

3 2 sincN
b X b

x
X b
ω θ
ω θ

−
=

−
;      (37) 

( )
2 2 2

1
0,

3 3 sin sin
3cos 2 sincN

X X b by
X b

ω ω θ θ
θ ω θ

− +
=

−
.    (38) 

 

Совместное решение уравнений (28) и (29) с учетом (30) – (31) и (37) – 
(38) дает возможность определить угол наклона нейтральной линии в сечении 
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кососжатой железобетонной колонны бескапительно-безбалочной конструкти-
вной системы для случая трапециевидной формы сжатой зоны. 

Выводы. В результате проведенных теоретических исследований на основе 
применения деформационной модели с двухлинейными диаграммами деформи-
рования материалов получены аналитические зависимости для определения всех 
параметров, необходимых для решения задач прочности кососжатых железобе-
тонных колонн бескапительно-безбалочной конструктивной системы. Уравнения 
могут быть использованы как при проверке несущей способности кососжатых ко-
лонн, так и при подборе необходимого количества арматуры, чем подтверждается 
обобщенность принятой расчетной модели. 
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