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КЛАССЫ СИСТЕМ
ТРЕХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ,

НЕ ИМЕЮЩИХ РЕШЕНИЙ C НЕОПРЕДЕЛЕННЫМИ 
КОМПОНЕНТАМИ

Будем рассматривать систему трех дифференциальных уравнений вида

dxi _  Pi( x t, х2, хз, г) 
dz  Q,(xi, х2, X3, г) О )

где Pi и Qi— функции, целые рациональные относительно Х\ и х2, произвольные целые 
относительно хз и однозначные аналитические в некоторой области D относительно г.

В работах [1,2] приведены условия, при выполнении которых система (1) не имеет 
решений

Xi =  Ii(Z) (1=  1 ,2 ,3 ), (2)
у одной или двух компонент которых есть подвижные существенно особые точки второго 
класса. В настоящей статье продолжаются исследования, начатые в [1 ,2]. Здесь будут 
указаны системы (1), не имеющие решений с тремя неопределенными компонентами, при 
этом будут сохранены все обозначения работ [1,2] и нумерация полученных в указанных 
работах лемм и теорем. Дополнительно при условиях, что

Р\'\х2, Хз, Z0) Q\'\xг, Хз, г0)Р\2)(х ,, X3, z0)Q(2)( x ,, X3, Z0) фО

(z o e D, / =  1, 2, 3), через Gii(Z0) и Hii(Zo) обозначаем те значения переменных х\ и х2, при 
которых соответственно имеем P ^ (Ни (го), х3, Z0) Q '̂1 (Hi2(Z0), х3, Z0) = 0  и Я[2,(Сп (го), 
х3, zo) Q f \ Gi2(Zo), х3, Z0) = 0 .  Аналогично при условии, что Fm(x2, х3, zo)F21(x\, х3, Z0) фО 
(z o e D, /= 1 ,2 ,3 ) ,  через Ri(Zo) и Si(Z0) обозначаем те значения переменных хт и х2, при 
которых соответственно имеем FufSi(Z0), X3, Z0) = 0  и F2i(Rifz0), х3, Z0) = 0 .

Тогда справедлива
Т е о р е м а  9. Если выполнено одно из следующих пяти условий:
1 )  г, і > ш ах  ( 2, г2і +2, г3|+ 2  I, Ti2 =  T22- 2> ш ах  ( 0, г32};
2) T22̂ m a x  j 2, Т|2 +  2, тз2-(-2 } , t 2 i = T i і — 2 >  max { 0, т3і I ;
3) ти ^ m a x  { 2, т2і + 2 ,  Tji +  2 ) , т22 — 2 <  т,2 = 0 > т 32;
4) т22>  m ax(2, Ti2 +  2, т324-2 ), ти — 2 < т 2, = 0 >  T31;
5) ті і :¾ 2, т2| <: 0, т3| <:0, T22 ̂  2, Ti2 ̂  0, T32^  о, 

а конечная точка z0e D  такова, что
P ôlfx3, Zo) Q{0o(x3, г 0 ) Ф і .  k(x3, Zo) Ф 0  ( і =  1,2; / '= 1 ,2 ,3 ;  * = 1 ,6 ) ,

и множества значений Ri(Z0), S,(z0), Gij(Z0), Hij(Z0) (1 = 1 ,2 ,3 ; /= 1 ,2 )  пусты, то система 
(!)■ не имеет решений (2), для компонент fi(z) (1 = 1 ,2 ,3 )  которых точка Z0 является 
достижимой существенно особой точкой второго класса.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что при условиях теоремы 9 система ( 1) имеет 
решение (2), для функций fi(z)  которого точка Z0 является достижимой существенно 
особой точкой второго класса. Тогда, очевидно, при z-*-z0 функции /,(г ) не имеют предела, 
и в области E аналитичности этого решения можно указать такой путь L, вдоль которого 
z-*-zo, что при Z-TZ0 вдоль этого пути функция /3(г) остается неопределенной. Следова­
тельно, на L найдется последовательность точек [ z„ (-тг0 и такая, что / 3(г „)-тх 30, причем 
конечное число х30 в предельном множестве CEff3: Z0: L) функции f3(z) в точке Z0 по пути 
L можно выбрать так, чтобы выполнялись условия

Р̂ о.о(хзо, z0)Q o\ (x30, 2 0)Ф,. *(х30, Z0) фО  (1 = 1 ,2 ; / '= 1 ,2 ,3 ;  * =  1, 6 ).

Всегда можно считать, что последовательности [М г„)|  и (Ы г»)1 ПРИ этом будут иметь 
вполне определенные пределы, конечные или бесконечные. В противном случае существовала 
бы подпоследовательность (Znt) последовательности { г„ ) с тем же свойством и достаточно 
было бы вместо последовательностей ( /і(г „ ) [  и ( f 2(z„)} рассмотреть их подпоследова­
тельности Ifl(Znt) ) И If2(Znt )).



Если /i(z„)-> -oo и f2(z„)->-oo, то точка (оо, о о ,х 3о, го) будет обыкновенной для 
системы (1) и по утверждениям, аналогичным леммам 1 и 2 из работы [1], точка Z0 будет 
для функции /з (г) точкой голоморфности или алгебраической критической, а для fi(z) и 
/г(г ) — полюсом или критическим полюсом, что противоречит предположению.

Если fi(z„)-*Xio, а / 2(г„)->-оо, то, в силу того что множества Gil(Zo) пусты, точка 
(хю, оо , хзо, Zo) будет обыкновенной для системы (1) и, следовательно, точка Zo будет для 
функций [і (г) и /з (г) точкой голоморфности или алгебраической критической, а для 
f2( z ) — полюсом или критическим полюсом, что также противоречит предположению. К 
аналогичному заключению (только со ссылкой на обыкновенную точку вида ( оо, х2о, х3о, Z0) ) 
приходим в случае, когда f , ( z a)->- оо , a f2( z „ ) ^ x 2 о-

Если же /l (Z„)->-Xio и f 2 (Zn) — X2Q, TO, В силу ТОГО ЧТО множества Ri(Zo) и S1(Z0) пусты, 
точка (Xiо, X20, X30> г°) будет обыкновенной для системы (1) и, следовательно, точка г» по 
лемме 2 [1] будет ДЛЯ функций fi(z) решения (2) или точкой голоморфности, или 
алгебраической критической, что окончательно и доказывает теорему.
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