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В тестировании приняли участие 23 студента в возрасте 20–22 
лет. Тестируемые выполняли задания в два этапа: сначала в трех 
приложениях для ознакомления с интерфейсом, а затем другие ва-
рианты тех же заданий в режиме мониторинга. Каждый вариант со-
стоит из 16 операций, связанных с форматированием и разметкой 
документа, выбранных с учётом предположения о влиянии органи-
зации инструментальных панелей преимущественно на действия, 
выполняемые без клавиатуры. 

По скорости выполнения заданий боковая панель оказалась аут-
сайдером, что хорошо согласуется с затруднениями большинства 
пользователей при прецизионных горизонтальных движениях мы-
шью. 58% тестируемых достигли наибольшей скорости работы в 
MFI, для 32% более быстрая работа отмечена при использовании 
верхней панели, и только 10% проявили наибольшую эффектив-
ность в интерфейсе с боковой панелью.  

При нормировании скорости работы относительно интерфейса с 
верхней панелью, MFI оказался более быстрым интерфейсом для 
63% пользователей (средний выигрыш времени 30%). Соответ-
ственно только для 37% пользователей верхняя панель оптималь-
нее, чем MFI (причем средний выигрыш времени в их случае всё те 
же 30%). Наконец, боковая панель предпочтительнее верхней для 
38% пользователей (средний выигрыш времени 33%), и почти для 
2/3 этих пользователей наиболее эффективен интерфейс MFI. 

У ряда пользователей наблюдались выраженные серии всплес-
ков S, соответствующие эмоциональной реакции на события. Исходя 
из предположения о сосредоточенности на решаемой задаче, это 
говорит о переживаниях или от тестовых заданий (различия вариан-
тов не позволяли выполнять работу бездумно), или от поиска нужно-
го виджета на панели. 

Ярко выраженный ER-SCR зарегистрирован в 1/4 от общего 
числа тестов: всего 1 раз при использовании боковой панели, чаще 
всего при использовании MFI, в т. ч. нередко у пользователей, для 
которых она оптимальна по скорости их работы. Аналогичное 
наблюдение верно и для пользователей, для которых оптимальна 
верхняя панель: иначе говоря, использование наиболее привычного 
и эффективного интерфейса может косвенно способствовать. Заме-
тим, что данный фактор хорошо согласуется с рядом исследований 
[8, 9], показывающих, что возбуждающий стресс помогает выполнить 
задачу, поскольку увеличивает бдительность. Однако слишком 
большой стресс затрудняет выполнение этой задачи. Закон Йеркса – 
Додсона утверждает, что способность к выполнению задачи возрас-

тает под влиянием физиологического или умственного стимула, но 
только до определенной точки. Когда стимул становится слишком 
большим, эта способность уменьшается [10].  
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The article presents an analysis of the skin electrical activity parameters and the possibility of their use for the monitoring of changes in the user's 
emotional state in the process of working with software. The registration hardware is considered, as well as the filtering of the measured signal infor-
mation component. The results of the assessment of the phasic component of the user's skin electrical activity to monitor his work with a software prod-
uct are presented. 
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МЕТОД МАЛОГО ПАРАМЕТРА В ЗАДАЧЕ ХЕМОСТАТА С  
ВЗАИМОЗАМЕНЯЕМЫМИ СУБСТРАТАМИ 

 
Введение. Рассмотрим ресурсную модель, которая описывает 

процесс роста микроорганизма в хемостате [1]. Базовая модель 
роста популяций в хемостате, которая основывается на кинетике 
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где параметр D  называется скоростью разбавления, имеющий 
размерность обратного времени; функция ( )s t  обозначает плот-

ность питательного субстрата; функции 1 2( ), ( )x t x t  – плотности 

микроорганизмов в момент времени t ; 0s  – концентрация субстра-

та в питательном растворе на входе (начальная концентрация); па-
раметры ( 1,2)ia i =  – константы Михаэлиса-Метен; величины 

( 1,2)im i =  обозначают максимальные скорости роста i -го мик-

роорганизма. 
Модель хемостата с двумя питательными субстратами и 

одним микроорганизмом. Рассмотрим модель хемостата, в кото-
рый осуществляется рост одного микроорганизма, питающегося 
двумя субстратами. Такая модель описывается системой диффе-
ренциальных уравнений [2]: 
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с заданными начальными условиями 
 1 10 2 20 0(0) 0, (0) 0, (0) 0,s s s s x x= ≥ = ≥ = ≥  (3) 

где ( 1,2)iy i =  – коэффициенты экономичности использования 

субстрата, показывающие, какая доля i -го субстрата идет на увели-
чение биомассы микроорганизма на единицу потребляемого ресурса. 

Замечание 1. Система (2) записана в безразмерной форме. 
Выделяют три основных механизма взаимодействия субстратов [2]: 

• взаимодополняющие, когда происходит взаимодействие между 
субстратами [3, 4]; 

• взаимодополняющие, когда не происходит взаимодействие меж-
ду субстратами [5, 6]; 

• взаимозаменяемые. Оба субстрата при этом удовлетворяют 
одинаковым потребностям микроорганизма [4]. 
В случае, если субстраты взаимозаменяемы [2, 4], то 
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Величины 1 2, ,D m m  и 1 2,a a  в соотношении (4) являются био-

логическими параметрами и принимают действительными положи-
тельные значения. 

В работе [7] было показано, что система (2), (3) может быть пе-
реписана в виде 
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Решение первых двух уравнений системы (5) имеет вид 

 ,, 2211
DtDt eСeС −− =∑=∑   (6) 

где 
1 2,С С  произвольные постоянные. Подставив соотношения (6) в 

третье уравнение системы (5), получим уравнение 
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В работах [7, 8] система (5) исследовалась для случая, когда 
0t → . Тогда 
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и третье уравнение системы (5) принимает вид 
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Также из условий (8) и (5) следуют следующие соотношения  
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которые были получены в работе [9]. 
В работе [8] дифференциальное уравнение (9) было проинте-

грировано для трех различных видов функции 1 2( , )f s s . Также 

приведены примеры, в которых для конкретных значений парамет-
ров указан точный вид решений, осуществлена визуализация этих 
решений и продемонстрировано совпадение графиков интегральных 
кривых с графиком потока соответствующего векторного поля на 
достаточно больших временных промежутках.  

В работе [9] было рассмотрено дифференциальное уравнение 
(7) для случая (4) и были приведены коэффициентные условия на 
параметры системы (2), при которых его удается проинтегрировать. 

Пусть функция 1 2( , )f s s  имеет вид (4). Тогда уравнение (7) 

примет вид 
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В работе [10] были введены коэффициентные условия вида 

 ( ) ( )2 2 20 1 1 10y a s y a s+ = + , 

 1 2D m m= + , 2 2 1 1С y C y=  (12)
 

при выполнении которых уравнение (11) интегрируется в специаль-
ных функциях. 

Метод малого параметра в задаче хемостата с взаимозаме-
няемыми субстратами. Для дифференциального уравнения (11) 
применим метод малого параметра [10, 11]. Представим искомую 
функцию ( )x t  в виде ряда по степеням параметра µ , который 

называют малым параметром: 
2

0 1 2 ... ,x x x xµ µ= + + +  

где 0x  – решение уравнения нулевого приближения (последнее по-

лучают из исходного, полагая, что все нелинейные члены в исходном 
уравнении отсутствуют); 1x  – решение уравнения первой поправки, 

которая учитывает влияние нелинейных членов в первом приближе-
нии; ); 2x  – решение уравнения второй поправки, и т. д. [10]. 

Для дифференциального уравнения (11) в качестве малого пара-
метра выберем параметр D . Целесообразность такого выбора можно 
обосновать результатами предыдущих исследований [4, 7, 12], где 
приведены примеры построения решений системы (2) для конкретных 
значений ее параметров. При этом значение параметра D  суще-
ственно более малое, чем остальные параметры системы (2). 

Найдем решение уравнения (11) методом малого параметра при  
 0(0)x ϕ= . (13) 

Представим решение уравнения (11) в виде ряда по степеням D : 
 2
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Подставим (14) в (11): 
1 2 0 1 2 0( '( ) '( )) '( ) ( ( ( ) ( )) ( ))D x t Dx t x t D x t Dx t x t+ + = + + ×  

1 2 1 10 1 0 0

2 1 10 1 1 0 0

( ( ( ( ) ( )) ( )) )

( ( ( ) ( )) ( ) ( ))

Dt

Dt

m e D Dx t x t s y x t

e D Dx t x t s a y x t

ϕ
ϕ

 − + + − +× + − + + + − +

 

2 2 1 20 2 0 0

2 1 20 2 2 0 0

( ( ( ( ) ( )) ( )) )

( ( ( ) ( )) ( ) ( ))

Dt

Dt

m e D Dx t x t s y x t
D

e D Dx t x t s a y x t

ϕ
ϕ

− + + − + + − − + + + − + 

. 

Разложим правую часть последнего равенства в ряд Тейлора по 
степеням параметра D  и, приравняв члены левой и правой частей 
его при одинаковых степенях D , получим равенства: 
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Дифференциальное уравнение (15) – уравнение нулевого при-
ближения; уравнения (16) и (17) соответственно первой и второй 
поправки. Уравнение (15) является дифференциальным уравнением 
с разделяющимися переменными, его общее решение имеет вид 
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1 1 1 2 2 2 0
3 4

1
2( )( )ln( ( ))) /a y a y x tδ δ

δ δ
× + + +  

1 2 2 3 2 2 1 3 1 2 1 1(2( ( ) ( )))a y m a m y t Cδ δ δ δ δ− + + = + , 

где 1C  – произвольная постоянная, 

1 10 1 0 2 20 2 0 3 1 2, , ,s y s y m mδ ϕ δ ϕ δ= + = + = +  

4 1 2 1 2 1 3 2 2 2 3 2 1 32 (( ) ( )) (( )a m y a y mδ δ δ δ δ δ δ δ= − + − − − +  

2

2 2 2 2
2 2 2 3 1 1( ))a y m a m yδ+ − − . 

Уравнения (16), (17) и последующие, которые получены анало-
гичным образом, являются линейными неоднородными дифферен-
циальными уравнениями первого порядка относительно неизвест-
ных функций 1 2( ), ( )x t x t  соответственно. Таким образом, реше-

ние (14) уравнения (11), разложенное по степеням параметра D  
можно найти с любой заданной степенью точности. 

Рассмотрим, например, набор значений параметров 

10 20 1 1 2 2 2 2
1 1

, , 1, 2, 2, 2, 1, 1
2 4

s s m a y m a y= = = = = = = = (19) 

и начальное условие (13). 
Подставляя (19) в (11) и (15), получим соответственно уравнения 

вида 

0 0
2

2 0 0

1
( )8 4 ( ) 2 2'( ) ( )

54 2 ( ) 5 ( )
2

Dt
Dt Dt

Dt Dt Dt

e x tC e x t e
x t x t D

C e x t e e x t

ϕ

ϕ

−

−

  − +  + −  = + −  + −  − +   

(20) 

и 

 
0 0

0 0

12
'( ) ( ) 3 .

5 2 ( )
x t x t

x t ϕ

  = −   − + 
 (21) 

Общее решение (21) имеет вид 

0 0 0 0

0 0 0

4ln(1 2 ( ) 2 ) (2 5)ln( ( ))

3 (2 5)ln( ) 6 .

x t x t

t t

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

− + − + +

+ + + =−
 

Положим, 0 1ϕ = , тогда 

 0 04ln(3 2 ( )) 7ln( ( )) 6 .x t x t t− − =−  (22) 

Равенство (22) может быть записано в виде: 

 
0

7 9 4
0( ) (3 2 ( ))tx t e x t= − . (23) 

Используя СКА Mathematica, из равенства (23) выразим функ-
цию 0 ( )x t  

9 9 9 2 9 3
0

9 4 7

( ) [ 81 216 #1 216 #1 96 #1

16 #1 #1 &, ], (1,2,...,7).

t t t t

t

x t Root e e e e

e i i

= − + − + −

− + =

(24) 

СКА Mathematica [13] при решении получившегося алгебраического 
уравнения относительно функции 0 ( )x t  седьмой степени (23) ис-

пользует Root-объект. Root-объект в СКА Mathematica является не-
явным представлением корней в случаях, когда явных формул для 
решения алгебраического уравнения нет. Поэтому Mathematica ис-
пользует неявное символическое представление [ , ]Root f k , кото-

рое является k -м точным корнем полиномиального уравнения 
[ ] 0f x = . С этими объектами можно работать, так же как ведется 

вычислительная работа с такими объектами, как 2, ln2  и т. д. 

Более того, СКА Mathematica предпочитает очень громоздкие выра-
жения, найденные в радикалах, преобразовывать в Root-объекты.  

Если в уравнении [ ] 0f x =  не все коэффициенты являются 

числами, но входит, например, один параметр а , тогда решения 
этого полиномиального уравнения [ , ]Root f k  являются функциями 

этого параметра. После нахождения таких функций, над ними можно 
совершать стандартные операции: дифференцировать, разлагать в 
ряд, строить графики функций и т. д. [13]. Таким образом, найденные 
решения (24) будем рассматривать как функции переменной t . 

Из функций (24), выберем ту, которая удовлетворяет условию  
 00 ( ) 3 / 2x t< < . (25) 

Последнее получено из (22). Из семи функций (24), удовлетво-
ряет условию (25) функция при ( 1)i = . На рисунке 1изображены 

графики неявно заданной функции 0 ( )x t  (22) (сплошная линия) и ее 

явное представление (24) ( 1)i =  (пунктирная линия).  
 

0 1 2 3 4

0 .0

0 .5

1 .0

1 .5

2 .0

 
Рисунок 1 – График функции (22) совмещенный с ее явным 

представлением (24) ( 1)i =  
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Уравнение (16) для значений (19) и 0 1ϕ =  примет вид  

0 1 1
1 0 2

0 0

3(2 ( ) 3) ( ) 24( ( ) )
'( ) ( ) 1

2 ( ) 7 (7 2 ( ))

x t x t x t t
x t x t

x t x t

 − +  = − +   − − 
 

линейного относительно функции 1( )x t . Интегрируя полученное 

уравнение, получим вид коэффициента 1( )x t  в разложении (14). 

Таким образом, приведен компьютерный способ реализации опи-
санного метода малого параметра для конкретных значений коэф-
фициентов хемостат-модели (2). 

Заключение. Для модели хемостата, содержащей два субстрата 
и один микроорганизм, в которой субстраты взаимозаменяемы, при-
менен приближенный метод малого параметра. Для нахождения 
коэффициентов разложения неизвестной функции в виде ряда по 
степеням параметра D, который имеет размерность обратного вре-
мени, составлены и проинтегрированы дифференциальные уравне-
ния. Приведен пример с конкретными значениями параметров хемо-
стат-модели. Вычисления и визуализация функций были проделаны 
с использованием системы Mathematica. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского 
республиканского фонда фундаментальных исследований (проект № 
Ф17М-124). 
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SHVYCHKINA A. N. The small parameter method in the problem of a chemostat with supplementary substrates. 
For the chemostat model containing two substrates and one microorganism in which the substrates are interchangeable, an approximate small pa-

rameter method is applied. To find the coefficients of the expansion of the unknown function in the form of a series in powers of the parameter D, which 
has the dimension of inverse time, differential equations have been compiled and integrated. Examples with specific values of parameters of the che-
mostat model are given. Calculations and visualization of functions were done using the Mathematica system. 
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