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ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ

В своей трудовой деятельности квалифицированный инженер должен обла­
дать элементами фундаментальных знаний но общетехническим дисциплинам. 
К таким дисциплинам относится техническая механика. Умение построить мо­
дели силовых нагружений, определить реактивные силы опорных устройств 
элементов конструкций, а также оценить их прочность и жесткость приобрета­
ется студентами после изучения основных разделов технической механики: 
теоретической механики и сопротивления материалов.

Типовым планом для подготовки инженеров-экономистов предусмотрено 
небольшое количество учебного времени, в течение которого можно рассмот­
реть только основные разделы технической механики.

В процессе изучения дисциплины студенты дневной формы обучения долж­
ны выполнить две расчетно-графические работы, заочной формы обучения -  
две контрольные работы. Выполнение заданий позволит студентам научиться 
самостоятельно определять реакции опорных устройств (связей), находить по­
ложение центра тяжести плоских однородных тел, производить элементарные 
прочностные и жесткостные расчеты статически определимых и неопредели­
мых систем на растяжение, сжатие и плоский поперечный изгиб.

ТРЕБОВАНИЯ К ОФОРМЛЕНИЮ РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКИХ 
И КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ

1. Расчетно-графическая и контрольная работы выполняются на отдельных лис­
тах формата А4,

2. Порядок оформления: титульный лист; задание с указанием исходных дан­
ных и схем конструкций; текст расчетов с необходимыми пояснениями и 
схемами; выводы; перечень литературы,

3. Чертежи и схемы выполняются с соблюдением правил графики и масштабов 
согласно стандарту У О «БрГТУ»,
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4. Текстовая часть выполняется в соответствии с требованиями к оформлению 
текстовых документов. Страницы нумеруются. Расчеты выполняются в об­
щем виде, подставляются значения величин, записывается числовой резуль­
тат с указанием размерности полученной величины. Все вычисления произ­
водятся в десятичных дробях с точностью до сотых долей.

5. Эпюры необходимо строить на одном листе с расчетной схемой, на эпюрах 
указывать числовые значения характерных ординат и единицы расчетных ве­
личин.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МЕХАНИКА 
1,1. Краткие теоретические сведения

Под произвольной плоской системой сил понимают совокупность сил, рас­
положенных в одной плоскости, линии действия которых не пересекаются в 
одной тачке. Произвольную плоскую систему сил можно значительно упро­
стить, приведя силы к одному центру приведения О, в результате чего в этом 
центре будет приложена сила К., называемая главным вектором, и к телу в це­
лом будет приложена пара сил с моментом М0, называемым главным моментом 
относительно этого центра.

Главный вектор К  равен геометрической сумме сия, входящих в данную 
систему, а главный момент М0 -  алгебраической сумме моментов сил относи­
тельно центра приведения, включая и алгебраическую сумму .'■моментов пар сил:

К  = М 0 = 1 ш 0 (Рь)
Численное значение главного вектора определяется по его проекциям на ко­

ординатные оси:

г д е * , - 2 Х  и К . ^ ^ -
Направление главного вектора находят по направляющим косинусам углов:

соз(К, = соз (Ё , ] ) = ~ ,
К К.

где Г, 7 -  орты осей Ох и Оу.
Условиями равновесия тела под действием произвольной плоской системы 

сил являются равенство нулю главного вектора и главного момента относи­
тельно любого центра О:

К. = 0  и М0 = 0.
Эти условия выполняются, если

Г5Х =°.

( 1. 1)



Уравнения (1.1) называются основными уравнениями равновесия. Сущест­
вуют еще две формы уравнений равновесия:

В системе уравнений (1.2) ось х не должна быть перпендикулярной к пря­
мой, проходящей через центры А и В, а центры А, В и С в системе (1.3) не 
должны лежать на одной прямой.

Системой тел называется конструкция, состоящая из нескольких твердых 
тел, взаимодействующих между собой благодаря наличию внутренних связей 
(шарнирные связи, стержневые связи и т.д.).

Силы, действующие на тела системы, делятся на внешние и внутренние. 
Внешними называются силы, действующие на тела механической системы со 
стороны тел, не принадлежащих этой системе. Внутренними называются силы 
взаимодействия между телами рассматриваемой системы.

При равновесии системы тел каждое тело также находится в равновесии. В 
связи с этим имеется два способа решения задач, связанных с исследованием 
равновесия системы тел.

1. Поскольку каждое тело системы находится в равновесии, то составляются 
уравнения равновесия каждого из тел (тогда уравнения равновесия системы в 
целом могут быть использованы для проверки правильности решения).

2. Сначала записываются уравнения равновесия системы в целом, а затем 
уравнения равновесия отдельных тел системы (в этом случае нет необходимо­
сти в составлении уравнений равновесия по крайней мере одного из тел систе­
мы, но они могут быть применены для проверки).

При составлении уравнений равновесия для всей системы в целом она рас­
сматривается как абсолютно твердое тело, поэтому в эти уравнения не войдут 
силы взаимодействия между отдельными телами системы. Силы, которыми те­
ла системы действуют друг на друга, в соответствии с аксиомой о действии и 
противодействии (третий закон Ньютона), равны по модулю и направлены по 
одной прямой в противоположные стороны. Если внешняя сила приложена к 
точке контакта исследуемых тел, ее следует прикладывать только к одному из 
тел системы, либо распределить между контактирующими телами так, чтобы 
сохранялась величина и направление данной силы.

Вид и направление реактивных силовых факторов соответствуют характеру 
запрещаемых связью движений.

Центром тяжести тела называется точка приложения его силы тяжести. 
Для нахождения положения центра тяжести используют следующие способы:

1. Метод симметрии. У однородного тела, имеющего плоскость, ось или 
центр симметрии, центр тяжести находится соответственно в плоскости, на оси 
или в центре симметрии.
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2, Метод разбиения на части. Если тело имеет сложную форму, его разби­
вают на части, положения центров тяжести которых известны (формулы для 
расчета, площадей и координат центров тяжести некоторых плоских фигур при­
ведены в таблице 1.1). В таком случае положения центров тяжести тела опреде­
ляют с использованием следующих выражений.

Координаты центра тяжести объемного тела постоянной плотности нахо­
дятся по формулам:

2г  = Е ^
Ел

где хк, уд., координаты центров тяжести элементарных частей, Ук -  объем
к- й части.

Если тело представляет собой однородное тело постоянной толщины, то ко­
ординаты ее центра тяжести:

„ Е Л д  
с "  Ел

где Лк-  площадь к-го элемента.

Ус Е л л

Ел ’
А2

ЕЛ
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Для стержневых конструкций, образованных стержнями одинаковой плот­
ности и постоянного поперечного сечения, координаты центра тяжести опреде­
ляются по формулам:

где 4 -  длина элемента линии.
Сумма произведений элементарных площадей, входящих в состав площади 

фигуры, на алгебраические значения их расстояний до некоторой оси называет­
ся статическим моментом площади плоской фигуры относительно этой оси.

3. Метод отрицательных площадей (масс). При нахождении положения цен­
тра тяжести тела, имеющего вырезы, полости, отверстия и т.п., используется 
метод разбиения на части, причем считается, что полости имеют отрицатель­
ный вес, т.е. их площади, объемы, массы принимаются отрицательными.

Составная рама состоит из 2-х жестких частей, соединенных между собой с 
помощью промежуточного шарнира. С помощью внешних связей рама крепит­
ся к неподвижному основанию. Рама загружена сосредоточенными силами Р/ и 
Р2, равномерно распределенной нагрузкой и парой сил с моментом М. 

Требуется:
1) определить реакции внешних и внутренних связей рамы.
2) проверить правильность решения, оценить погрешность расчета.
Дано: Р] = 30 кН, Р2 = 30 к Н , = 6 0 ° а2 = 30°, М - 30 кНм, д = 20 кН/м.

Действующие на раму распределенные нагрузки интенсивностью а заменим 
равнодействующими О и ^  > модули которых соответственно равны:

0  = 4-4= 20-4 = 80 кН; 0 ; = д-3 = 20-3 = 60 кН.
Рама находится в равновесии под действием произвольной плоской системы 

сил, для которой можно составить три уравнения равновесия, в то время как 
определению подлежат четыре неизвестные реакции.

Расчленим раму на части и рассмотрим равновесие каждой из них. При этом 
действие частей рамы друг на друга-’заменим составляющими реакции внутрен­
ней связи в шарнире С: Х с, Ус . По аксиоме равенства действия и противодей­
ствия реакции, приложенные к двум частям, противоположно направлены и 
равны по модулю:

1.2. Примеры решения задач
Пример 1

Решение:

Х С= -Х 'С,ГС= ~ Г С.с ~  л  С 9 1 С ”  1 С"
Запишем уравнения равновесия стержня СО;

= 0; Х с -  Х а + Д соя а, = 0; 

У с + ^ - 0 - Д 8 т а ,= О ;

2 > ® = 0 ;  -М  + Д с о щ -2  + д ~ + Х с -2-У с -4 = 0.

(1-4)

(1-5)

(1.6)

7



<\|

Рисунок 1.1 -  Расчетная схема составной рамы (а) и её частей (б, в)

Запишем уравнение равновесия стержня ВС:
=  0; - Х с -  X ,  +  а  +  Г, • « т а ,  =  0;

5 Х '= ° ;  у, - У с  + /?г -со8« ! = 0;

УуУтс‘ =0; ЛГС -5 + Кс -3 -Т , ■8ша! -3 -Г , -соза, - 3 - й ,  -  = 0. 

Выразим Хс и XV из уравнений (1.6) и (1,9):

= 2 б   ̂ ^  ;

З-СОВЛ^ 3-5ШЙГ2 3 - 0 ,X г — г , ----------- Н Гп-----------1-------
с 2 5 2 5 10

3 - У с .
5 ’

( 1 . 7 )

(1 .8)

( 1 . 9 )
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приравняв полученные выражения, выразим 1С:
_5-(2 5-М  3■^I З-Р^-со&щ 3-Р2-со$<х2 З -^ -вто ^

13 26 26 13 13 13
5-80 5-30 3'60 5-30'Соз60° 3-30-сов30° З-ЗО-япЗО0 ТТ

13 26 26 13 13 13
Подставив найденное значение, из уравнения (1.6) получим:

Х с = ~  -  80+47,149 • 2 -  30 сов60° = 14,298 кН.

Выразим реакции Хв и То, Хв и Ув из уравнений (1.4), (1.5), (1.8) и (1.9) и, 
подставив найденные значения, получим:

ХВ=ХС + Рх соза, = 14,298+30 • соз60° = 29,298 кН.
Ув = й  -  Ус + Д етп ц  = 80 -  47,149 + 30 • ыпй0° = 58,832 кН.
Х в = 01- Х с + Рг яп =60-14,298 + 30 • вт 30° = 60,702 кН.
Ув ~Ус -Р г сова:2 = 47,149-30• соз30° = 21,168 кН.
Составим проверочное уравнение для всей системы относительно точки С:

2 ] т с = 0; -ыпах-А -Х в -5 + Ув -Ъ + Рг -$таг -2 + д х- ^ 2 + ^  +

+ Х 0 • 2 + Уд ■ 4 = —80^ -  30 — 30 • $ т  60° ■ 4 -  60,702 • 5 + 21,168 • 3 +

+ 30-вт30°-2 + б 0 - |2 + ^ + 2 9 ,2 9 8 -2  + 58,832-4 =

= -160 -  30 -13,923 -  303,51 + 63,504 + 30 + 210 + 58,596.+ 235,328 = 
= -597,433 + 597,428 = -0,005 « 0.

Относительная погрешность:

•10 0% = 0,0 0 1%2Х !■ 100% = -0,005
±*М ш \ 597,428

Пример 2
Определить координаты центра тяжести составного сечения, приведенного 

на рисунке 1.2.
Решение:

1. Для решения задачи используем методы разбиения на части и отрица­
тельных масс. Разбиваем фигуру на пять простых элементов: прямоугольник 
1 размерами 4й х2й; полукруг 2 радиуса К2 —0,5а; треугольник 3 (вырез); по­
лукруг 4 радиуса Д, = а (вырез); треугольник 5. Вводим систему координат ху 
с началом в точке О.

2. Определяем площади А,, и координаты хк; ук центров тяжести С,; С,; С,; 
С4; С5 составных элементов.
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Рисунок 1.2 -  Схема составного сечения

Прямоугольник 1:
Д = 4а ' 2а~% а1', 

х1 = 2,5 а;

У, = 2а.

Треугольник 3:

А  = - а  - 0,5а =  ^0, 25а2; 
^ 2

x, = 1 ,5а-—а = 1Д7а:г . з

y, = а-ь — -0,5л = 1,17а.
3

Треугольник 5:

А, = —а - 2а =  а2'
? 2

1
х, = 2,5аН— 2а = 3,17а; 
3 3

: 0,39а2;

Полукруг 2:

. _ ^ 2 _  ^  1 "

4 1 ах2= а — - — = 0,79а;
2 3 яг 2

у2 = а + 0,5а = 1,5а.

Полукруг 4:

л4Ж =А А ^ 15^ ;

х4 -3,5а;
4 ау4 -  За------ = 2,58а.
3 ж

у? ——а = 0,67а.
- 3

3. Находим статические моменты сечения относительно осей х,у:
5Х -  Ду| + Д уг + А3у3 + Л4у4 + Д у5 = 8а2 • 2а + 0,39а2 • 1,5а + (-0,25а2)х

х1,17а + (-1,57а2) ■ 2,58а + а2 • 0,67а = 12,91а3;

Д, -  А1х1 +  А2х1 +  А^х3 + Л4х4 + Д х 5 ~  8а 2 - 2,5а + 0,39а2 ■ 0,79а + (-0,25а2 )х

х1Д7а + (-1,57а2) -3,5а + а 2 • ЗД7а = 17,69а3.
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Площадь сечения:
А = А1 + Аг + 4  +А4 +Л5= 8а2 + 0,39 а2 + {-0,25а2) + (-1,57а2) + а1 = 7,51а1
4. Находим координаты центра тяжести:

5, 17,69а’ .хг = —*- = --------— = 2,34а:
с А 7,51а1

с А 7,51а2
Наносим центр тяжести на чертеж (рисунок 1.3),

Рисунок 1.3 -  Схема сечения с указанием центра тяжести

Для проверки результатов расчетов необходимо воспользоваться условием 
равенства нулю статических моментов сечения относительно центральных 
осей:

$Хс — 4 з;с1 А2у С2 + А3у с з + А4у’С4 + А$уС5 —

^ А1'(У1~Ус) + А '(У г~ У с)+ А ‘(У ^У с) + Л4-{У4~Ус)+А1,-(У$~Ус)^^

$ус ~ ̂ \ХС1 ^1ХС2 ^гхсг ^4ХС4 -̂ 5ХС5 “
= А1-(х] - хс) + А2 -(х2 ~ хс ) + А3'(х3- хс) з- Аа -(х4- хс) + ̂ 5-(х5- хс) - 0. 
Выполним проверку:
8Хс «  8«2 -{2а -1,71а) + 0,39а2 • (1,5а -  1,71а) + (-0,25а2) - (1,17а -1,71а) + 

+(-1,57а2)- (2,58а -1,71 а) + а2 • (0,67а -  1,71а) = -0,ОЗЗа3 * 0,

5Ус = 8а2 -(2,5а- 2,34а) + 0,39а2 ■ (0,79а -  2,34а) + (-0,25а2) -(1,11а -2 ,34а) +

+(-1,57а2)' (3,5а -  2,34а) + а2 ■ (3,17а -  2,34а) = -0,023а3 « 0, 
что подтверждает правильность выполненных расчетов.
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1.3. Задания для выполнения расчетно-графической работы 
(контрольной работы) № 1

Расчетно-графическая (контрольная) работа № 1 (по теоретической механи­
ке) включает задания 1.1 и 1.2. Номер варианта по рисункам и таблицам опре­
деляется у студентов дневной формы обучения порядковым номером в журна­
ле, у заочников -  по двум последним цифрам шифра,

ЗАДАНИЕ 1.1
Составная рама состоит из 2-х жестких частей, шарнирно соединенных ме­

жду собой. С помощью внешних связей (шарнирно-неподвижной, шарнирно­
подвижной опор или жесткой заделки) рама крепится к неподвижному основа­
нию. Рама загружена сосредоточенными силами Р{ и Р2. равномерно распреде­
ленной нагрузкой интенсивностью д и нарой сил с моментом М .

Требуется:
1) определить реакции внешних связей рамы;
2) определить давление в промежуточном шарнире;
3) проверить правильность решения.
Исходные данные для расчета принять согласно схемам (рис. 1.4) и табл. 1.2.

Таблица 1.2 — Числовые данные к расчету составных рам

№ Ри Ръ Я, М ,
кН кН кН/м кН-м

1 10 15 7 8

2 20 14 12 5

3 25 20 6 11
4 12 : 2 4 15
5 15 13 2 3

6 11 5 23 5
7 5 23 б 12

8 25 12 21 15
9 8 Ш 3 20

10 11 20 10 5

11 20 6 2 9

12 32 5 17 15

13 40 14 21 10

14 10 13 23 5

15 9 15 2 2

Р}, Р2, Я, М,
кН кН кН/м кН-м

16 14 25 10 >5
17 И) 18 3 11
18 8 35 5 5
19 20 40 12 б
20 5 ' 12 8 15
21 8 4 2 8
22 6 30 14 5.
23 10 27 6 14
24 9 20 18 15
25 15 12 11 7
26 5 34 14 5
27 12 10 3 6
28 7 5 15 15
29 20 3 3 8
30 11 10 12 5

12



Рисунок 1.4 -  Схемы составных конструкций



Рисунок 1,4- Схемы составных конструкций (продолжение)
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ЗАДАНИЕ 1.2
Определение координат центра тяжести плоского сечения
На рис, 1.5 изображены плоские сечения. Вычертить сечение в масштабе (на 

миллиметровой бумаге). Определить координаты его центра тяжести. Показать 
на чертеже центр тяжести сечения. Числовые данные приведены в таблице 1.3.

Примечание Сечения могут иметь дополнительные отверстия. Формы отверстий выби­
раются по рисунку 1.6, номер схемы выбирается в соответствии с последней цифрой номера 
группы. 'Привязка к сечению проводится по точке А, указанной иа рисунках. Размеры 
Ь, с/, Ь необходимо принять согласно указанию преподавателя.

Таблица 1.3 -  Числовые данные к заданию 1.2
№

варианта а, см Ь, см с, см 1 №
1 варианта а, см Ъ, см с, см

1 18 35 12 16 10 22 8
2 8 32 20 17 14 18 . 10
3 12 35 15 18 5 17 12
4 11 28 17 19 6 25 8
5 10 32 12 20 10 22 14
6 6 30 12 21 16 34 10
7 17 42 14 22 14 22 15
8 12 36 8 23 10 26 14
9 5 18 10 24 18 10 32
10 10 15 28 25 8 15 12
11 22 10 12 26 12 34 15
12 12 47 15 27 10 26 15
13 10 32 6 28 8 20 10
14 6 15 20 29 20 16 10
15 5 32 15 30 12 18 20

Рисунок 1.5 -  Схемы сечений к заданию 1.2
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Рисунок 1.5 -  Схемы сечений к заданию 1.2 (продолжение)
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Римнок 1.6 — Формы оШёрепйШ



2. СОПРОТИВЛЕНИЕ МАТЕРИАЛОВ 
2.1. Краткие теоретические сведении

Внутренние силы при осевом растяжении-сжатии. Напряжения. Расчет 
на прочность

При растяжении (сжатии) прямого бруса (стержня) в его поперечных сече­
ниях. возникает.' только один внутренний силовой фактор -  продольная сила N ,  
которая определяется методом сечений и численно равна алгебраической сумме 
проекций на его продольную ось всех внешних сил, приложенных к одной из
отсечённых частей бруса: = О; Р  — N  -  0 ; N  ~ Р .

Рисунок 2.1 -  Определение продольной силы N

В общем случае действия нескольких сил N  ~%РГ Растягивающая (т.е. 
действующая от сечения) сила N  считается положительной, сжимающая -  от­
рицательной.

Закон изменения продольной силы по длине бруса удобно представить гра­
фически в виде эпюры продольных сил N . При действии на брус распределён­
ных осевых сил интенсивностью ц для проверки правильного построения эпю­

ры N можно использовать дифференциальную зависимость д . В случаях,
сЬ,

когда продольные силы в различных поперечных сечениях бруса не одинаковы, 
эпюра позволяет найти наибольшее значение продольной силы и положение 
сечения, в котором она возникает.

При растяжении (сжатии) бруса в его поперечных сечениях возникают 
только нормальные напряжения. Чтобы определить их при известном значении 
продольной силы, необходимо знать закон распределения нормальных напря­
жений по поперечному сечению бруса. Задача решается на основе гипотезы 
плоских сечений (гипотезы Я. Бернулли): сечения бруса, плоские и нормальные 
к оси до деформации, остаются плоскими и нормальными к оси и при деформа­
ции. Эта гипотеза позволяет предположить, что все волокна в продольном на­
правлении деформируются одинаково. Поэтому считаем, что при растяжении 
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(сжатии) бруса нормальные напряжения распределены по его поперечному се­
чению равномерно. Учитывая, что О по всей площади А  сечения постоянны, 
получаем

[=<7 \ОА = СГ‘А , <Т- — . (2.1)
л а Л

При растяжении напряжение считают положительным, при сжатии -  отри­
цательным.

В тех случаях, когда нормальные напряжения в различных поперечных се­
чениях бруса неодинаковы, целесообразно показывать закон их изменения пр 
длине бруса графически в виде эпюры нормальных напряжений.

Для всех точек рассчитываемого элемента должно соблюдаться условие 
прочности

а  < [сг], (2.2)
где О -  расчетное напряжение, которое возникает в элементе конструкции под 
действием приложенных к нему нагрузок; [сг] -  допускаемое напряжение, ко­
торое можно допустить в рассчитываемой конструкции из условий ее безопас­
ной, надежной и долговечной работы.

Условие прочности при растяжении (сжатии) имеет вид:
X V г  1

а  = — < [сг], (2.3)
А

где А  — площадь опасного поперечного сечения; N  -  продольная сила в ука­
занном сечений.

Деформации и перемещения. Расчет на жесткость
Умение вычислять деформации и перемещения необходимо для расчетов на 

жесткость, а также для определения сил в статически неопределимых системах. 
Рассмотрим продольную деформацию бруса.

1+1У
1

, ]
_ _  1

"1
ск

Р

Рисунок 2.2 -  Продольная деформация бруса

Выделим из бруса (рис. 2.2) бесконечно малый элемент длиной Хг. Прира­
щение длины элемента в результате деформации обозначим А(Хг). Отношение
приращения длины элемента к его первоначальной длине называется относи­
тельным удлинением или продольной деформацией:

А(Хг)
йт.

(2 .4)
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Экспериментально установлено, что для большинства материалов в преде­
лах упругой работы между продольной деформацией и действующим в ее на­
правлении нормальным напряжением существует прямо пропорциональная за­
висимость. Эго положение носит название закона Гука и записывается в виде: 
О =  Е е ,  где Е  -  модуль продольной упругости (или модуль Юнга) -  физиче­
ская константа материала, характеризующая его жесткость (измеряется в Па 
или МПа).

Для растяжения (сжатия) элемента бесконечно малой длины закон Гука 
имеет вид

Ш

ЕЛ ’
где ЕА  -  величина, называемая жесткостью бруса при растяжении (сжатии).

Изменение длины бруса (или одного участка):
М г
ЕА

(2.5)

Если жесткость бруса и продольная сила постоянны по всей длине бруса, из 
(2.5) получаем

Д 1 =
М

ЕА
(2 .6)

В общем случае, если законы изменения N ,  Е  или А  различны для от­
дельных участков бруса, интегрирование выражения (2.5) производят в преде­
лах каждого из участков и результаты алгебраически суммируют:

)'=] 1

Ш г

ЕА
(2.7)

Перемещение произвольного сечения бруса равно изменению длины участ­
ка, заключенного между этим сечением и заделкой. Взаимное перемещение 
двух сечений равно изменению длины части бруса, заключенной между этими 
сечениями.

Функция 3  =  / ( г ) ,  показывающая перемещение 3  поперечных сечений в 
функции их расстояния г  от неподвижного конца бруса (или сечения, условно 
принятого за неподвижное), графически изображается эпюрой перемещений,

которая проверяется по дифференциальной зависимости 3  = — .
<1%

Расчет бруса на жесткость должен обеспечить выполнение условия жесткости:
5 < [б ] , (2.8)

где б  '= Д/; -  изменение длины бруса (абсолютная деформация),
ы

№  -  допускаемая величина перемещения (обычно задается как некоторая 
часть полной длины бруса).
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Определение внутренних силовых факторов при прямом поперечном 
изгибе. Расчеты на прочность

Метод сечений позволяет найти поперечные силы и изгибающие моменты в 
произвольном сечении балки при действии любой нагрузки. В расчетах на 
прочность требуется знать положение опасных сечений, т.е. сечений, где дейст­
вуют максимальные по величине внутренние силы или их неблагоприятные со­
четания. Поэтому удобно графическое представление закона распределения си­
ловых факторов по длине бруса (эпюры).

Поперечная сила О и изгибающий момент М вычисляются как алгебраиче­
ская. сумма проекций внешних сил или моментов внешних сил, действующих 
на одну из частей бруса (левую или правую).

Правило знаков:
а) поперечная сила О положительна, если направлена по часовой стрелке 

относительно сечения, и отрицательна, если действует против часовой стрелки 
(рисунок 2.3);

}ь
©

г

Рисунок 2.3 — П рат т  знаков для определения поперечной силы

б) изгибающий момент М считается положительным, если элемент бруса 
изгибается выпуклостью вниз, т.е. растянутые волокна находятся внизу. Отри­
цательный изгибающий момент изгибает элемент выпуклостью вверх (рис. 2.4).

Рисунок 2 .4 -  Правило знаков для определения изгибающего момента

Положительные значения поперечных сил откладываются сверху от базис­
ной линии. Эпюра изгибающих моментов строится на растянутых волокнах 
(положительные значения -  снизу от базисной линии).

В большинстве случаев расчет балок на прочность ведется по наибольшим 
нормальным напряжениям, возникающим в опасном поперечном сечении. Ус­
ловие прочности для балок, материал которых одинаково сопротивляется рас­
тяжению и сжатию [ <Ур ] -  [&с)—[ с ] »имеет вид (см. формулу 2.9):
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(2.9)
\М_

Г

где -  максимальный по абсолютной величине изгибающий момент в опас­
ном сечении; -  осевой момент сопротивления сечения относительно ней­
тральной оси балки; [<т] -  допускаемое нормальное напряжение.

Для подбора сечения балки из условия прочности (2.9) определяют необхо­
димую величину осевого момента сопротивления.

(2 ,10)М
По найденному Жх, выбрав форму поперечного сечения (прямоугольник, 

квадрат, швеллер, двутавр), находят его характерный размер.
Для балок, сильно нагруженных вблизи опор и тонкостенных сечений, где 

касательные напряжения имеют большую величину, расчет следует произво­
дить не только по наибольшим нормальным, но и по наибольшим касательным 
напряжениям. Условие прочности по касательным напряжениям имеет вид 
(формула Д.И. Журавского):

/О  с*<ннс

(2.И)

где -  максимальная поперечная сила (принимается из эпюры поперечных 
сил); 80Ж -  статический момент относительно нейтральной оси отсеченной час­
ти поперечного сечения, расположенной по одну сторону от уровня, на котором 
определяются касательные напряжения; /_ -  момент инерции всего поперечно­
го сечения относительно нейтральной оси; Ъ -  ширина сечения балки на том 
уровне, где определяется касательные напряжения г; [г] -  допускаемое каса­
тельное напряжение при изгибе. Обычно для стальных балок принимают 
[т] = (0,5-*-0,6)[гг].

2.2. Примеры решения задач
Пример 3
Для ступенчатого бруса, загруженного продольными осевыми нагрузками, 

как показано на рисунке 2.5 а), требуется:
1) построить эпюру продольных сил (.У);
2) построить эпюру нормальных напряжений (<т);
3) построить эпюру перемещений (с>);
4) произвести проверки прочности и жесткости бруса.
Дано: а = 1.4 м; А) = 70 кН; Р2 = 55 кН; д /~ 4 0  кН/м; д2 = 29 кН/м;

[о>] = 130 МПа; ГяЯ = 160 МПа;Е = 0,8-105 МПа;Л = 2500 мм2; к= -^— .
1 1  1000

Решение:
Вычертим брус в масштабе с указанием необходимых нагрузок и размеров.
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эпюра Н кН. эпюра а, МПа эпюра б, нм.

Рисунок 2.5 — Схема стук енч итого бруса (а) и эпюры N  (б), а  (в), б (г)

1. Разбиваем брус на 3 участка, начиная от свободного конца.
Проводим произвольные сечения на участках.
Составляем выражения для продольных сил и напряжений на соответст­

вующих участках.
Участок 7, 0 < д/ < 1,5а.

NТУ, = ~д2 • г. , <т, = — где А/ — А — площадь сечения участка 1.
Д  -

При д, =0, ]УХ- - ц 2 ■ д, = -29• 0 - ОкН;

<т, -  —  — 0 МПа.
Л

При д, = 1,5а, -  -д 2 • д, -  -29 ■ (1,5 • 1,4) -  -60 ,9кН;

<У
-60,9-103 

2500
= -24,36 МПа.

Участок 2, 0 < < 1,5а.
= ■-д 2 ■ 1,5а -  7? = -29 • (1,5 • 1, ■4) -  55 = ■-115,9 кН:

<7г где Л2 ~ 2А -  площадь сечения участка 2.

ТУ2 __ -115,9 -103 
2 А ~  2-2500

= -23,18 МПа.

Участок 3, 0 < д5 < 2а.

М3= -д 2-Ъ5а~Г2 + Кх+дГ 2г) ст3=-^-; 

где Аз ™ 4А -  площадь сечения участка 3.
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При г3 = О,
М, =—$2 ‘1,5й — +Р'1+д[-г?% = -29-{1,5-1,4)-55 + 70 + 40-0 = -45,9кН;

Ж, _  -45,9-103 
4А 4-2500

— ~4,59 МПа;

При 23 = 2а,
#'з = ~Чг ■ V 5а ~ рг +  ■ +  Ч\ ■ 2з =
= -29 ■ (1,5 • 1,4) -  55 + 70 + 40 • (2 • 1,4) = 66,1кН;

^ 'з  ~ Е ±
4А

66, 1- 103
4-2500

-6,61 МПа.

По данным расчета построены эпюры нормальных сил и напряжений 
(рис.2.5 б и 2.5 в).

2.Определяем абсолютное изменение длины стержня. 
Участок 1

Л / , Г * - - гЕ -А
^ Ъ - с Ь ,
Е -А

1 -д-1
2 Е-А

= 1,5а
= 0

1 —29-103-(1,5-1,4)2
2 0,8-10" -2500-10-6

-  -0,32 • 10~г м (сжатие).

Участок 2

М г
Ж2 -1 ,5 д Ж , -1,5а _ -115,9 -103 -(1,5 -1,4) 
Е - А 2 ~ Е-2А  0,8-10'1-{2-2500-10^)

= -0,608 -10 3 м (сжатие).

Участок 3

д/, = ( - Л * - * ,  = =
3 * Е- А 3 ■» Е-44 3Е -А ь

' {~-д2- \5 а -Р г +РЛ)-гъ+ ^  

“  Я -4П

23 = 2а

г3 = 0

(-29-103 - (1,5-1,4)-55-103 + 70-103)- (2-1.4)+ 4 - ' 1̂ '^ 2 1 ,4  ̂

-  0,8 ПО11- 2500 -10~й
= 0,035 ПО"3 м (растяжение).

Абсолютное изменение-длины:
М  = Ыг + А/2 + А/, =(-0,32) + (-0,608) + 0,035 = -0,893 мм. 
Экстремальное значение деформации на участке III:

(О.Ыи = — — , где щ, площадь эпюры IV.
3 23-Д,

24



Находим положение экстремума на участке Щ со стороны заделки: 
ЛТ 66,МО3

40-Ю 3
- = 1,653 м.

1 1
■*' з -мс, - - - 6 6 >М 0 3-1,653=54,62-103Н-м.

А/,.
54,62-103

•4А 0,8-10й -(4-2500*10"6)
= 0,068-10 3 м (растяжение).

Определяем перемещения
Перемещение сечения А: За = 0, т.к. брус жестко заделан.
Перемещение сечения Е: 3Е = ДД = 0,068 мм;
5в = ДД = 0,035 мм;
Зс = ЛД + Д/  ̂= 0,035 + (-0,608) = -0,573 мм;

= АД + АД + АД = 0,035 + (-0,608) + (-0,32) = -0,893 мм.
По данным расчета построена эпюра перемещений поперечных сеченнй 

(рис. 1 г).
3. Проверка прочности бруса.
Анализ эпюры а показывает, что опасными сечениями являются сечение в т. 

С (в сжатой области бруса) и сечение в т. А (в растянутой области бруса): 
<7с =|<т,1| = 24,36 МПа< [сгс] = 160 МПа,

сИ= а \  = 6,61 МПа < [<тр] = 130 МПа.
Оба условия прочности выполняются.

4. Проверка жесткости бруса.
Условие жесткости: 3 < [<5]

\$п\ |-0,893-10'}| * 1
1,5а + 1,5аг + 2а ~~ 1,5-1,4 + 1,5-1,4 + 2-1,4 
Условие жесткости выполняется.

= 0,128 Т О'3 < /с = 1Т О'3.

Двухопорная балка загружена внешними нагрузками. Требуется:
1) построить эпюры поперечных'сил ({?) и изгибающих моментов {М)\
2) указать положение опасного сечения балки.
3) для двутавровой балки подобрать номер прокатного профиля из условия 

прочности, а также произвести проверку прочности по касательным напряже­
ниям. При расчетах принять для стали: [<г] = 160 МПа, [т] = 100 МПа.

Дано: д= 2 м, Ь = 2 м, с = 2 м, Г=  26 кН, # = 30 кН/м, М=  38 кН-м.
Решение".

Составляем уравнение моментов относительно опоры А:

5 ^ ( ^ )  = 0> -^■Ь■^а + ̂ у м  + Кв -(а + Ъ + с ) - Р - а ^  0; 

и находим реакцию опоры Кв:
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, ( ьМ  + Р ‘а + д-Ь-1 ал— 38 + 26-2 + 30-2- 2 +

й + й + с 2 + 2 + 2 "
Составляем уравнение моментов относительно опоры В:

-4 5  кН.

= У Ъ\ с + ~  Г М - Кл ■{а + Ъ+с) + Р-{Ъ + с) = О

и находим реакцию опоры К/.

Р  - (Ъ + с ) - М  + д - Ь - |^с +

а+Ъл-с
К„

26-(2 + 2 )-38+30-2- 
_ _ _ _ _ = 41 кН.

Проверка:
] ^ = 0 ,  - д - Ъ - Р  + КА+Яв = -3 0 -2 -2 6  + 41 + 45 = 0, 0 = 0.
Разбиваем балку на 3 силовых участка.
Проводим произвольное сечение на каждом из участков на расстоянии г и 

рассматриваем условие равновесия отсеченной части:
Участок I, 0 < 2/ < а.
Й = ^ = 4 1 к Н ,  М ^ К л -г{,
При 2) = 0, М ]- Я л '2]- 41-0 = 0.
При г, = а ~ 2 м, М = ЯА - г, = 41 ■ 2 = 82 кН • м.

УчастокII, 0 <т,2<Ъ.

й г ^ Я - А - Р - Г Ч - ,  М 2 = К А -(а + 2г) - Р - 2 2~ д - ^ - ;

При г2 = 0, 2 2 = Д ^ -/г-(? -22 = 4 1 -2 6 -3 0 -0  = 15 кН,

М2 = ^ - ( а  + г2) - /? - г 2- ? - | -  = 41-(2 + 0 ) - 2 6 - 0 - 3 0 - у  = 82кН-м;

При г2= й = 2 м , С!'1=КА~ Р - д ’2г =41-26~Ъ0-2 = -45кН,
г 1 21

М '2 = ЯА-(а + 2г) ~ Р - г 2 - д - - ^ -  = 41-(2 + 2 )-2 6 -2 ~ 3 0  — = 52 кН-м.

> 0, 0  '-. < 0, следовательно на участке 2-экстремум. Находим его поло­
жение:

г = -& = —  ;= 0,5 м. 
э д 30

Находим значение экстремального момента:
?2 0 52

Мэ = КА-(а + 2Э) ~ Р • гэ - д --^-=41-(2+ 0 ,5 ) -2 6 -0 ,5 -3 0 •——-=85,75 кН -м.

Участок III, 0 <г} <с. 
0 , = 4 = ~ 45 кН,
При = 0,
При 23= с = 2 м,

М ъ = Кв - г ^
М3 = Я, • 2, = 45 • 0 = 0. 
М '3=Ля -2 ,=45 '2  = 90кН-м.
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Рисунок 2 .6 -  Схема двухопорной балки и жюры внутренних силовых факторов

Опасное сечение: участок3 п р и ^ “ 2м,

Находим требуемый момент сопротивления:

Ж, = Млш- 9 0 1 0 . =562.5 -ИГ6 562,5 см3.
0 [<г] 160-106

По сортаменту прокатной стали подбираем дву­
тавр с ближайшим большим моментом сопротив­
ления Щ -  597 см3 (№33).

Т.к. принятое XVх = 597 см3 больше требуемого 
562,3 см3, проверку прочности по нормальным на­
пряжениям не выполняем.

Касательные напряжения при нагибе определя­
ются по формуле Журавского:

Т -
Рисунок2 .7 -  Сечение 

двутавровой балки
К - К у У

где 0̂  -  поперечная сила в рассматриваемом сечении; 3™с -  статический мо­
мент отсеченной части поперечного сечения; 1Х -  момент инерции всего сечения 
относительно нейтральной оси; Ъ -  ширина поперечного сечения балки на том 
уровне, на котором определяются касательные напряжения.

Найдем ттах:

т —■
О ■ 5х  шах

1-Ъ„
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Статический момент отсеченной части поперечного сечения максимален 
для полусечения и по сортаменту для двутавра №33 равен 339 см3. При
этом ширина сечения на этом уровне минимальна и равна Ът,-„ = й = 0,7 см. Мо­
мент инерции двутаврового сечения относительно нейтральной оси 1Х = 9840 см4. 
Максимальная поперечная сила действует на участке 3: бтах = |б3| = 45 кН.

Тогда
&

(̂ атс
•тах

1 М

■ 45-103-339-КГ6 ■ 
9840 -10"8 -0,7'10~2

= 22,147-Ш6 Па < [г] =100 МПа.

Условие прочности по касательным напряжениям выполняется.

2.3. Задания для выполнения расчетно-графической 
(контрольной) работы № 2

Расчетно-графическая (контрольная) работа № 2 (по сопротивлению мате­
риалов) включает задания 2.1 и 2.2. Номер варианта определяется для студен­
тов дневной формы обучения порядковым номером в журнале, для заочников -  
по двум последним цифрам шифра.

ЗАДАНИЕ 2.1
Для вертикального или горизонтального стержня, имеющего жесткую за­

делку на одном из концов, необходимо:
1) вычертить схему в произвольном масштабе;
2) определить значения нормальной силы на каждом участке стержня;
3) построить эпюру нормальной силы;
4) построить эпюру перемещений;
5) проверить прочность бруса;
6) проверить жесткость бруса.
Схемы стержней приведены на рис. 2.8. Длины участков стержня и нагрузки, 

приложенные к нему, приведены в таблице 2.1, площадь поперечного сечения 
узкого участка А = 0,001 м2, широкого участка 2А. При расчетах принять: до­
пускаемые напряжения на растяжение [<т ] -  20 МПа; на сжатие [<тс ] = 80 МПа;

допускаемая деформация [<У] = ---- , модуль упругости Е -  2 ■ 105 МПа.
500

ЗАДАНИЕ 2.2
Балки, закрепленные различным образом, загружены внешними нагрузками 

(сосредоточенной силой, парой сил, распределенной нагрузкой).
Требуется:
1) построить эпюры поперечных сил и изгибающих моментов М\
2) указать положение опасного сечения балок;
3) для деревянной балки (а) подобрать размеры квадратного поперечного 

сечения из условия прочности, если [а] — 10 МПа;
4) для стальной двутавровой балки (б) подобрать номер прокатного профи­

ля из условия прочности, а также произвести проверку прочности по касатель­
ным напряжениям.
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При расчетах принять для стали: модуль упругости Е = 2-105 МПа, 
[сг] = 160 МПа, [г] = 100 МПа. Исходные данные принять согласно схемам 
(рисунок 2.9) и таблице 2.2.

Таблица 2.1 -  Числовые данные к расчету ступенчатых брусьев
№

варианта
а, 1 =
м | кН/м

<12,
кН/м

Ръ
кН

Рг,
к-Н

Рз,
кН

1 0,8 20 30 10 35 10 .
2 1 10 25 15 30 20
3 1,2 15 20 20 25 • 30
4 1,4 20 15 25 20 40
5 1,6 25 10 30 15 10
6 1,8 30 5 35 10 20
7 2 5 30 40 5 30
8 0,8 10 25 10 35 40
9 I 15 20 15 30 10
10 1,2 20 15 20 25 20
П 1,4 10 25 20 30 30
12 1,6 15 20 25 25 40
13 1,8 20 15 30 20 10
14 2 25 10 35 15 20
15 0,8 30 5 40 10 30
16 1 5 30 10 5 40
17 1,8 20 25 15 35 10
18 2 25 25 25 30 20
19 0,8 30 20 30 20 40
20 1 5 15 35 15 10
21 1,2 10 10 40 10 20
г г 1,4 15 5 10 5 30
23 1,6 20 30 15 35 40
24 1,8 ■ 10 25 20 30 10
25 2 15 20 20 25 20
26 0,8 20 15 25 30 30
27 1 25 25 40 25 40
28 1,8 30 20 10 20 10
29 2 5 15 15 15 20
30 0,8 20 10 25 10 30
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Рисунок 2.8 ~ Схемы ступенчатых брусьев
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Рисунок 2.8 -  Схемы ступенчатых брусьев (продолжение)
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Рисунок 2 .9 - Схемы балок (продолжение)
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Т а б л и ц а  2 .2  -  Ч и с л о в ы е  д а н н ы е  к  р ас ч е ту  б а л о к
№ варианта Р, кН М, кН-м с/, кН/м а, м Ь, м

1 40 40 10 1 2
2 50 60 15 2 2
3 60 80 20 3 2
4 70 100 25 2 3
5 80 40 10 1 3
6 70 60 15 3 1
7 60 80 20 2 2
8 50 100 25 1 2
9 40 40 10 2 1
10 50 60 15 1 3
11 60 80 20 1 2
12 70 100 25 3 3
13 80 40 10 2 3
14 70 60 15 1 1
15 60 80 20 2 2
16 50 100 25 1 2
17 40 40 10 2 1
18 50 60 15 3 2
19 60 80 20 2 2
20 70 100 25 1 3
21 80 40 10 3 3
22 70 60 15 2 1
23 60 80 20 ______1 . . . 2
24 50 100 25 1 2
25 40 40 10 3 1
26 50 60 15 2 3
27 60 80 20 1 2
28 70 1 100 25 2 3
29 80 40 10 1 3
30 70 60 15 2 1
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