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ВВЕДЕНИЕ

Задание и методические указания соответствуют базовым"^йе6ньш пла­
нам технических специальностей и включают в себя краткие теоретические 
сведения, условия задания для выполнения расчетно-графической работы и 
примеры расчетов. При защите расчетно-графической работы необходимо от­
ветить на вопросы, связанные с ее выполнением, и уметь решать контрольные 
задачи по ее тематике.

УКАЗАНИЯ ПО ОФОРМЛЕНИЮ  РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКИХ РАБОТ

1. Расчетно-графические работы выполняются на стандартных листах 
формата А4 (210x297 мм) со штампом 15 мм и указанием нумерации страниц.

2. Порядок оформления: титульный лист с указанием варианта; задание с 
указанием исходных данных и схем конструкций; текст решения с необходи­
мыми пояснениями и схемами; выводы; перечень литературы.

3. Чертежи и схемы выполняются с соблюдением правил графики и мас­
штабов стандарта У О «БрГТУ»,

4. Текстовая часть выполняется в соответствии с требованиями к оформ­
лению текстовых документов. Расчеты выполняются в общем виде, в получен­
ные выражения подставляются значения входящих в них величин, записывает­
ся числовой результат с указанием размерности ответа. Все вычисления произ­
водятся в десятичных дробях с точностью до трех-четырех значащих цифр.

5. Для наглядности н удобства схемы и графики можно выполнять на 
миллиметровой бумаге соответствующего формата.

6. Все рисунки (схемы, графики и т. д.) должны быть пронумерованы, 
обозначены, упомянуты в тексте.

1. КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Колебания или колебательное движение материальной точки -  повторя­
ющееся во времени отклонение точки относительно положения равновесия в 
двух противоположных направлениях. Необходимым условием такого движе­
ния является наличие восстанавливающей силы, которая возвращает точку в 
положение равновесия, если ее вывести из этого положения.

Такой силой является, например, сила упругости Рт  упругих связей, 
наложенных на материальную точку: пружин (рисунки 1 а и 1 б), рессоры (ри­
сунок 1 в), упругих оснований и т. п. Точкой О  на рисунках отмечено положе­
ние равновесия.

Величина силы упругости принимается пропорциональной деформации 
(удлинению пружины или прогибу балки). Проекция этой силы на ось Ох, 
направленную в сторону отклонения х, равна:

О)
при выборе начала координат в конце недеформированной пружины (упругой 
связи) (см. рисунок 1 б) и

Р,уПр=~с<Кп,+ х) (2)
при выборе начала координат в положении статического равновесия (см. ри­
сунки 1 а и 1 в).
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Рисунок 1 -  Примеры колебательных систем

В указанных формулах с -  коэффициент жесткости упругой связи: 
Хш~ статическая деформация под действием постоянной силы, например, силы 
тяжести; х -  отклонение точки от начала координат (текущая координата),

В положении равновесия:
= т$ или сХст = т%. (3)

При колебании на материальную точку могут кроме восстанавливающей 
силы действовать сила сопротивления К и возмущающая сила/ф .

Сила сопротивления — сила вязкого или сухого трения, препятствующая 
движению материальной точки и направленная всегда противоположно скоро­
сти точки. При небольших скоростях движения точки в вязких жидкостях, а 
также при учете демпфирования за счет внутреннего или конструкционного 
трения материала сила сопротивления пропорциональна первой степени скоро­
сти, т. е.

К — р К (4)
где д -  коэффициент сопротивления.

Возмущающая сила —  сила, зависящая от времени. Во многих техниче­
ских задачах наибольший интерес представляют возмущающие силы, которые 
изменяются с течением времени по периодическому закону', например:

Рв =Рй8гп(рГ + 3), (5)
где /у -  наибольшее значение силы (амплитуда); р( + д и р  -  фаза и частота 
возмущающей силы, б -  начальная фаза (р -  сотI, 5 -  сот*).
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В зависимости от совокупности этих сил материальная точка может со­
вершать свободные гармонические и затухающие (при наличии сухого тре­
ния или небольшом вязком сопротивлении) колебания, а также вынужденные 
колебания без учета и с учетом сопротивления.

Вынужденные колебания материальной точки без учета 
сопротивления. Резонанс

Такого вида колебания материальная точка будет совершать при действии 
на нее восстанавливающей и возмущающей сил (рисунок 2, а). Возможно 
также кинематическое возмущение (рисунок 2, б).

В случае а) конец пружины (точка А) -  неподвижен, действует возмуща­
ющая сила Рй = Р{) $т  (р! + с»'); в случае б) сила Гв отсутствует, но точка А 
крепления пружины совершает гармонические колебания по закону

Рисунок 2 -  Силовое и кинематическое возбуждение

Дифференциальное уравнение движения груза при наличии возмущающей 
силы:

тх = -Р т  + РВ = -С Х  + рп 8Ш ( р 1 + д)  (6 )
или

х + к гх -Н $ т (р ( + 3 ) , (7)

где -  квадрат собственной частоты. — характеризует действие
т т

возмущающей силы, по физическому смыслу соответствует ускорению.
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(8)

В случае кинематического возбуждения

тх = ~Ру„р =~с{х~% }-~с-{х~Ь$щ(бМ  + д)'}
или

где к1 =
с , сЪ

~у }1 — ,
т т

ж + #2Х:=Азш(й)7 + <?), (9)

Решение полученного неоднородного дифференциального уравнения со­
стоит из суммы общего решения х1 однородного уравнения и частного решения 
Х2 соответствующего неоднородного уравнения, т. е. х  = х/ + хз, где ж, описыва­
ет свободные гармонические колебания, а хз -  вынужденные. Частное решение 
имеет вид:

кж, = —------ - в т (р / + .5). (10)
к - р

Выражение -  амплитуда вынужденных колебаний без уче­

та сопротивления.
Полное решение дифференциального уравнения (7) с учетом решения од­

нородного уравнения
ж, = С,со8(А#) + С25т(Аг) (И )

и частного решения (10) примет вид:

ж = С1со8(&) + Сгя п (й )  +
к г

к---- - з т
~Р

[р{ + 8) (12)

или

х — а$т(к1 + йг)+  -у——гзш (р (  + <?), 
к —р

(13)

Из этих уравнений при начальных условиях( 7 = 0: х  = х0, х  -  х0) находим 
С] и Сз или амплитуду а и начальную фазу а. Аналогично можно записать пол­
ное решение уравнения (7) при р >  к  и определить С,, С2, а и а.

Пример 1.
Груз массы т ~ 200 г прикреплен к пружине, коэффициент жесткости ко­

торой 9,8 Н/см, может двигаться по гладкой горизонтальной плоскости под 
действием возмущающей силы Рв .(р1), где Ръ = 20 И, р  = 50рад/с (ри­
сунок 3). В начальный момент пружину растянули на 0,05 м  и грузу сообщили 
скорость Уо = 0,2 м/с в сторону смещения. Найти уравнение движения груза по 
оси х, начало которой выбрано в конце недеформированной пружины.
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Решение. Изобразим груз в произвольном положении на оси х, направив 
ее в сторону смещения груза. Покажем силы, действующие на груз: вес т§ , 
нормальную реакцию N  плоскости, силу упругости Ку„р пружины и возмуща­

ющую силу Рв (рисунок 3). Дифференциальное уравнение движения груза по 
оси х :

тх* = "Рупр +РВ = "СХ + Р0 ап (р ().упр

с кл Л
Разделим на т и обозначим ™ = к?; —  = к, получим

т т
х + #2х==

Циклическая частота колебаний
с 9.8-10

к = . — — 70рад! с.
200-10-

Частота возмущающей силыр  = 50 рад/с. Следовательно,/? < к  Решение 
полученного дифференциального уравнения на основании формулы (32)

X ~ С у  СО§(А/} +  С 2 51п(^д) +  ~~Х~~— -51 п ( / л ) .
к ' '  р

Найдем производную по времени:

—  = х=—С)к5т(& ) + Сгксо8{Ы}+-гр™- 2 со$(/д) 
с$1 к р

Постоянные интегрирования определим с учетом начальных условий дви­
жения:
при 1 = 0 з:о = 0,05 му а0 =Уо = 0,2 м/с.

А'0 = С{ -  0,05 м,
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кр

Сг
■Р1 _

X - С к +  НРл0 ^ 2п- -г 2 2 >
*  - р

° ’ 2 ° -
50

т  &
20
0,2 (70г ~502)

0,2 5000

70
^ 0 0  =-0,0268 л ,

20

70

- = 0,0417 м.
к2- р 2 т -(к2~ р 2) 0,2-(702 -  502)

Уравнение движения груза:
х(1) = 0,05 соз(70*> 0,0268 зш(7Ш) + 0,0417 вш(50*Л ж

Резонанс -  явление увеличения размаха колебания, которое наблюдается 
при совпадении или близости частоты собственных колебаний с частотой воз­
мущающей силы, т. е. к ~р. В этом случае частное решение х2 примет вид:

к
х, = -

2 к
(14)

Из (14) следует, что фаза вынужденных колебаний при резонансе отстает от 
фазы возмущающей силы на Перемещения увеличиваются по линейному зако­

ну с течением времени (рисунок 4), а их огибающая описывается уравнением:

Лв = ± — (. (15)
в 2 к

Рисунок 4 -  График вынужденных колебаний точки при резонансе при 
отсутствии сопротивления среды



Вынужденные колебания материальной точки с учетом действия 
сил сопротивления

Рассмотрим прямолинейное движение материальной точк вдоль горизон­
тальной оси х  в вязкой среде под действием силы упругости 'У ущ,, возмущаю­
щей силы Рв = + 8) и силы сопротивления К — - р У .

Дифференциальное уравнение движения
тх = -Р у11р — К + Ръ - ~ с х - [̂ ,x + Рx̂ $̂ ;а[р^ + 8')

или
х + 2 пх + к2х  — кй.п(р{ + 8 ), (16)

где 2 * * = — ,
т т т

Полное решение этого уравнения х = х 1 + х г , где х(-  общее решение одно­
родного уравнения

х + 2ш:+А2т =  0 , (17)
описывающего затухающие колебания, которое в зависимости от соотношения 
и и & может быть записано в виде:
при п < к:

х  = е (С,соя(к{1) + С,5Ш( к{1)), кг=\1к2- п 2 (18)
или

х  = о0е“”' 8т(/с,1 + а), (19)
при и > к:

Х=Г* (с ,е (20)

при и = к:
х  = е 'п'{Сл + С,(). (21)

При и < к  точка совершает затухающие колебания, при и > к движение бу­
дет апериодическим. Наличие множителя ё~м в этих решениях указывает на то, 
что движения, описываемые этими уравнениями, достаточно быстро затухают и 
имеют место только на начальной стадии колебаний.

Ищем решение х? в виде правой части уравнения (16): 
хг = Ав $ш(р? + е) = Ав зт(р( + 8  — е),

где Ав -  амплитуда вынужденных колебаний с учетом сопротивления, опреде­
ляемая по формуле:

А,
к

л](к2 -  р 1}2 + 4п1р 2 ’
(22)

где е  — величина сдвига фазы вынужденных колебаний по отношению к фазе 
возмущающей силы, которая находится по формуле;

2прТ%8-
к2 -  р 1

(23)
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Исследование амплитуд ы:
1. Положим в (22) п — 0, получим

л -  2 -  амплитуда вынужденных колебаний без учета сопротивле-* т гк —р  

ния при р  < к и Ав = 2 7 2
Р - *

при р  > к совпадают с полученными раннее вы­

ражениями.
2. При р ~ к .,п Ф 0 :

к (24)
2 пр 2 пк

Амплитуда вынужденных колебаний с учетом сопротивления при резо­
нансе имеет конечную величину.

3. М аксимальная амплитуда колебаний имеет место при частоте воз­

мущающей силы р ~ ']к2 '-  2п2 = к А 1 -  2? Д 1 и определяется по формуле

А —В тах
к

2пл1 к 2 -  п2
Сравним Ав т  и АВтзх, преобразовав

к А'В рез

2пкА\ — 1 -

(25)

(26)

Так как ! - !  -  | < Ь то из (26) и (27) АВтт> ЛВрез, Однако при не­

большом сопротивлении, например —-0,05, значения АВтях и Ав достаточно
к

близки: А. А#рез- Заметим, что резонансная амплитуда имеет место при

— = 1, а максимальная -  при — < 1, что видно на графиках коэффициента ди~
к к

намичности (рисунок 5).
Коэффициент динамичности равен отношению амплитуды вынужденных 

колебаний Ав (22) к статическому отклонению точки от положения равновесия 
под действием амплитуды возмущающей силы, определяемому по формуле

АЛСГ
Рй тк _ к
с с к

Тогда коэффициент динамичности:
■ Ав 1

2 ' (27)

(28)
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(29)

При отсутствии сопротивления (п = 0) выражение (28) примет вид:
1

Рисунок 5 -  Коэффициент динамичности

1 коэффициент динамичности ра-Из (29) видно, что при резонансе —<и
вен бесконечности. Если колебания происходят в среде с сопротивлением 
(п Ф 0), то коэффициент динамичности при резонансе имеет конечную величину

1 1 *—  (50)
2 — 2 п

Например, при — = 0,05 получим г} = 10 #  со, т. е. сопротивление в коле­

бательной системе препятствует неограниченному увеличению амплитуды вы­
нужденных колебаний.

2. УСЛОВИЕ ЗАДАНИЯ

Масса т ~  3 кг, установленная на системе пружин (рисунок 6), до момен­
та времени 1 = 0 находилась в состоянии статического равновесия. При

11



г ~ 0 механическая система получает возбуждение (силовое или кинематиче­
ское) и одновременно к массе добавляется (+Дт) или снимается с нее (-Лот) 
дополнительная масса Лот =  1 кг. Закон кинематического или силового 
возбуждения задается преподавателем. Движение груза про исходит в сопро­
тивляющейся среде с линейным демпфированием К = -Д Г , пропорциональным 
скорости смещения груза относительно основания.

Рисунок 6 -  Исходная схема

Кинематическое возбуждение задается одним из законов: ^ >

^'-<^0со5(ш) ?; -  д{1з т (ал), причём ^ „ - ^ 0<50, ^ = -  %0в)2 а силовое -  зако-

ном/7^  Д з т ( / д ) . Параметры механической системы и возбуждения заданы в 
таблице 1. В таблице 1 прочерки в колонках с2,с3,с4 следует понимать как при­
сутствие вместо пружины бесконечно жесткого элемента. Знак «+» в колонках

4, Р указывает на характер возбуждения.
При проведении расчетов принять: с; = 100 Н/см,

сг — 2ср сг -  0,5С(, с4 -  0,25с, . Значения с0 и Р0 равны одной второй части ста­
тического смещения движущегося груза и его веса соответственно.

При выдаче задания в группах преподаватель конкретизирует положи­
тельные направления осей х и 4 ,  значения частоты возбуждения ф или р  и ко­
эффициента сопротивления Д  Кроме того, по указанию преподавателя могут 
быть изменены и другие исходные данные, например 4. Р ,а ,  с,.
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Пользуясь исходными данными, требуется определить:
1) частоту {рад/с, гц) и период собственных, свободных я вынужденных 

колебаний системы, частоту и период биений;
2) наибольшее и наименьшее значения абсолютного перемещения, скоро­

сти и ускорения груза во время движения;
3) наибольшее абсолютное смещение точек соединения пружин с жестко­

стями с/ и а  (или сз и С4) относительно своего исходного положения;
4) наибольшие значения усилий в пружинах и демпфере;
5) коэффициент динамичности.

Таблица 1 -  Исходные данные

Вар. се Ат С2 сз 4 4 4 Е

1 90 + - + 4- +
2 60 + + - 4-

3 30 -I" — — 4- 4-

4 90 ~ + -1- + 4~

5 60 + - + +
б 30 - + _ + +
7 90 + ~ + — +
8 60 — + + - +
9 30 + - - + +
10 90 - + + - +
11 60 + — 4- + +
12 30 - + - + +
13 90 + - — + 4-

14 60 - + + _

15 30 + - + - 4-
16 90 — + — н- +
17 60 + — + - 4-

18 30 - + + + +

19 90 4- — — 4- .1.

20 60 - + + _ +

21 30 — + - 4“

22 90 — + — 4-

23 60 + — + - 4-

24 30 — + + - +

25 90 4" - - 4~ +

26 60 - + — 4- 4-

27 30 4- - + 4- +

28 90 — 4" - +

29 60 4- - + + 4-

30 30 - + - + +
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При подготовке к выполнению задания необходимо проработать следу­
ющие вопросы:

— абсолютное, относительное, переносное движения точки;
-— теоремы о сложении скоростей и ускорений при сложном движении
точки;
— основные уравнения динамики абсолютного и относительного движе­

ния точки;
— вывод дифференциального уравнения прямолинейных колебаний точки;
— решение линейных дифференциальных уравнений;
— основные положения теории колебательного движения точки (соб­

ственные, свободные и вынужденные колебания, их дифференциальные урав­
нения и их решения, частота, период, декремент колебаний, резонанс, биения, 
коэффициент динамичности).

Чтобы дать ответы на вопросы задачи, необходимо осуществить вывод и 
решение дифференциального уравнения (ДУ) колебаний точки при соответ­
ствующим образом сформулированных начальных условиях. К составлению 
ДУ можно подойти с двух точек зрения —  считать ось х  абсолютной, непо­
движной в пространстве, или считать ее подвижной, смещающейся вместе с ос­
нованием. Соответственно под х  будем тогда понимать или абсолютное, или 
относительное перемещения, а для вывода ДУ использовать либо формулиров­
ку второго закона Ньютона, либо формулировку динамической теоремы Ко­
риолиса. В обоих случаях начало координат для оси х  удобно поместить в точ­
ке, соответствующей равновесному состоянию системы грузов на пружинах, 
так как в этом случае правая часть ДУ будет наиболее простой. Непосредствен­
но перед выводом уравнений необходимо систему пружин заменить одной 
пружиной эквивалентной жесткости по формулам:

3. ПРИМ ЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ

К грузу массы т ,  установленному на пружине жесткости с, добавляется 
дополнительная масса Ш  и одновременно основание начинает двигаться по

закону ^ -  ц(| соз(й#}. Определить закон движения грузов.

— -  У — (последовательное соединение);
ы  ск
П

с3 (параллельное соединение).

1

Рисунок 7 ~ Исходная схема
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Решение:
Вначале рассмотрим первый способ, считая ось х абсолютной. На дви­

жущуюся массу дат Ада действуют силы веса, восстанавливающая сила в пру­
жине Рупр и сила сопротивления К. Для удобства определения Рущ, и начального 
условия хо изобразим пружину в трех состояниях -  исходном недеформирован- 
ном, сжатой статической весовой нагрузкой и с дополнительным смещением 
верхнего конца на величину х (рисунок 9). Из рисунка видно, что смещение 
концов пружины друг относительно друга составит

Л=Л +х=^(да)+//да)+х.
Так как основание подвижное, то при В, их, совпадающих по направлению

А = / с+ х - 4 ,
и тогда восстанавливающая сила равна: Р  ~ с ( /с т  х  -  С).

Рисунок 8 -  Расчетная схема

Сила сопротивления будет пропорциональна скорости относительного 
смешения груза по отношению к основанию, т.е. Я ~ ()УГ -  /?(х -  | ) .

Учитывая сказанное, находим:
(да -т Ада)х = (да т  Ада)#?ш.« -  с ( /ст + х -  д) -  Д х  -  ^).

В положении равновесия (х  = ^ = х = ^==0) имеем:
(да + Ат)%Ута -  с{ат -  0

поэтому эти слагаемые уходят из уравнения. Тогда получаем ДУ вида:
х+2пх+к'’х — к2% + 2п4,

где к 2 -  — —— , 2п —  —
да + Ада да + Ада

Сформулируем начальные условия. Так как при 1=0 грузам не была при­
дана начальная скорость, то х(0) -  х0 = 0. Из рисунка б видно, что при I -  0

15



„ А т р а п егрузы находились в отрицательной части оси х  на расстоянии / 2 = -------- — ,
с

длгект апоэтому х0 = ---- ----------.
с

Так как уравнение (1) линейное, то его решение имеет вид:
х = х1 + х2,

где х  может быть найдено по виду правой части уравнения (32):
х2 — Асо&(ю{) +Взт{&{).

Подставив х, в дифференциальное уравнение (32), получаем;
-Ат2 соа (ш )  -  Вт2 зт(сщ) + 2п(-Асо8т(ш) + Ва>соз(ш)} +

+к2А соа( ) + к 1 А  соя (ш ) = к 2̂  соа(й#) -  2я^0 з т  (со*), 
откуда приходим к уравнениям для определения А и В:

(к 2 — тг)А + 2псоВ = к2̂ ,
-2  атА + (к2 -  т2 )В = -2  пт^0.

Решение х , удобно принять в виде:
х1 = е’" '(Д  со8(&/)+,02 ип (Л: )̂)

где ^  - л !к г - п 2 -  круговая частота свободных затухающих колебаний.
При ранее найденных А и В можно найти теперь постоянные Д  и Дг из 

начальных условий задачи.
Используя числовые данные своего варианта, определяем величины 

А, ® ,и,/ет,^0,Л,2?,Д,Л2и-запнсываем выражения для кинематических парамет­
ров х, х, х, сил Р  и К, силы на основании Р0С1,0е, к которому прикреплен
демпфер (в рассмотренном примере эта сила равна силе в пружинах 1 и 2 и 
демпфере Росте — Р12 + В ), и используя известные математические пакеты 
(например, МаШСАД ЕхссГ), строим графики соответствующих функций для 
участка времени 0 < I < Т„, где время построения определяем как

Отт
т; К 1 , 5 . . . 2 , 0 Ь ^  (**© ).

\к —(0 \
При получении числовых значений следует проверять размерности ис­

пользуемых физических величин. Чтобы избежать ненужных ошибок, лучше 
всего перейти к размерности системы СИ при формулировке задачи.

Теперь рассмотрим решение задачи вторым способом, считая ось х  по­
движной (то есть, принимая, что „г -  т, -  относительное смешение точки). В 
этом случае по заданному движению основания находим переносное ускорение 

= и соответствующую ему переносную силу инерции Фе, направлен­
ную противоположно ускорению хе. Эту силу согласно основному уравнению 
динамики относительного движения следует добавить к действующим на точку 
силам, и тогда можно будет записать ДУ относительного движения в виде:

тпаг — 6 +  Рв + Я+ Фе.
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В отличие от рассмотренного выше способа здесь К -  рУг — р к г. В 
рассматриваемом примере |  со8(й#), и поэтому получаем:

(т + Ат)хг ~(т  + Ат)§  в т  а  — с ( /т + хг)~  р х г + (т + Ат)^й(о2 соз( ак) .
После упрощений ДУ примет вид:

хг + 2пхг + кгхг — ̂асо2 со«(й#).
Определение начального условия для хДО) понятно из предыдущего рас­

смотрения, При получении условия для х;.(0) необходимо учесть, что для абсо­
лютной скорости точки имеет место соотношение;

ПО) = и о )  = *,(0) + *,(0) = 1(0) + х,(0) = 0,
откуда:

*,0>) = *,г(0)"*е(0).
В рассматриваемом случае: х, = — т. е, х ,(0)=0, следовательно,

хг(0) = 0.
Полученное уравнение является классическим и рассматривется во всех 

учебниках и пособиях по теоретической механике [1-8]. Найдя х„  при опреде­
лении требуемых по п. 1-2 задания параметров следует учесть, что абсолютное 
перемещение равно ха -  хг + х/:.с учетом направления осей хг и ^
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