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ВВЕДЕНИЕ
Выполнение расчетно-графических работ, их оформление и защита являются 

элементами самостоятельной работы студентов и призваны помочь им в усвоении 
соответствующего раздела курса. Перед выполнением работы необходимо изучить 
теоретический материал, проработать с помощью учебников и пособий практиче­
ские способы решения задач по данной теме, проверить усвоение материала с по­
мощью ответов на контрольные вопросы, научиться на конкретных примерах при­
менять имеющиеся методики решения и выбирать оптимальные из них.

При защите расчетно-графической работы необходимо ответить на кон­
трольные вопросы, связанные с ее выполнением, и решить соответствующие 
задачи по ее тематике.

УКАЗАНИЯ ПО ОФОРМЛЕНИЮ РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКИХ РАБОТ
1. Расчетно-графические работы выполняются на стандартных листах 

формата А4 (210 х 297 мм) со штампом 15 мм и нумерацией страниц.
2. Порядок оформления: титульный лист с указанием варианта; задание с 

указанием исходных данных и схем конструкций; текст решения с необходи­
мыми пояснениями и схемами; выводы; перечень литературы.

3. Чертежи и схемы выполняются с соблюдением правил графики и мас­
штабов стандарта учреждения образования «Брестский государственный тех­
нический университет».
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4. Текстовая часть выполняется в соответствии с требованиями к оформ­
лению текстовых документов. Расчеты выполняются в общем виде, в получен­
ные выражения подставляются значения входящих в них величин, записывает­
ся числовой результат с указанием размерности ответа. Все вычисления произ­
водятся в десятичных дробях с точностью до трех-четырех значащих цифр.

5. Для наглядности и удобства схемы и графики можно выполнять на 
миллиметровой бумаге соответствующего формата. Все рисунки (схемы, гра­
фики и т. д.) должны быть пронумерованы, обозначены, упомянуты в тексте.

1. ПРОИЗВОЛЬНАЯ ПЛОСКАЯ СИСТЕМА СИЛ. РАВНОВЕСИЕ 
СИСТЕМ ТЕЛ

1Л. Краткие теоретические сведения
Под произвольной плоской системой сил понимают совокупность сил, 

расположенных в одной плоскости, линий действия которых не пересекаются в 
одной точке.

Разложим силу Р  на составляющие 
вдоль координатных осей (рис. 1), т. е.

Р = РХ+РУ, _
^ Р х -Т; ? ,= Г у 'Ъ
Р -  Рх ■ I + Ру ■ р  где / ,  у -  единичные
вектора (орты) осей координат.

Проекцией вектора силы (в дальней­
шем -  силы) на ось называется скалярная 
величина, равная взятой со знаком «+» или 
«-» длине отрезка, заключенного между 
проекциями начала и конца вектора силы. 
При решении задач проекции силы полу­

чают, умножая ее модуль на косинус острого угла между линией действия силы 
и осью, а знак определяется непосредственно из схемы (рис. 2). Проекция силы 
на ось — величина скалярная.

Различают два случая: а< 90°, а> 90° (при щ=90° проекция силы на ось 
равна нулю).

а)
б)

Рисунок 2
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а) угол а  < 90° (рис. 2, а) — Рх = аЪ -  АВ] -  Р  соз а .
б) угол а  > 90° (рис. 2, б) — Рх -  ЛВ1 = аЬ = Р со&а -  - Р  соя (р.

Моментом Мс (Р)  силы Р  относительно точки О на плоскости называ­
ется скалярная величина, равная взятому с соответствующим знаком произве­
дению модуля силы Р  на длину плеча к (рис. 3):

М0{Р) — ±Р к.

Момент силы имеет знак плюс, если сила стремится повернуть тело во­
круг точки О против хода часовой стрелки, и знак минус -  если по ходу часовой 
стрелки. Если линия действия силы проходит через точку, момент силы отно­
сительно этой точки равен нулю.

Теорема Варинъона о моменте равнодействующей: Момент равнодей­
ствующей Я плоской системы сходящихся сил ) относительно
точки О, лежащей в плоскости действия сил, равен алгебраической сумме мо­
ментов слагаемых сил относительно той же точки:

Л Ь (Л )= 2  ' м . ( Щ
к=[

Методами статики произвольную плоскую систему сил можно значитель­
но упростить, приведя силы к одному центру приведения О, в результате чего в 
этом центре будет приложена сила В  , называемая главным вектором, и к телу в 
целом будет приложена пара сил с моментом .Мо, называемым главным момен­
том относительно этого центра.

Главный вектор Я равен геометрической сумме п сил, входящих в дан­
ную систему, а главный момент Мо -  алгебраической сумме моментов сил от­
носительно центра приведения, включая и алгебраическую сумму моментов пар 
сил:

м 0 = ± м 0 (р„).
к=\ Ы\
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Численное значение главного вектора определяется по его проекциям на 
координатные оси:

г ® * , = 2 Х и д , = 2 Х .
4=1 4=1

Направление главного вектора находят по направляющим косинусам уг­
лов:

соз(Д, Л1 ) = ~ ,  соз(л, лу ) = ~ ,  

где Г, )  -  орты осей Ох и Оу.
Условиями равновесия тела под действием произвольной плоской систе­

мы сил являются равенство нулю главного вектора и главного момента относи­
тельно любого центра О:

К = 0 и Мо = 0.
Эти условия выполняются, если

Х д = 0 ,
Ы1

< 1 Х = 0 ' а )
к- 1 

\к~  1

Уравнения (1) называются основными уравнениями равновесия. Суще­
ствуют еще две формы уравнений равновесия:

2Х ( ^ Н ,к=1

' 2 Х ( Л И ,  (2)

2 Х ( ^ Н ,
Ы1

О)

2 Х = о , 2Х (^ ь ° -и=! 14=1
В системе уравнений (2) ось х не должна быть перпендикулярной к пря­

мой, проходящей через центры А и В, а центры А, В  и С в системе (3) не долж­
ны лежать на одной прямой.

Системой тел называется конструкция, состоящая из нескольких твер­
дых тел, взаимодействующих между собой благодаря наличию внутренних свя­
зей (шарнирные связи, стержневые связи и т. д.). Силы, действующие на тела 
системы, делятся на внешние и внутренние. Внешними называются силы, дей­
ствующие на тела механической системы со стороны тея, не принадлежащих 
этой системе. Внутренними называются силы взаимодействия между телами 
рассматриваемой системы.
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При равновесии системы тел как каждое тело также находится в равнове­
сии. В связи с этим имеется два способа решения задан, связанных с исследова­
нием равновесия системы тел.
1, Поскольку каждое тело системы находится в равновесии, то составляются 
уравнения равновесия каждого из тел (тогда уравнения равновесия системы в 
целом могут быть использованы для проверки правильности решения).
2. Сначала записываются уравнения равновесия системы в целом, а затем урав­
нения равновесия отдельных тел системы (в этом случае нет необходимости в 
составлении уравнений равновесия по крайней мере одного из тел системы, но 
они могут быть применены для проверки).

При составлении уравнений равновесия для всей системы в целом она 
рассматривается как абсолютно твердое тело, поэтому в эти уравнения не вой­
дут силы взаимодействия между отдельными телами системы. Силы, которыми 
тела системы действуют друг на друга, в соответствии с аксиомой о действии и 
противодействии (третий закон Ньютона), равны по модулю и направлены по 
одной прямой в противоположные стороны. Если внешняя сила приложена к 
точке контакта исследуемых тел, ее следует прикладывать только к одному из 
тел системы либо распределить между контактирующими телами так, чтобы 
сохранялась величина и направление данной силы.

Вид и направление реактивных силовых факторов соответствует характе­
ру движений, запрещаемых связью.

1.2. Примеры расчета
Пример 1

На рис. 4 показаны три способа закрепления бруса, ось которого является 
ломаной линией. Задаваемая нагрузка и размеры во всех случаях одинаковы.
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Составить уравнения равновесия для определения реакций опор для всех случа­
ев закрепления. Для схемы в провести расчет реакций связей с проверкой полу­
ченных результатов.

Дано: Р=20 кН; М-5  кН-м; #=10 кН/м; а=1,5 м; Ъ=2 м; а=45°; р=30°.

Решение:
Рассмотрим решение каждой из схем в отдельности; Связи в точках А и В 

заменим соответствующими реактивными силами. Равномерно распределенную 
нагрузку интенсивности ц заменим сосредоточенной силой, равной по модулю 
0  ~ д- Ь. проходящей через центр тяжести прямоугольника, ограничивающего
распределенную нагрузку. Направление вектора ()  соответствует направлению 
распределенной нагрузки.

Схема а) Реакцию невесомого стержня в точке В направляем вдоль 
стержня. Шарнирно-неподвижную опору в точке А разложим на составляющие 
Х л, УА в направлении соответствующих координатных осей (рис. 2).

I
I У

Для определения трех неизвестных реакций связей составляем уравнения 
равновесия:
[ 2 Х = 0 ;  Х л - К вшп/3 + а - Р ^ а  = 0- 

=0; УА +Вв со&/3 — Р $т а = 0;

^ М л (7^) -  0; Яв со8/3-а + Яв $т/3-Ь-<2-1,5 Ь + Рсоз а - Ь - М  = 0.
Схема б) Реакцию шарнирно-подвижной опоры в точке В направляем по 

нормали к опорной поверхности. Скользящую заделку в точке А заменяем си­
лой X л, направленной перпендикулярно оси стержня, и парой сил с моментом 
Мл (рис. 6). ’



I У

Для определения неизвестных реакций составляем уравнения равновесия: 
X /  ̂  = 0; КА - К в &т/3 + () -Рсо&а -  0;

• =0; Яв со&Д-Р&та = 0;

У М А [Рк ) -  0; Кв совД • а + 5>т Д • Ь -  д • 1ДЬ + Рсова -Ъ — М  А М л = 0.

Схема в) Реакция жесткой заделки в точке А включает силу КА и пару 
сил с моментом М А. Силу раскладываем на две составляющие (рис. 7).

I У

Для определения реакций составляем уравнения равновесия: 
1 X ^ 0 ;  Х А + Я -Р с о * а  = 0;

2 4 = 0 ;  0;
% М А(Рк) = 0; М А - д - 1  >5Ь + Р с о в а -Ь -М  = 0.
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Решаем полученную систему уравнений, учитывая, что <2-дЪ—10-2 = 20 кН: 
Х А = Р сов а  -  д  = 20 • соз 45° -  20 = -5,86 кН;
УА -  = 20-$щ 45е = 14,14 кН;
МА = д - 1,5Ъ -  Рсоза- Ь + М  = 20 • 3 -  20 • соз45° ■ 2 + 5 = 36,72 кН-м.

Для проверки полученных результатов составим уравнение моментов от­
носительно точки В:
Л м в {рк)= м л - д ■ 0 ,5Ь + Р вт а-а~ М  + Х^ -Ь~Ул -а = 36,72-20-1 +

+20 ■ мп 45° • 1,5 -  5 -  5,86 • 2 -14,14-1,5 = 57,93-57,93 = 0, 
что подтверждает правильность проведенных расчетов.
Ответ: Х л = -5 ,86  кН; УА -14,14 кН; М л =36,72 кН*м. Направление силы Х А 
противоположно показанному на рисунке.

Пример 2
Определить реакции связей в точках А и В составной конструкции, а так­

же давление в шарнире С. Исходная схема рамы представлена на рис. 8. На со­
ставную конструкцию наложены связи в точках А (подвижный шарнир) и В 
(жесткая заделка).

Дано: Р~20 кН; кН/м; М -18 к№м; 6^60°; /?=30°; а= 2 м.

Решение:
Рассмотрим равновесие рамы под действием заданных сил и реакций 

опор. Для этого выберем оси координат ху и заменим связи в точках А и В соот­
ветствующими реакциями (рис. 9). Реакция КЛ шарнирно-подвижной опоры А 
приложена в точке А и направлена перпендикулярно опорной плоскости, реак­
цию жесткой заделки в точке В заменяем двумя ее составляющими Х $, Ув и ре­
активным моментом М в . Действующую на раму распределенную нагрузку ин­
тенсивностью ц заменим равнодействующей О , модуль которой равен:

<9 -  # • 2а = 6 - 2 • 2 = 24 кН.
10



Рама находится в равновесии под действием произвольной плоской си­
стемы сил, для которой можно составить три уравнения равновесия, в то время 
как определению подлежат четыре неизвестные реакции. Расчленим раму на 
части и рассмотрим равновесие каждой из них. При этом действие частей рамы 
друг на друга заменим составляющими реакции внутренней связи в шарнире С: 
Х с , Ус (рис. 9). По аксиоме равенства действия и противодействия эти реакции
противоположно направлены и равны по модулю:

Х С = - ? С;УС=-ТС. (4)
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Составим уравнения равновесия плоской произвольной системы сил, 
приложенных к левой части рамы (рис. 10):

Р$т а + Х с - К л &тр = Ъ, ■

■ Ъ К ' 580; Рса&а+Тс + Ял сояр  = 0; (5)

-0 ;  - Р  соъа ■ 4 а -  Р $ т а  ■ а -  КАсо$Р - 2а~ КА з ш р -З а -М  = 0,
Здесь при определении моментов сил Р  и КА была применена теорема 

Вариньона (момент силы относительно точки равен сумме моментов составля­
ющих этой силы относительно этой же точки).

Выразив из последнего уравнения КА и подставив полученное значение в 
два предыдущих, получим:
К -  Р с0&а'4а + Р ш яа ■ а + М  20-со$б0°-4-2 + 20-5шб0°-2-П8 __

л а-( 2соз Д + Звш/?) 2'(2'СОв30о + 3-зт30°)
= -20,52 кН;
Х с = -Р  яп а  + КА зш Д = -20 • з т  60° + (-20,52) - з т  30° = -27,58 кН;
Ус — -Р с о ва -  Кл совВ — -20 ■ со$60° -  (-20,52) • созЗО0 = 7,77 кИ.

Составим теперь уравнения равновесия для плоской произвольной системы 
сил, приложенных к правой части рамы (рис, 10). Учитывая равенства (4), получим:

Х рГ ’ ~ о , - х с + х *  = Ъ

- 2 > Т ‘'= ° ;  - г с -<2+гй = ъ  (6)
X м *” ' =0; Х с ■ 2а + Гс - 2а + 0 - а + Мв = 0.

Выражая из уравнений (6) неизвестные реакции и подставляя числовые 
значения, будем иметь:
Х В= Х С =-27,58 кН;

+ 6  = 7,77 + 24 = 31,77 кН;
М в = —Х с -2а — Ус -2а — (3-а = (-27,52) - (-2) -2 —7,77- 2 -2 -2 4 -  2 = 31 кН-м.

Для проверки правильности решения составим уравнение равновесия для си­
стемы сил, приложенных ко всей раме (уравнение моментов относительно точки О): 
]Г м о = -Р с о ш -2 а -Р & т а -а -К л$ш.р-Ъа-()-Ъа + Х В -2а + Ув -4 а -М  + М Б =
= 20 • соз 60° • (-2) ■ 2 -  20 • я т  60° • 2 -  (-20,52) • з т  30° • 3 • 2 -  3 - 24 ■ 2 +
+(-27,58). 2-2 + 31,77-4-2-18 + 31 = 346,72-346,96 = 0,24.

Относительная погрешность:
О 24

Е = ~ ----100% = 0,07 %<3%.
346,72

Проверка показала, что реакции определены верно.
Ответ: Д, =-20,52 кН; Х в =-27,58 кН; Ув =31,77 кН; МВ=Ъ\ кН-м;
Х с =-27,58 кН; Ус =7,77 кН. Знаки показывают, что реакции КА, Х В, Х С 
имеют направление, противоположное показанному на рис, 9,10.
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2. РАВНОВЕСИЕ ТЕЛА, НАХОДЯЩЕГОСЯ ПОД ДЕЙСТВИЕМ 
ПРОСТРАНСТВЕННОЙ СИСТЕМЫ СИЛ

2.1. Краткие теоретические сведения
Векторным моментом силы Р  относительно центра О называется прило­

женный в этом центре вектор М 0 \ Р )  , модуль которого равен произведению

модуля силы Р  на ее плечо к и направленный перпендикулярно плоскости, 
проходящей через центр О  и линию действия силы в ту сторону, откуда враще­
ние плеча силы вокруг точки О представляется происходящим против хода ча­
совой стрелки (рис. 11):

\М 0 { Р ) \= Р - к .

Момент силы Р  относительно 
центра О может быть представлен в 
виде векторного произведения:

, ( Р ) - Г Х Г ,
где Т  — радиус-вектор точки прило­
жения силы.

Модуль векторного произведе­
ния равен

\ М 0 ( Р ) \= Р - г - 5 т  а ~  Р  -к.

Отметим так же, что вектор М 0 ( г )  направлен перпендикулярно плоско­

сти, проходящей через векторы У и Р , в ту сторону, откуда кратчайший пово­
рот вектора г к направлению вектора Р  представляется происходящим против 
хода часовой стрелки (по углу а).

Моментом силы Р  относительно какой-либо оси г, проходящей через 
центр О  (рис. 12), называется скалярная величина, равная проекции вектора
М 0 { Г )  на эту ось:

^ /2(^ )Н М й (^)|ХС08 у.

Механический смысл величины М г [р )  состоит в том, что она характери­
зует вращательный эффект силы, когда эта сила стремится повернуть тело во­
круг оси а. В самом деде, если разложить силу Р  на составляющие Рху и Рг ,

где Р7 [ I О" (рис. 12), то поворот вокруг оси 2 будет совершать только состав­
ляющая Р  , и вращательный эффект всей силы Р  будет определяться величи­

ной М 7(Г ) — ±РУу к. Составляющая же Р2 повернуть тело вокруг оси дне мо­
жет (она лишь может сдвинуть тело вдоль оси г).

Рисунок 11

13



Момент силы относительно оси 2 будет иметь знак «плюс», когда с поло­
жительного конца этой оси поворот тела, который стремится совершить сила 
Рху вокруг этой оси, виден происходящим против хода часовой стрелки, и знак

«минус» -  когда по ходу часовой

Для того, чтобы определить момент силы Р  относительно какой-либо 
оси 2 (рис. 13), нужно провести любую плоскость (ху), перпендикулярную к 
данной оси, и, спроектировав силу на эту плоскость, найти алгебраическую ве­
личину момента полученной проекции Р  относительно точки О пересечения 

оси г с плоскостью ху:

М г ( р ) ^ м 0 (рху)= р -С 0 8  а -к .

Момент силы относительно оси равен нулю, когда сила параллельна оси 
либо когда линия действия силы пересекает ось.

При рассмотрении равновесия произвольной пространственной системы 
сил приходится определять моменты пар сил относительно осей, для чего мо­
мент пары сил представляют в виде вектора.

Момент пары, как вектор, направлен по перпендикуляру к плоскости дей­
ствия пары в ту сторону, откуда вращение тела парой сил представляется про­
исходящим против направления вращения часовой стрелки.

Изображенные на рис. 14,а и 14,6 векторы М х и М 2 представляют собой

соответственно моменты пар ( Д , Р ^  и ( К ,  /у ) •
Так как пару сил можно переносить в ее плоскости действия и в любую 

другую плоскость, ей параллельную, то ее момент М  не имеет определенной 
точки приложения и является свободным вектором. Такие векторы можно пере­
носить параллельно самим себе в любую точку тела.
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Рисунок 14
При определении момента пары сил относительно какой-либо оси до ста- 

точно найти проекцию вектора момента этой пары на данную ось. Так, на при­
мере, изображенном на рис. 14,а и 14,6, будем иметь:

Ми — 0; М}У — Ми Ми — 0;
М2х — 0; М2У — 0; М2г — —М2.

Если требуется сложить пары сил, то достаточно сложить их моменты пар 
как свободные векторы, т. е. перенести эти векторы параллельно самим себе в 
общую точку и применить правило сложения векторов.

Так, на примере двух пар сил ( /^, Р{} и (Р2, Р%)-> расположенных в
плоскостях хВу  и хВг соответственно (рис. 15), будем иметь:

М  ~  М л + М 2.
Модуль М  результирующего 

вектора М  находим как величину 
диагонали прямоугольника, постро­
енного на векторах М х и М г :

М  = л /м "  + М ] ,
или в проекциях на координатные 
оси:

Мх — Ми  + М2х — 0;
Му — М}у + М2у — — М2;

М,- ~ М>2 + М2Я ~ М],

следовательно, М  = + М 2у + М \ -  ^ (~ М 2 )2 + М 2.
Любую пространственную систему сил можно привести к некоторому 

центру О, в результате чего будет получен главный вектор Я , приложенный в 
этом центре, и главный момент М 0 относительно этого центра О . Как извест­
на, главный вектор равен геометрической сумме всех сил:

Я = Р1 + Ъ + -  + Г . = ' Ё Ъ ,
к~1
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и не зависит от выбора центра приведения, а главный момент М 0 равен геометри­
ческой сумме векторов-моментов всех сил относительно этого центра (включая и 
векторы-моменты: всех пар сил) и зависит от выбора центра приведения:

Мо = ^ М 0 {Рк ).
ьа

Условиями равновесия произвольной пространственной системы сил яв­
ляются равенство нулю главною вектора этой системы сил и главного момента 
относительно любого центра, что выражается шестью уравнениями равновесия 
в проекциях на оси декартовой системы координат:

Дг ~ /У кх ~  ̂
/(=1

л , = 2 Х  = °>

А=1-
ма = 2Х (/?) = о,

к~ 1

« о ,  = 1 Х ( 4 )  = 0,
А=I

ЛЬ, = 2Х (Д ) = 0.

2,2. Пример расчета
Горизонтальная прямоугольная плита весом Р  (рис. 16) закреплена сфери­

ческим шарниром в точке А, цилиндрическим шарниром (подшипником) в точке 
В  и невесомым стержнем В О '  На плиту в плоскости, параллельной лг, действует 
сила Р  „ а в плоскости, параллельной уг, ~ пара сил с моментом М.

Дано: Р = 3 кН, Р  = 8 кН, М = 4 кН-м, а  = 60°, А С  -  0,8 м, АВ -  1,2 м, ВЕ 
= 0,4 м, ЕЯ^- 0,4 м.

Определить реакции опор А. В и стержня П О ’.



Решение:
1. Рассмотрим равновесие плиты. На плиту действуют заданные силы Р > Р  и 
пара с моментом М , а также реакции связей. Реакцию сферического шарнира 
разложим на три составляющие: Х л> УА, 1 Л, цилиндрического (подшипника) -  
на две составляющие: Х в , (в плоскости, перпендикулярной оси подшипни­
ка); реакцию N  стержня направляем вдоль стержня от В  к О', предполагая, что 
он растянут.

2. Для определения шести неизвестных реакций составляем шесть уравнений 
равновесия действующей на плюу пространственной системы сил. При этом для 
определения моментов силы Р относительно осей раскладываем ее на состав­
ляющие г  и Р " , параллельные осям х и г  (Р ' = Р -соз сх, Р ” = Р’ ■ зш а ) ,  и 
применяем теорему Вариньона. Аналогично поступаем с реакцией N
(А ' = N  • со* 30°; Ы” — N  ■ зт  30й).

2 Х  = 0; Х А + Х В+ Р -со86(Р = 0; (7)

5 Х  = 0; У4 -  АсозЗО0 =0; (8)

Е ^ , = 0 ;  ЪА + 2В - Р  + N  81П 30е -  Р з т  60° = 0; (9)

]Г м х(^)=С); М~Р-0>5АВ+2в АВ-Рш& У-АВ+Ш пЖ -АВ^О;  (10)

]ГМ у (Рк) * 0; Р ■ 0,5 АС -  Азш 30° • АС + Р&т 60° ■ 0,5 АС -  Асоз 60° • ВЕ = 0; (11) 

Е-М* (Р ;)-0 :-Р -со5  60° • АВ -  Асов 30° • А С - Х В ■ АВ = 0. (12)
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Из уравнения (11) находим:

Р • 0,5 АС+Р&Ь60° • 0,5 А С -  Е ст 60° • ВЕ 
. ИС-апЗО0

3 • 0,5 ■ 0,8 + 8 ■ виз 60° ■ 0,5 ■ 0,8 - 8  ■ соз 60° • 0,4 
0,8 ми 30"

Из уравнения (12):

60° ■ АВ + Мож 30° • АС

= 5,928кИ.

АВ
8 ■ сов 60° • 1,2 + 5,928 ■ соз 30° ■ 0,8 -7,422 кН.

%е =

1,2
Из уравнения (10):

Р -0 ,5 А В -М - У Р -я п  60° • АВ  -  N  эш 30° • АВ
АВ

= 2,13 кН._ 3-0,5-1,2 —4 + 8-зш60°-1,2 — 5,928-зт  30°-1,2
I 2 ч ̂

Из уравнения (7):

Х А = ~ХВ — Р ■ соз 60° = - ( —7,422) -8  • соз 60° = 3,422 кН.
Из уравнения (8):

УА = N  ■ соз 30° = 5,928 ■ соя 30° ■= 5,133 кН.
Из уравнения (9):

2 Л = ~2 Я + Р ~ ^  • з т  30° + Р  - з т  60° = -2,13 + 3 -  5,928 ■ з т  30° + 
+ 8-зт  60° = 4,834 кН.

Для проверки составим уравнения моментов относительно осей х,, г1:
' ]ГМ Л| (Рк) = - 2 А АВ -  Ул ■ ВЕ + Агсоз30° -ВЕ + Р- 0,ЗАВ + М = -4,834 4 ,2 -  

5,133 ■ 0,4 + 5,928соз30°-0,4 + 3 • 0,6 + 4 = 0;
X  М у (Вк) = -В5т60°-0,5АС + Х в -ВВ + Х А1-ВЕ + 2  А ■ АС+ 2 В- А С -  
- Р - 0,5 АС = —8 ■ з1п60°- 0,5 ■ 0 ,8-7,422 ■ 0,4 + 3,422- 0,4 + 4,834-0,8 + 
+2,13-0,8-3-0,5-0,8 = 0;

Х Мг1 (^*) = ~УА ■ АС + Х Л ■ АВ = 33 • 0-8 + ' *>2 = 0.

Значит, опорные реакции найдены правильно.
Ответ: Хл = 3,422 кН, Ул = 5,133 кН, 2л -  4,834 кН, Хв = -  7,422 кН, 2В =
= 2,13 кН, N  — 5,928 кН. Знак «минус» указывает, что реакция Х в направлена, 
противоположно показанной на рис. 14.
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3 РАВНОВЕСИЕ ТЕЛ С УЧЕТОМ СИЛ ТРЕНИЯ

3.1 Основные положения
Сила взаимодействия двух тел с шероховатыми поверхностями включает 

две составляющие; нормальную N ,  перпендикулярную поверхности контакта, 
и силу трения Р  , лежащую в плоскости контакта тел (рис. 18).

Сила трения препятствует скольжению одного тела 
по поверхности другого и направляется всегда в сторо­
ну, противоположную возможному относительному 
смещению взаимодействующих точек соприкасаю­
щихся тел. Поэтому для нахождения направления силы 
трения необходимо мысленно представить, куда будет 
двигаться тело при отсутствии силы трения, а затем 
направить вектор силы трения в сторону, противопо­
ложную этому возможному движению. В соответствии 

с законом Кулона максимальное значение силы трения пропорционально нормаль­
ной силе взаимодействия между телами;

где N  -  сила нормального давления, прижимающая тела друг к другу. Безраз­
мерный коэффициент /  называется коэффициентом трения скольжения. Его 
значение определяется физическими свойствами материалов тел и размерами 
неровностей их поверхностей, но не зависит от площади соприкосновения тел.

Значение силы трения равно произведению коэффициента трения на силу 
нормальной реакции только в том случае, если заранее известно, что при бес­
конечно малом изменении приложенных активных сил начнется движение тела. 
В общем же случае значение силы трения определяется неравенством

При условии Р < /Ы силу трения называют: силой сцепления (Рсц < Ртр ).
Если твердое тело под действием активных сил находится на шероховатой по­

верхности в предельном состоянии равновесия (сила трения достигает своего макси­
мального значения), то полная реакция шероховатой поверхности К отклонена от 
нормали к общей касательной плоскости трущихся поверхностей на наибольший

ЕГах т
угол (р, который называют углом трения (рис. 19). При этом *§<р =..^  = ^ ~ - / ,

т. е. тангенс угла трения равен коэффициенту трения скольжения.
Конусом трения называют конус, опи­

санный линией действия полной реакции, по­
строенной на максимальной силе 'грения, во­
круг направления нормальной реакции. Для 
равновесия тела на шероховатой поверхности 
необходимо и достаточно, чтобы линия дей­
ствия равнодействующей активных сил, 
действующих на тело, проходила внутри ко­
нуса трения или по его образующей через его 
вершину.
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Трение качения возникает при перекатывании тела 
(катка) по поверхности другого тела и обусловлена 
их деформацией. Вследствие этого тела соприка­
саются по некоторой площадке, а нормальная со­
ставляющая N  полной реакции опорной поверх­
ности смещается от оси катка в сторону его дви­
жения. Величина смещения б в предельном поло­
жении покоя называется коэффициентом трения 
качения и имеет размерность дпины.

Сила N  и вес катка О  образуют пару сил с плечом 8, момент которой 
М т -  8  ■ N  называется моментом трения качения. Качение катка, без скольже-

3-
ния будет иметь место, если > Р -  — N  .

4 (г
Методика решения задач на равновесие с учетом сил трения такая же, как 

и при отсутствии трения. Однако в этом случае рассматривается предельное 
положение равновесия тела. Это позволяет по вышеприведенным зависимостям 
определить наибольшую силу трения покоя и момент трения и с учетом этого 
составить необходимые уравнения равновесия, соответствующие системе сил 
реакций и активных сил, действующих на тело.

3.2, Пример расчета
Для стержня, находящегося в равновесии, определить максимальное зна­

чение силы Р , при котором сохраняется равновесие. Найти для этого случая 
равнодействующие реакций опорных поверхностей.

Дано: 0  = 100 Н; /  = 0,1; «=15°; Д = 60°; с/ = 20 см; / = 80 см.

Решение:
1. Изображаем стержень с наложенными на него механическими связями: 

активными силами, действующими на тело, являются сила тяжести О и сила 
/■’. стремящаяся привести его в движение. Препятствуют движению тела опоры 
в точках А и В. Их нормальные реакции Nл и Я 8 направлены перпендикулярно 
опорным плоскостям. При отсутствии трения стержень под действием сил О и 
Р  'начнет перемещаться. Силы трения РшрА и Р’щВ препятствуют этому его 
возможному движению (рис. 22).

Рисунок 20
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Рисунок 22
2, Изображаем систему отсчета: ось Ах направляем горизонтально, ось Ау 

-  перпендикулярно ей. На тело действует система произвольно расположенных 
в плоскости сил, поэтому составляем три уравнения равновесия:

-0 ;  ~МБ + ^ с о 8 «  + Л ^зшйг = 0;

При максимальном значении силы Р , соответствующем состоянию пре­
дельного равновесия тела, выполняются равенства: Р  л — /ЫА, РтрВ = .
Подставляя их в систему уравнений (13), после преобразований получим:

После подстановки числовых значений получаем систему трех уравнений
с тремя неизвестными величинами: Я л, Ыв , Р:  

' - И в +  0 ,355^  =0;
- - ^  + 0 ,9 4 ^ + 0 ,1 ^ = 1 0 0 ;

-0 ,52П + 0,469Л̂ В = 34,641.

Решаем систему уравнений: 
лг _ _ 0 ,4 6 9 ^ -3 4 ,6 4 1

(13)

-Ыв + Л(4 ( / созо' + зп т ')  = 0;

- Р  ~С  + МА(с о в а - /& т а )  + /Ыв =0;

- С у 8т / 9 - .Н ( / - а ) з т / ?  + Л у ( / з т / ?  + соз/?) =  0.

* 0,355’
0,469АУВ-34,641 | ()91 - ^ -  + 0,Ш' = 100 :=> N.. = 18,08 Н, 

0,355 в а

0,52

0,52
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N
М А = - ^

18,08 = 50,94 Н,

Р =

0,355 0,355
0,4691У4 -34,64-1 _ 0,469-18,08-34,641

-50,31 Н.
0,52 0,52

Знак «-» показывает, что при данных условиях задачи равновесие воз­
можно лишь при сале Р , направленной вверх (физически это. связано с доста­
точно низким коэффициентом трения/).

Действующие силы трения:
трА ~-рА=0,1-50,94 = 5,09 Н, К >г>11 =. т в = 0,1-18,08 = 1,81 Н.

3. Определяем равнодействующие реакций опорных поверхностей. Поскольку 
силы N  и Р  перпендикулярны, то их равнодействующую можно рассчитать, 
применяя теорему Пифагора. Тогда:

Я л = у / Я ) Ч ^ 7  = л/зО,942 + 5,09*" = 51,19 Н, 

К в = > 1 ш г + ( г №в)2 = л/18,082+1,812 =18,17 Н.
Замечание. При выполнении расчетно-графической работа для решения систем уравнений 
можно применить компьютерные программы. В этом случае пе следуют подробно описывать 
ход решения системы, но к работе необходимо приложить распечатку исходных уравнений и 
результатов расчета. _______________________________ ___ _______________

Решение системы уравнений методом Крамера в М айсаё: 
-N №+^,Ъ55NА 0;
- Р + 0,947/, + 0,Ш л -100;
-0 ,5 2 ^+  0,469А/, =34,641.
Определяем матрицу системы А и матрицу правой части В:

' '  0.355 -1 О

А := 0.94 0Л -1

0.469 -0.52)

В:-

V 0 
Г 0 '

100
у34.641.

Вычислим определитель матрицы системы А:
1>ЧА|
О = -0.341
Определитель отличен от нуля, система имеет единственное решение.

' 0 -] 0 ^ / 0.355 0 0 '0.355 ™1 о Л
01 - 100 0.1 -1 02 := 0.94 100 “1 03 0,94 0.! 100

,34.641 0.469 -0.52 V 0 34.641 -0.52 , V 0 0.469 34.643;
01 -  -17.359 

В
Ыа= 50.941

02  = -6,162 
Ш 
В

МЪ = 18.084

N5 -

03  ^  17.143 
р .= Ш 

О
Р -  -50.307

Ответ: -50,31 Н, ЯА -51,19 Н, Кв -18,17 Н.
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4. ЦЕНТР ТЯЖЕСТИ

4.1, Краткие теоретические сведения
Центром тяжести тела называется точка приложения его силы тяжести. 

Для нахождения положения центра тяжести используют следующие способы:
1. Метод симметрии. У однородного тела, имеющего плоскость, ось или центр 
симметрии, центр тяжести находится соответственно в плоскости, на оси иди в 
центре симметрии. Поэтому для упрощения вычислений при решении задач 
плоскость симметрии всегда нужно выбирать за одну из координатных плоско­
стей, а ось симметрии -  за одну из координатных осей.
2. Метод разбиения на части. Если тело имеет сложную форму, его разбивают 
на части, положения центров тяжести которых известны (формулы для расчета 
площадей и координат центров тяжести некоторых плоских фигур приведены в 
таблице 1), В таком случае положения центров тяжести тела определяют с ис­
пользованием следующих выражений.

Координаты центра тяжести объемного твердого тела постоянной плот­
ности находятся по формулам:

2 Х * .  Ё л л  Х У а
г  _ к-}_______  __ к=1_______  ~ „  4=]ЛС п > Ус „ » сС п 5

2 Х  . у  г
4=1 к-\ 4=1

где хк, у к, г к -  координаты центров тяжести элементарных частей, Ук — объем
к~ й части.

Для стержневых конструкций, образованных стержнями одинаковой 
плотности и постоянного поперечного сечения (однородной линии), координа­
ты центра тяжести определяются по формулам:

4=1 4=1 4-1

где 1к -  длина элемента линии.
Если тело представляет собой однородную плоскую фигуру, лежащую в 

плоскости хОу, то координаты ее центра тяжести:
н »

У , 2 ^  ̂ 4 У  к
у “  Лшй_____ у — 2-щ]--------ЛС п ’ Ус Д з

Ел Ел
- М к=\

л и
где Ак-  площадь к-то элемента, 5Т -  ^ А кхк ,8 У -  ]Г Аку н -  статические момеи-

4=1 4=1

ты площади относительно осей х, у.
3 Метод отрицательных площадей (масс). При нахождении положения центра 
тяжести тела, имеющего вырезы, полости, отверстия и т. п., используется метод 
разбиения на части, причем считается, что полости имеют отрицательный вес, 
т. е. их площади, объемы, массы принимаются отрицательными.
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4.2. Пример расчета
Определить координаты центра тяжести составного сечения, приведенно­

го на рис. 23.
Решение:

Т Для решения задачи используем методы разбиения на части и отрицательных 
масс. Разбиваем фигуру на пять простых элементов: прямоугольник' 1 размерами 
4а х 2а ; полукруг 2 радиуса Щ — 0,5 а ; треугольник 3 (вырез); полукруг 4 радиуса 
Л4 -  а (вырез); треугольник 5. Вводим систему координат ху с началом в точке О.

Рисунок 23
2. Определяем площади Ак и координаты хк;ук центров тяжести С];С,:С2;С1;С5 
составных элементов.

Прямоу гол ьник 1: Полукруг 2:
Л1 — 4а ■ 2а = 8а2; 
х, = 2,5а; 
у{ = 2 а.

4 1 ах2 — а ---------= 0, /9а;
3 яг 2

Треугольник 3:
у2~ а  + 0,5а — 5а. 
Полукруг 4:

А  ——а • 0,5а = -0,25а2; 
2

х, = 1,5а -  --а = 1,11а;
3 3

уг -  а + — • 0,5а ~ 1Д 7а.
3

* 4 2 2
■ —1,51а2

х4 ~3,5а;
4 ау4 -  З а— — = 2,58а. 
3 ж

Треугольник 5:
1 1 2 

4  - ~ а - 2 а  =а2; х5 =  2,5а + - - 2 а  = ЗД7а; у5 а -0,67а. 
. 2 3 3

3. Находим статические моменты сечения относительно осей х,у:
8Х ■ Ах\\ + Л2у2 + Аъу ъ + Л4у4 + А5у5 ~8а2 ■ 2а + 0,39а2 ■ 1,5а + (-0 ,25а?')х  

х1Д7а + (--1,57а2) - 2,58а + а2 •0,67а = 12,91а3;
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5,; — Дх, + Л2х2 + 4 хз + Л4х4 + Л^х- — 8а2 -2,5а + 0,39а2 ■ 0,79а + (-0,25а^ ] х

х 1,17а + (-1 ,57а2) ■ 3,5л + а2 • 3,17а = 17,69а5.
Площадь сечения:

Л = 4  + Д  + 4, + ^ 4 + 4  = 8а2 + 0,39а2 +(™0,25а2) + (~1,57«3) + <Г -  7,57а1.
4. Находим координаты центра тяжести: 

4  17,69а3хс = —  --------- т- -  2,34а;
с А 7,57а2 Ус =

Наносим центр тяжести на чертеж (рис. 24).

12,91а3 
7,57 а2

-1,71а.

Рисунок 24

Таблица I -  Площади и координаты центров тяжест и плоских фигур
Название эле­

мента
Схема Площадь Координаты центра 

тяжести
Круг

А = п Р 2 хс — 0,
Ус ~ 0

Прямоугольник
ь

У.

С X А~аЬ хс =0,

Ус “  0а
Треугольник У .......... .... V....

А — —ак
2

Центр тяжести -  на пе­
ресечении медиан 

1 ,
Ус з*к а *.[ з

Круговой сектор

х(.

Ы-Л.-0

ж~_____

А -  а  К2

2 Л ып а
с 3 СУ : 

при а  ~ ~  (полукруг):

4Й
*с 3 я
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Задача 1. Определение реакций опор твердого тела 
Па схемах показаны три способа закрепления бруса, ось которого - лома­

ная линия. Задаваемая нагрузка и размеры во всех трех случаях одинаковы. Со­
ставить уравнения равновесия для определения реакций опор для всех трех 
случаев закрепления.. Для одной из схем (по указанию преподавателя) провести 
расчет реакций связей с проверкой результатов. Схемы бруса приведены на рис. 
25, числовые данные -  в таблице 2.

5. УСЛОВИЯ ЗАДАЧ К РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКИМ РАБОТАМ

Таблица 2 — Ч исловые данные к задаче 1
№ вари- 

инти
Г, кН щ, кИ/м М,

кН'М
Щ М Ь,м ■ а, 1 Д,

град 1 гряд
1 20 2 11 1,2 1,3 26 15
2 25 6 \14 1,6 2,3 31 31
3 10 9 \12 2,1 1.7 43 44
4 12 .3 9 1,9 1,8 37 1 62
5 6 5 18 2,5 2,1 24 1 71
6 18 4 15 1,4 2,5 21 | 23
7 14 11 12 1Д 1,0 15 54
8 8 6 10 1,5 1,7 19 18
9 11 8 8 2,5 2,0 47 35
10 1 2 7 16 1,7 1.1 . 67 39
11 23 10 18 1,6 1,5 49 27
12 17 6 15 1,8 1,3 51 45
13 11 5 14 2,3 1,3 35

4014 15 9 18 1,7 . 1,8 39
15 18 8 21 1,1 '2,1 55 21
16 12 11 9 2,6 1,9 61 46
17 7 7 13 1,4 1,6 78 38
18 И 4 16 1,7 1,5 54 61
19 9 10 15 1,9 1,8 32 45
20 11 5 19 2,0 2,3 14 47
21 23 6 10 2,3 1,4 21 34
22 5 11 9 1,6 1,8 66 23
23 9 8 14 1,8 1,9 22 54
24 16 9 18 1,5 2,2 19 39
25 13 12 11 1,9 2,4 34 44
26 14 6 16 1,0 2,5 50 35
27 22 3 17 2,3 1,7 46 42
28 17 9 12 2,2 1,5 59 ■ 19
29 14 7 13 1,9 2,1 76 37
30 18 8 10 1,3 1,8 63 51
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Продолжение рис. 25
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Продолжение рис. 25
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Продолжение рис. 25
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Задача 2. Определение реакций опор составной конструкции
Составная рама состоит из двух жестких частей, соединенных между со­

бой с помощью промежуточного шарнира или скользящей заделки. С помощью 
внешних связей (шарнирно-неподвижной, шарнирно-подвижной опор, невесо­
мого стержня или жесткой заделки) рама крепится к неподвижному основанию. 
Рама загружена сосредоточенными силами Р1 и Р2, равномерно распределен­
ной нагрузкой интенсивностью ц, неравномерно распределенной нагрузкой и 
парой сил с моментом М .

Требуется:
1) определить реакции внешних и внутренних связей рамы;
2) проверить правильность решения, оценить погрешность расчета.
Исходные данные для расчета принять согласно схемам (рис. 26) и число­

вым данным (таблица 3). Способы закрепления для каждого из вариантов при­
нимаются по таблице 4, 5. Схемы соединения с помощью скользящей заделки 
приведены в таблице 6.

Номера вариантов -  по таблице 2, номера строк -  в таблице 3, а также 
способ внутреннего соединения (по таблице 6) выдаются по указанию препода­
вателя. Эти данные могут выдаваться общими для всей группы.

Таблица 3 — Числовые данные к задаче 2
№ п/п

/
а СИ,

град
Рг,
кН

«2,
град

М,
кН*м

4,
кВ'/м

4ь
кН/м

42,
кН/м

Р,
град

1 2 0 20 10 90 18 9 10 5 10
2 10 15 75 9 15 0 30 30
3 С) 50 23 10 22 - 30 15 -50
4 21 35 6 25 17 21 8 0 25
5 7 25 15 45 11 20 7 14 35
6 5 70 11 15 20 7 0 18 -40
7 14 25 18 60 5 14 20 10 15
8 26 40 12 80 15 8 30 10 -20
9 18 60 7 30 10 19 5 20 60
10 12 75 8 25 6 14 20 0 55
11 23 15 19 65 14 18 12 , 6 -25
12 15 65 9 20 12 - 7 20 65
13 6 30 22 0 7 15 25 10 -45
14 22 45 11 70 24 12 30 0 15
15 17 0 21 30 16 24 15 20 -60
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Таблица 4 -  Способы закреплений в точках
№

вари­
анта

№
стро­

ки

Закрепление в точ­
ках

№ ва­
ри- 

анта

№
стро­

ки

Закрепление в 
точках

Л В В А В О

1 - 2 3 4 5 б 7 8 9 10

1

1 I II III

16

1 IV - IV
2. VII - II 2

> - I
3 Ш - Ш 3 IV I II
4 I VIII 1 4 - Ш IV
5 III I п 5 II VI
6 И « VIII 6 II III I
7 III III 1 ,7 I Г' IV

2

1 Ш - IV

17

1 VII _ II
2 VIII I 1 2 VII I - '
3 II - VI 3 II III I
4 II I IV 4 I - У
5 III - Ш 5 III III -
6 III II I 6 Ш - III
7 II VIII 1 7 11 VIII -

3

1 VI - I |

18

1 Ш , - III
2 IV - IV | 2 ~ VI 1
3 I И IV | 3 IV - IV
4 IV I 11 4 V II
5 II V 1 5 III I 1
6 IV - II! 6 V П
7 I - VI 7 I II ш

4

1 III - IV

19

1 VIII I . -
2 VII - II 2 К VI

II I IV з. II II IV
4 - V I : 4 III - IV
5 III И . I 5 Ш II I
6 II - VI 6 II VIII -
7 - III IV 7 III ► Ш

5

1 - IV III |

20

1 II - VIII
2 I . III II 2 III II II
3 Ш I II 3 VIII I -
4 VIII I ' 4 I I III
5 III - III | 5 Ш - Ш
6 II VIII - 6 II V -
7 - II VI 7 III - IV
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Продолжение таблицы 4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 VIII II - 1 VII - II
2 I III II 2 III - III
3 I V - 3 II VIII -

6 4 I I IV 21 4 VII I -
5 « V II 5 I III II
6 III IV 6 I - V
7 - II VII 7 III III -
1 III III - 1 III IV -
•1 I - V 2 I IV II
3 VI II - 3 VII II -

7 4' III I I 22 4 - II VI
5 II - V 5 - IV IV
6 I III II 6 - VI II
7 IV - III 7 II И IV
1 II - VIII 1 VI II -
2 г~н V - 2 IV III -
3 ш II II 3 I VII

8 4 VIII I - 23 4 I I III
'5 I I III 5 I Ш I
6 III - III 6 - III III
7 III - IV 7 II II IV
1 II II Ш 1 I III I
2 I - V 2 VIII 11 -

9 3 II III I 3 III III -
4 IV I I 24 4 - I VIII
5 II VIII - 5 - Ш III
6 IV - III 6 II VIII -
7 VI I 7 11 I Ш
1 III - III 1 III II ■•- > I
2 VII * II 2 VIII I ■ -
3 - III Ш 3 II - VI

10 4 I II III 25 4 III . IV
5 VII I 5 Ш - III
6 II II III 6 II I,. , л-IV
7 I - V 7 II VIII.:
1 III I II 1 VI II -

2 VIII I - 2 IV Ш -
з I I III 3 - VIII I

11 4 III - III 26 4 II V -
5 I V - 5 IV II И
6 Ш - IV 6 - III III
'7 II - VIII 7 I II III
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Окончание таблицы.4
1 2 3 ! 4 5 6 7 8 9 10

12

1 III 1 IV -

27

1 I I Ш
2 VII I 2- Ш II I
3 - II VI 3 VII II -
4 - IV IV 4. II - V
5 - VI II 5 Ш ' - III
6 I II IV 6 I VIII -
7 II IV I 7 II III I

13

1 га III -

28

I П - VIII
2 » III III 2 III XI II
3 VII I - 3 VIII I -
4 II V - 4 I I III
5 - II VIII 5 Ш - III
6 I III II 6 11 V -
7 III I I 7 га - IV

14

1 V II -

29

1 III III -
2 - VIII II 2 VIII I -
3 и ь....,Ш I 3 - II VI
4 I VIII - 4 - III IV
5 III III - 5 I III II
6 - III III 6 И VII
7 - II VII 7 II II Г IV

15

1 II VIII -

30

1 VII II
2 III Ш - | ■ 2 - Ш III
3 III I Й 1 3 I III II
4 3 - VI 4 - I VII
5 III - IV 1 5 II III II
6 I Ш И 6 Ш Ш
7 II I IV 1 7 I V -

Таблица 5 -  Схемы закреплений в опорных точках
I И III IV V VI VII | VIII

V А т г — ■— | _

____ ____
Примечание. Отрицательный угол (3 показывает, что угол наклона опорной по­
верхности откладывается в другую сторону:
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Продолжение рис, 26





Задача 3, Определение реакций опор твердого тела 
Определить реакции опор пространственной конструкции в точках А и В. 

Выполнить проверку, составив не менее двух проверочных уравнений момен­
тов. Оценить погрешность расчета.

Схемы конструкций показаны на рис. 27, числовые данные приведены в 
таблице 7. Значения углов а, р, у выбираются по таблице 8. Прочерк в таблице 8 
свидетельствует о том, что соответствующий угол необходимо рассчитать са­
мостоятельно.

Таблица 7 -■ Числовые данные к  задаче 3
№ вари- Силы, кН Момент Размеры, СМ

анта Р в М, кН*м а ь С Я Г

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 25 20 25 35 30 20
2 55 20 — 20 ■30 — -
3 50 100 - 20 30 10 15 5
4 20 - - 10 20 15 - 20
5 20 35 - 20 40 30 25 -
6 80 20 - 40 30 50 - -
7 20 — 35 30 40 20 40 30
8 60 95 45 30 20 5 20 10
9 30 — 85 35 25 40 20 35
10 85 - 100 40 20 15 30 20
И 85 25 ~ 70 30 20 - -
12 30 - 90 20 35 ■ 45 - 20
13 35 - — 30 20 40 30 10
14 80 10 - 60 40 30 - -

15 70 80 45 25 20 15 : - 20
16 50 — 25 20 30 ' 50 20
17 75 - - 100 30 50 30 10
18 20 - 35 10 40 25 20 15
19 85 30 - 30 40 40 - -
20 80 - — 30 20 30 20 15
21 - 45 - 50 40 ■ 30 - -
22 55 30 ■ - 30 40 50 ! 30 15
23 25 : - ■' - 20 45 ■ 25 ,■ - 30
24 80 35 - 50 40 ; 40- - -
25 75 50 - 40 30 30 20 30
26 70 45 - 30 15 5 " 25 15
27 35 — 60 20 35 25 30 20
28 20 55 50 30 30 - ‘ -
29 45 — - 20 30 40 60 40
30 90 65 -  ■ 20 25 10 15 10
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Таблица 8 -  Ч исловы е данные к  задаче 3
№ вари­

анта
а,град Р, град 7‘ град № вари­

анта
о, град Р, град У, град

1 30 60 - 5 60 45 -

2 - 60 - 45 " 6 75 - 30
3 45 - 60 1 7 - 60 90
4 50 90 - 8 45 70 -

Рисунок 27
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Продолжение рис. 27
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Продолжение рис. 27
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Задача 4. Равновесие тел с учетом трения
Тела, изображенные на рисунке, находятся в равновесии. Используя при­

веденные исходные данные, рассчитать максимальное значение силы Г,  при ко­
тором сохраняется равновесие. Найти для этого случая равнодействующие ре­
акций опорных поверхностей.

В условии приняты следующие обозначения: О -  сила тяжести; М -  мо­
мент приложенной к телу пары сил; /  -  коэффициент трения между исследуе­
мым телом и всеми опорными поверхностями.

Схемы приведены на рис. 28, числовые данные -  в таблице 9.

Таблица 9 -  Числовые данные к задаче 4
№ вари­

анта
С,
и

/ а,
град

Р> 1 а,
град I см

ь,
СМ

п,
см

Г2,
СМ

г,
см см

1 350 0,4 15 - 60 30 • - - - 80
2 300 0,2 40 30 - -  ■ 20 40 - -

3 400 0,15 35 55 20 - - - - 60
4 300 0,1 55 40 - - 25 45 -

5 300 0,35 40 - 25 - * - 100
6 400 0,1 30 20 - - - 25
7 400 0,05 60 40 - - 15 30 -

8 350 0,3 25 - 20 - - 100
9 400 0,2 - - 15 - - - 45 -

10 200 0,3 20 - 15 - - - - 60
11 350 0,35 20 45 60 - - - - -

12 200 0,1 15 - - - - - 20 -

13 200 0,3 75 60 20 - - - - 100
14 50 0,35 - - - - - - - 80
15 350 0,4 20 - 60 30 - - - 90
16 300 0,2 15 60 35 - - _ • - -  :

17 200 0,15 50 - - - - - - 100
18 250 0,05 20 - 15 - - - 30 -

19 200 0,4 50 - - - 20 40 *  .

20 300 0,25 25 - - , - 30 55
21 400 0,1 15 30 30 - - - - -

22 200 0,1 25 45 - - 20 40. - -

23 250 0,25 15 45 40 - - - - 60
24 350 0,15 20 - 60 40 - - - 80
25 200 0,2 - 55 - - - ~  ; 30 -

26 300 0,25 25 - 25 - - 55
27 200 0,2 15 45 45 - -  ' - - 60
28 100 0,15 15 45 - - - - - 30
29 ; 400 0,2 - - 15 - - 40 -

30 250 0,2 45 | 15 60 - - - - 80
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Продолжение рис. 28 
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Продолжение рис. 28

Задача 5. Определение координат центра тяжести плоского сечения
На рисунке 29 изображены плоские сечения. Вычертить сечение в мас­

штабе (на миллиметровой бумаге). Определить координаты его центра тяжести. 
Показать на чертеже центр тяжести сечения.

Числовые данные приведены в таблице 10.
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Примечание. По указанию преподавателя сечения могут иметь дополни- 
тельные отверстия. Формы отверстий выбираются по таблице 13. Привязка к 
сечению проводится по точке А, указанной на рисунках. Размеры Ъ, (1, к  вы­
даются преподавателем при выдаче задания.

Таблица 10 -  Числовые данные к задаче 5
№ вари­

анта
а, см Ь, см с, см № вари­

анта
а, см Ъ, см с, см

1 18 35 12 16 10 22 8
2 8 32 20 17 14 18 10
3 12 35 15 18 5 17 12
4 11 28 17 19 6 25 8
5 10 32 12 20 10 22 14
6 6 30 12 21 16 34 10
7 17 42 14 22 14 22 15
8 12 36 8 23 10 26 14
9 5 18 10 24 18 10 32
10 10 15 28 25 8 15 12
11 22. 10 12 26 12 34 15
12 12 47 15 27 10 26 15
13 10 32 6 28 8 20 10
14 6 15 20 29 20 16 10
15 5 32 15 30 12 18 20
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Продолжение рис. 29
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Продолжение рис. 29
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Продолжение рис. 29

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ
1. Что называется связью, наложенной на твердое тело?
2. Что называется силой реакции связи?
3. Перечислите основные виды связей и укажите их реакции.
4. Сформулируйте принцип освобождаемое™ от связей.
5.Что называется равнодействующей системы сил?
6. Как сложить силы:
а) геометрически,
б) аналитически?
7. Как разложить силу по двум заданным направлениям?
8. Что называется моментом силы относительно центра на плоскости?
9. Чему равен момент пары сил?
10. Чему равен главный вектор и главный момент произвольной плоской си­

стемы сил?
11. Сформулируйте три формы уравнений равновесия произвольной плоской 

системы сил.
12. Какие задачи статики называют статически определимыми и какие стати­

чески неопределимыми?
13. В чем сущность решения задач на равновесие сочлененной системы тел?
14. Как определить момент силы относительно оси?
15. В каких случаях момент силы относительно оси равен нулю?
16. Как представить вектор момента пары сил, расположенной в пространстве?
17. Как складываются пары сил в пространстве?
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18. Как вычислить главный вектор и главный момент пространственной про­
извольной системы сил?

19. Каковы условия и уравнения равновесия произвольной пространственной 
системы сил?

20. Какие составляющие имеет реакция шероховатой поверхности при сцеп­
лении двух тел?

21. Чему равна и как направлена сила трения скольжения?
22. Что такое угол и конус трения?
23. Чему равен коэффициент трения скольжения и какова его размерность?
24. Будет ли находиться в равновесии тело на шероховатой поверхности, если 

равнодействующая активных сил находится внутри конуса трения?
23. Что представляет собой коэффициент трения качения и какова его размер­

ность? От чего зависит коэффициент трения качения?
26. Что такое момент сопротивления качению?
27. Почему система параллельных сил всегда приводится к равнодействую­

щей, если главный вектор и главный момент не равны нулю?
28. Что называют статическим моментом системы параллельных сил относи­

тельно центра?
29. По каким скалярным формулам можно определить центр тяжести тела?
30. Каковы основные способы определений положения центра тяжести тел?
31. В чем заключается метод симметрии? Метод разбиения на части? Метод 

отрицательных площадей?
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