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ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ (ФНП).
ЛИНИИ И ПОВЕРХНОСТИ УРОВНЯ.
ПРЕДЕЛ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФНП.

Переменная величина и  называется функцией от п  переменных х ,  у ,  2, . . . ,  I ,  
если каждому набору этих переменных соответствует единственное значение 
переменной и : и  =  / ( х ,  у ,  2, I ) .

В дальнейшем, в основном, будем рассматривать функции двух переменных 
2 = /'(х ;у ) или 2 = 2(х ;у ) ,  а также функции трех переменных и = Т (х \у ,2) или 
и = Щ х \у \г ) .

Предположим, что X  -  некоторое множество точек плоскости, У  - подмножество 
множества всех действительных чисел. Поскольку в фиксированной декартовой 
прямоугольной системе координат хО у каждой точке М  соответствует упорядоченная 
пара действительных чисел (х, у )  -  ее координаты, то функция, заданная на указанном 
множестве X ,  является функцией двух аргументов, т.е. 2 - ( { х \ у ) ,  где х  и у  
координаты точки М (х ,у ) .

Переменные х  и у  при этом называются аргументами функции г  или 
независимыми переменными. Значение функции г  = х ;у ) , которые она принимает 
при х  = а , у  = Ь , обозначается через У(а;Ь).

Область определения функции двух п е р е м е н н ы х /^ (х ;у ) , представляет собой 
некоторое множество точек плоскости, а для функции трех переменных и = 1(х ;у ;г )  - 
некоторую совокупность точек пространства.

Линией уровня функции г  = У (х ;у ) называется множество всех точек плоскости 
х О у , в которых функцйя I  принимает постоянное значение, т.е. ( { х \у )  -  с , где с  -  
постоянная.

Поверхностью уровня функции трех переменных и -  ( { х \у \г )  называется 
множество всех точек пространства О х у г , в которых функция и  принимает постоянное 
значение, т.е. 1(х \у ; г) = с , где с  =  сопз1

Пусть функция 2 = ({х , у )  определена в некоторой области С  плоскости хОу и точка 
М0(х0,у 0) принадлежит С .

Число А  называется пределом функции ( (х ,у ) при стремлении точки М (х ,у )  к 
точке М 0(х0,Уо), если для каждого ^ > 0  существует 8 > 0  такое, что для всех 
точек, для которых выполняется условие ММ0<8 ?имеет место неравенство

\Г ( х .у ) -А \< е .
В этом случае Игл Т (х ,у ) = А . 

х—>х0 
У-+У0

Функция 2 =  ^ (х ,у )  называется непрерывной в точке М 0(х о,у 0) , если имеет 
место неравенство

з



( 1)\\т Г (х ,у ) = Г(х0,у 0 ),
Х - > Х 0

У-хУо
причем точка М (х ,у )  стремится к точке М 0(х0у 0) произвольным образом,

оставаясь в области определения функции.
Функция, непрерывная в каждой точке некоторой области, называется непрерывной 

в области. Если в некоторой точке Л/(х0,у 0 ) не выполняется (1), то точка Л/(х0,у 0)
называется точкой разрыва функции 2 =  / ( х ;  у ) .

Условие (1) может не выполняться в следующих случаях:
1) Функция 2 =  У ( х \ у )  определена во всех точках окрестности точки А/(х0,уо) 

за исключением самой точки Ы;
2) функция 2 — / ( х \ у )  определена во всех точках окрестности точки Л/(х0,у 0)

, но не существует предел функции П т ( { х ,у )  в этой точке.
х -> х0
У > У о

3) функция определена во всех точках окрестности точки Л/(х0,у 0) и существует
предел функции Н т  / '(х .у )  в точке Л/0 , но этот предел не равен значению 

х-> х0 
У->Уо

функции в этой точке:
Н т Г ( х ,у ) * Г ( х 0,у 0). |

х -> х0 
У->Уо

Аналогично определяется предел и непрерывной функции п  переменных.

Пример 1  Вычислить частное значение функции /’(х ;у )  =  д/х2- у 2 при 
х  = 5 ,у  = - 3 .

Решение.

/г(5 ;-3 )  = а/5 2 - ( - 3 )2 = 4 .
Ответ: 4.

Пример 2. Выразить объём конуса V  как функцию его образующей х  и радиуса 
основания у .

Решение.

Из геометрии известно, что объём конуса равен V  =  — я-у2/?, где Л -  высота конуса.
3

Но Л = л/х2- у 2 . Следовательно, V =  — я у 2л/х2 -  у 2 .
3

Это и есть искомая функциональная зависимость.

Ответ: V = ^ я у 2л/х2 -  у 2
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Пример 3. Выразить площадь 5  равнобочной трапеции как функцию трех величин: 
длин оснований х  и у , и боковой стороны г .

Решение.
1Имеем 5  = 5 трап_ =  - ( х  +  у)Ь  (см. рис.).

> } С

X  ^

Ответ: 5 =  ~ ( х + у )л12

Из Д Р С В  имеем
1

/ г  =  22 -  В Р / где

В Р  =  А Е  =  - ( х - у ) .  Искомая функция имеет вид

В  $  =  1 (х + -у)^22-± (х- у)2 

переменных х \у \г .

4 (х - ' )2

Это функция трех

Пример 4. Найти области определения функций: 

а) 2 =  3

б) 2 =

2 2 X + у

Решение.
а) Функция 2 определена при любой системе значений х , у , кроме х  = 0, у  =  0 , при 

: которой ее знаменатель обращается в нуль.
Поэтому областью определения функции г является вся числовая плоскость, кроме 

: точки (0;0).
б) Область определения функции г есть круг с центром в начале координат и 

; радиусом г  =  1, включая и его границу -  окружность х 2 + у 2 = 1. Графическим
изображением функции является полусфера, расположенная над плоскостью хОу.

Пример 5. Найти линии уровня функции 2 =
Г у ' У

Решение. 1
Линия уровня 2=с определяется уравнением х  = С л /у ; это полупарабола, 

расположенная в первой четверти при с  > 0 , во второй четверти плоскости хОу при 
с < 0 , и полуось Оу (х  =  О,у > 0), если с = 0.

Пример 6. Найти предел:

Н т -х-*0 : у-*0 н

X2 +  у 2

хл ^ 2 +  у г + 1 - 1 '
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Решение.
При х -  о, у  = о имеем неопределенность вида - ,  Преобразуем выражение под 

знаком предела:

Пт
2  2 X + у ■ = Нт-

( х 2 + У 2) ^ ( х 2 +  у 2 + 1)2 + ^ /х 2 + у 2 + 1 +  1

X —►О з /  у 2  | | / 2  , ^  А X—>0у-»о V х  +  У  + 1 - 1  у->о л/х2 +  у 2 +1 -1

х->0у-+0
Пт| ?/(х2 + у2 + 1)2 + ^ /х 2+ у 2+ 1 + 1 | =  3

Пример 7. Найти точки разрыва функций:
х 2 +  2 х у  +  5 

а) 2 - ' б) и
1

х 2 + у г-2у 2- 2х  +  1 ’
Решение.
а) Условие непрерывности данной функции нарушено в тех точках множества К  , 

координаты которых удовлетворяют уравнению у 2 -  2х +1 = 0 . Последнее уравнение

есть уравнение параболы с вершиной в точке Следовательно, точки разрыва

образуют параболу-линию разрыва данной функции.
б) Функция разрвна в каждой точке параболоида вращения г  = х2 + у 2. Он является 

поверхностью разрыва данной функции.

Задания.
1. Вычислить частные значения функции:

а) Ц  = 1п - *  + 2 в точке Л (6; 2;—1);
. 2у  — 2

т ^ у ) - ^ ^ - д г - г у д х - ) .
2 х у  у

2. Найти и изобразить области существования следующих функций:
а )  2 = 1п (х  + у );

б) ? 2 2 ’X +  у
в) 2 = , / у в т х

3. Найти области определения функции 1 /(х ;у ; г)
X Vа) V ( х ; у ;  г )  =  а г с с о з - + а г с з т — + а г с ( е г ;
2 2

а2 Ь2 с 2
б) (У(х;у;2) = . 1-
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4. Найти линии уровня данных функций: 
а) 2 = х  + у;

; б) 2 = х 2 -  у 2;
; в) 2 = ф ху.
5. Найти поверхности уровня функций трех независимых переменных: 

; а) I /  = х  + у  + г;
{ б) и  = х 2 + у 2 - г 2.
: 6. Найти пределы:

У х 2 + ( у - 5 ) 2- 1 .
‘ а> ~ о  х 2 +  ( у - 5 )2 ’
: 7. Найти точки разрыва функций: 

х 2 +  2у

.. х 2уб) 1пп 7 (0)' Х-»0 У2 + у 2 '  'у~* О '

а) 2 =
х 2+ у 2- 4 '

( 1
! б)?>х;у) = 31П— ■ху

Домашние задания.
2х - у  .. ..1.2 = -------—; вычислить 2(1;2) г(3;1);
х -  2у

: 2. Найти 7 (- ;3 ) ; 7(1;-1), если 7 (х ;у ) =  х у  + —.
2 !; у

$ х 4+2 х 2у 2 + у А:■ 3. Найти значение функции г  = ■

( х 2 +  у 2 =  4  - линия разрыва) 

(х  = 0, у  = 0 - линии разрыва)

1 -  х 2 -  у 2
4. Найти и изобразить области определения следующих функций 

; а) 2 = Ф  + У -Х  + У ;

\ В) 2 = 1п(Х2 + У) . у
5. Найти области определения функций трех переменных:

; а)(7 = 1п (ху2) ;  /
; б) I /  = -̂ 1 -  х  -  у  -  2 ; 

в) 1/ =  л/х + У у + л/ 2 .
6. Найти линии уровня данных функций:

; а) 2 = 1п (х2 + у ) ;

1 б)2  = — 1
I/*-

. 2х
в) ^  -  2 2 X + у

4 х 2 + 9 у,2 '
■7. Найти поверхности уровня функций трех независимых переменных:



а) (У = х2 + у2 + г2;
б) С/ = х2 - у 2 + 22.

8. Найти предел +  *2 +  У 2) * +у ■
у->О

9. Найти точки разрыва функции:
1

а) и  -  2 2 2 ''  2 - х  - у

6)0 =
1

хуг'

(в)

ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ. ПОЛНЫЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИЙ НЕСКОЛЬКИХ 
ПЕРЕМЕННЫХ И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ.

Рассмотрим функцию двух переменных 2 =  / ( х ;  у ) , определенную и непрерывную 
в некоторой области. |

Частными приращениями функции 2 =  / ( х ;  у ) , по независимым переменным 
х и  у  называются разности А х2 - / ( х  +  А х ; у ) - / ( х ; у ) ,  
А у г~- / ( х ; у + А у ) - / ( х ; у )  соответственно.

Полным приращением функции 2 — / ( х ;  у ) , соответствующим приращениям 
аргументов Дх и Ду, называется разность А х  =  / ( х + А х ; у + А у ) —/ ( х ; у ) .  
Заметим, что в общем случае А г  Ф А _2 +  Д ^ 2 .

Частной производной функции 2 — / ( х ; у )  по переменной х  (или у )  
называется предел отношения соответствующего частного приращения А ^ г  (или

А у г )  к приращению данной.переменной, при условии, что приращение переменной 

стремится к нулю:
/ А гг  

2Х — И ш  •
Лх~»о А х

А у2
= Нш

Ду-»0 Д у
п с д2 дТ д ( . . д д  , д .Приняты также обозначения: 2 Х,— ,— ,— (х ;у ) ,  — 1 ,— г,— г(х ;у )

н Х’ дх дх дх дх дх дх
(аналогично по другой переменной).

Для функции г  — / ( х ; у )  частные производные в точке М 0(х0;у 0 ) по х  и у  
соответственно определяются формулами:
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г  ( М Л  =  1 т ,
* 0 Дх->0 Дс

2' ( М  П т  А х о-’ У о + А У ) - Я х о-’ У о )
у К дг ->о Д у

Частная производная функции г  — / ( х \ у )  по переменой х  выражает скорость 
изменения функции в данном направлении (у  = у 0) или скорость изменения функции 
Г(х ,у0) одной переменной.

Частные производные функции 2 =  / ( х ;  у )  имеют следующую геометрическую 
интерпретацию:

\Г х { Ч ’ У о ) = Ш а

\ / у ( х о ' ,У о )=<8 Р '
где а -угол между осью Ох и касательной прямой в точке А/(х0;у 0;/ '(х0;у о ))  к линии
пересечения поверхности г  =  / ( х ; у )  с плоскостью у  =  у 0; /? - угол между Оу и 
касательной в той же точке к линии пересечения данной поверхности с плоскостью 
х = х0 .

Очевидно,

№ о ^ о )  =
д Д ъ У о )

д х ’ / 'у & О ’ У о ^
3 / ( х 0; у )

д у
У = У  О

*
т.е. частная производная в данной точке равна производной функции одной переменной, 
вычисленной при соответствующем значении аргумента, поэтому при нахождении 
частных производных пользуются обычными правилами дифференцирования.

Полным дифференциалом функции 2 =  / ( х ;  у )  называется главная часть 
полного приращения Дг, линейная относительно Дх и Ду.

Дифференциалы независимых переменных совпадают с их приращениями, т.е, 
с 1 х -А х ', с1у =  А у .  Полный дифференциал дг функции 2 =  / ( х ; у )  вычисляется

по формуле дг  = — дх + — д у . /
’  дх ду У /

Функция, имеющая полный дифференциал, называется дифференцируемой. 
Применение дифференциала функции к приближенным вычислениям значения 
функции основано на приближенном равенстве А г & д г -, т.е.

Д х  +  А х ;у +  А у ) ~ / ( х ; у  0) + ~ ( М ) •  А х + ~ -(М ) •  Д у ,
д х  д у

где М 0(х0;Уо) -  данная фиксированная точка.



Полный дифференциал функции трех переменных П-Цх;у;г) вычисляется по
, . д и  . з и  . ВЦ .формуле аи  =  — с/х + — с/у +  — с /г .

дх ду У дг
Пример 1. Найти значения частных производных функций 

г -  / ( х ;  у )  = 2х 3 + 3х 2у  + б х у  -  у 3 в точке М 0 (—1; 2).
Решение.
Считая у  постоянной и дифференцируя г по формуле, как функцию х ,  находим 

частную производную по х ,  вычисляем ее значение в точке М 0 :
г'х = 6х2 + бху + 6у -  0 -6 (х 2 + ху + у);
х̂ (- 1;2) = 6((-1)2 + ( -1)2 + 2) = 6 .

Считая х  постоянной и дифференцируя г, как функцию у ,  находим частную 
производную по у  и ее значение в точке М0:
г'у = О + Зх2 + 6х -  Зу2 = 3(х2 + 2ху -  у2);
(у (-%2) = 3((-1)2 + 2( -1) -  22 = - 15.
Ответ:/;(_1;2)=6,/;(-1;2) = - 15.

X V 2Пример 2. Найти частные производные функции (7 =  — +  — +  . ,
У г X

Решение.
Считая (У функцией толькох, затем только у  и только г , получаем:

5 и _ ^  +  _2_. Э и _ _х_ 1 . ди _  у  1
дх у  х 2 ’ ду у 2 +  2 ’ дг ?2 х

Пример 3. Проверить, удовлетворяет ли функция
у

2 -  Х|П — уравнению

дг дг х — + у —  = 2 . 
дх ду
Решение.
Тождественно преобразуем данную функцию и найдём ее частные производные по х  

и поу:

2 = х (1п >’-1 п х -1 )= 1 п ^ - 1 ;  — = — .
х  д у  у

_ д г  д г
Подставляя г, — , —  в данное уравнение, получим тождество: 

д х  д у

х(1п—- 1 ) + -у —=  х1п~ ; 0=0.
*  У  *

Это означает, что данная функция удовлетворяет данному уравнению (является его 
решением).
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Пример 4. Найти полное приращение Д 2  и полный дифференциал с/г функции 
2 = Зх2 + х у - у 2 + 1 в точке Р0(1;2) если:

а) Ах = 0,1; Ду = 0,2
б) Л х -0 ,0 1 ; Л у - 0 ,0 2
Вычислить абсолютную погрешность, которая получается при замене полного 

приращения функции ее полным дифференциалом.
Решение.
Найдем полное приращение и полный дифференциал данной функции в некоторой 

точке Р (х ,у )  при произвольных А х  и А у :
Д 2 =  / ( х + Д х ; у + Д у ) - / ( х ; у )  =

= 3 ( х + А х )2 +  ( х + А х ) ( у + А у )  -  ( у  -  А у )2 + 1  -  (З х 2 +  х у - у  2 + 1 ) =  
=3х2 +6хДх+ЗДх2 + ху+ уД х+ хД у+ Д хД у-у2 -2уАу-Ау2 + 1 -З х2 - х у + у 2 -1 .

После преобразования получим:
А г = (6 х + у )  А х + (х  -  2 у )  А у + 3  А х2 +  АхАу -  А у2 .

Согласно определению, полный дифференциал функции 
= ( б х + у )  А х + ( х  -  2 у )  А у .

Абсолютная погрешность, которая получается при замене полного, приращения 
функции ее полным дифференциалом равна

|А2- с / 2|= |з А х 2+ А х А у - А у 2 .

Найдем теперь полное; приращение А г , полный дифференциал с1г  и абсолютную 
погрешность |А г —й?г| п|ри заданных числовых значениях:

а) при х  = 1, у  = 2, Лх=0,1, Ду=0,2 имеем: Дг=0,21, йг =  0 ,20 , |А г -й Ь | =  0,01;
б) при х  = 1, у  = 2 , Дх=0,01, Ду=0,02 находим: Дг=0,0201, бг  = 0 ,02 , 

]А г - й Ь |  =  0 .0 0 0 1 .
Легко заметить, что с уменьшением приращений Дх и Ау абсолютная погрешность 

также уменьшается.
Замечание. Вычисление полного приращения функции нескольких переменных 

представляет собой задачу значительно более сложную^ чем вычисление ее 
дифференциала, а поэтому на практике при малых приращениях независимых 
переменных значения приращения функции с достаточной точностью заменяют 
значением ее дифференциала.

Пример 5. Найти полный дифференциал функций:
а) 2 = 1п (х  + - /х 2 +  у 2 )

б) С/ = х у2г
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Решение.

а) Найдем сначала частные производные ~  и

формулой полного дифференциала:
дг 1 __  х

х  +  л]х2 + у 2 ^ х 2 +  у 2 
дг 1 у

— , а затем воспользуемся

1

л/х2 +  у 2

х  +  л/х2 + у 2 д/х2 + у 2
Т- 1  ̂ у

Тогда с\ г = л г = = = д х  + ------ _  .... </у.
/  а/ х 2 + у 2 х  + ^ х 2 +  у 2 л/х2 + у 2

б) В данном случае полный дифференциал функции найдем по формуле
ш  . аи- э й  . .— с/х+ -----С!у + ----- б2 .
дх ду дг

д ^  2 1 3 ( /  у22 I о —  - у  гху ; —  = х у 1пх2уг, 
Зх ду \

3(7 и2/ . 2 —  = х у 1пху , 
32

то

• 2 2 2 
у 2гх у 2“1с/х  +  2 у /х у 2 1пхс/у +  у 2х у г 1пхс/2; .1'

Пример 6. Как изменится объём прямоугольного параллелепипеда с измерениями 
а =  8 м, Ь =  6 м ,с =  3 м, когда его длина и ширина увеличатся соответственно на 10 
см, 5 см, а высота уменьшится на 15 см?

Решение.
Объем : прямоугольного параллелепипеда выражается формулой V  = х у г , где 

х ,у ,2 - его измерения. Приращение объёма можно приближенно подсчитать по
формуле Ь У  ~  й У , где с/\/ =  угдх  + хгс/у +  х у д г .

Т.к. по условию х  =  8, у  = 6 , 2 = 3 , с/х = ОД с/у =  0,05; с/г = —0,15, то 
сА/ = 6 * 3 * 0 ,1  + 8-3 0 ,0 5 +  8 -6 - ( -0 ,1 5 )  = 1,8+ 1 ,2 -7 ,2  = -4 ,2  

Итак, объём уменьшился на 4 ,2  м3.

Пример 7. Вычислить приближенно 1,023,01 
Решение.
Рассмотрим функцию 2 =  х у . Искомое число можно считать приращенным 

значением этой функции при х  =  1, у  = 3 , Дх=0,02, Ду=0,01. Первоначальное
значение функции г  =  13 =  1.

Получаем:
Д г  «  д г  =  у х у' 1Д х  +  х у 1п х Д у  =  3 -1 - 0 ,0 2  +  1п1 - 0 ,0 1  =  0 ,0 6  

Находим 1,023'01 *  1 + 0 ,06 =  1,06.

12



Задания.
1. Найти частные производные функций:

а) 2 = (5 х 3у 2 + 1)3 ( 2' = 4 5 х 2у 2(5 х 3у 2+ 1)2 2' = З О х 3у 2(5 х ‘'у3 , .2 -1)2);

б) г = , ]а х 2 - Ь у 2

в) 2 = х 3 + у 2 + 2ху

' й г _ а х .  дг _  Ь у '  
кдх г ' д у  г ) '

( 2 > 3 х 2 - 2 у ;  г'у = 2 у - 2 х )

2. Показать,что— + — + —  = 0 , если и =  ( х - у ) ( у - г ) ( 2 - х ) .  
дх ду  дг

.  „  ди ди ди . х - у
дх д у  дг у - г

4. Найти полные дифференциалы указанных функций:
а) 2 = 2 х 3у  -  4 х 5;
б) г  =  х 2у з т х - 3 у ;
в) 2 =  а гсз1п((х  +  у ) / х ) ;

5. Вычислить приближенно:
а) л/4,052 + 2 ,932 (4 ,998 ).
б) 1,083’96 (1,32).
6) Как изменится диагональ прямоугольника со сторонами а =  10 см, Ь =  24 см, если 
сторону а удлинить на 4  мм, а сторону Ь укоротить на 1 мм? Найти приближенную 
величину изменений ^сравнить с точной.

(с// = 0 ,062 см, Д/=0,065см)

Домашние задания.
1) Найти частные производные и частные дифференциалы функций:

,2 „-х%. /71 _  1 „ - х  „I 1
,2 ха) г  = 1п (у 2 - е  * ) ;  ( 2̂ = - 6  ’ 2У = 7 2  „ - х 2  У )

б) 2 -  5 1 П - \ /х -у 3 ; ( 2  ̂ = С 0 3 1 /х -у 3 — . 1 '■■■■>! 2у = С 0 3 л /х -у 3 — . 1 (~3у2))
2 ^ 7  у ' 2 л /х -у -

в) 2 = с о з (х3 - 2ху);
( г *  = -3 1 П (х3 - 2 х у ) ( З х 2 - 2 у ) ;  2 !, = - з т ( х 3 - 2 х у ) ( - 2 х ) )

- 7 2 >.'2г)г = е ^ х +у ;

( . - - в - ' К 3
2 д/х2 + У2

2 х , 2:
2 2 "Чу* 1

2 7 2 + у :
•2 у )

2) Вычислить значение частных производных ГХ( Щ )  ,1у(М0) Аля данной
функции / '(х ,у ,2)вточке М 0(х0;у 0;20) с точностью до двух знаков после запятой
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а) /(х ,у ,  2) = 1п (х 3 + 2у 3 -  г 3) ,М 0(2; 1;0);
(/■;(2;1;0) = 1,2; /^ (2;1;0) = 0.6; ^ ( 2;1;0) = 0)

.6) / ( х , у ,2) = л/г 51п(-^); /И0(2 ;0 ;4 );

(^х(2;0;4) = 0; ^ (2 ;0 ;4 ) =  1; /•'(2;0;4) = 0 )

в) Г (х ,у ,2) =  ^ + ^ - ^ \  М0(1;1;2);

(^(1;1;2) =  1,5; Ш 1 ; 2 )  = -1 , ^(1;1;2) = 1,25)

г) Г {х ,у ,2) = 5'П(* .У)^ М 0(

= 0,5; ^ ( | ; | ; 7 з ) = -0 ,5 ; ^ ( | ; | ; л / 3 )  = -0 ,1 7 )
у

3) Вычислить значение полного дифференциала функции г  =  агсс1д— при

х  =  1 ,у  =  3 , с/х = 0 ,0 1 ,с/у = -0 ,0 5 .  (с/г = -0 ,0 0 8 )
4) Вычислить значение полного дифференциала функции 2 =  еху при х  =  1, у  = 2 ,
с/х = -0 ,1 , с/у = 0,1. (с/2 =  -0 ,1е2 «  -0 ,7 9 3 ) /
5) Вычислить приближенно 1,023,01. (»  \  0 6 ) {
6) Найти приближенное значение 1,942е 0,12, исходя из значения функции
/ ( х ;у )  = х 2е у в точке М 0(2;0) и заменяя её полное приращение полным 
дифференциалом. (4 ,2 4 )
7) Вычислит^ приближенно 1 ,002-2 ,0 03 2 -З ,0043; (108,972)
8) Вычислить приближенно 81п28°-соз61°. (0 ,22 7 )
Указание: от градусов перейти к радианам.
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ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ СЛОЖНОЙ ФУНКЦИИ НП. 
ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ НЕЯВНОЙ ФУНКЦИИ НП. 

КАСАТЕЛЬНАЯ ПЛОСКОСТЬ И НОРМАЛЬ К ПОВЕРХНОСТИ.

Случай одной независимой переменной.
Если 2 =  / ( х ;  у )  есть дифференцируемая функция аргументов х  и у  .которые в 

свою очередь являются дифференцируемыми функциями независимой переменной / :  
х = <р(1) , у  = !//((), то производная сложной функции г  =  может быть
вычислена по формуле:

3 2 _ Э 2  с/х дг д у  
81 дх с П + ду 6 1 '

г  . бг дг дг буЕсли / совпадает с одним из аргументов, например, /  =  х , то — - =  —  + -------- — и
с/х дх ду 61

—  называют полной производной функции г по х .
с/х .

с/?Пример 1. Найти если г  =  х 5 + 2 ху  -  у 3 и х  = сов 2 /, у  =  агс1д1.

Решение.

%  = (5 х5 +  2у )  ■ (-2 з т  21) + (2х  -  З у 2) • — ^ .
61 1 +  Г
В результате можно как сохранить переменные х  и у , так и заменить их через / ( в 

зависимости от того, что проще).
С/2 О ' 4

Пример 2. Найти, —  ебли г  = х у  + хуч  +  у и ч ,х  =  з т / , у  = 1п/ ,и  =  е  , 
с// ’

ч = агс/д/.
,, дг дг дг дгИмеем—  = у  + и ч \ — - х  +  х ч  +  и ч , —  =  уч\ —  = х у  +  и у . 

дх ду ди дч

* . с о з !,
с// 61 I СИ 61 1 +  /2

Составим соответствующую сумму произведений: •*
бг  . . .  . . . 1  г х - к /—  = у (1 +  1с )с о з / +  (х  +  х»с + 1л / ) - -  +  уи'е -У-— ~ - у . 
с// /  И  +  /2/

Пример 3. Найти частную производную —  и полную производную ~ , если г  =  ех у ,

где у = «р(х).
Решение.

дг—  = у  • е 
Зх

ЛУ- С/2
с/х

= у - е х у + х - е х у -$фс).
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Случай нескольких независимых переменных.
Если аргументы х  и у  функции г  = / (х ;  у )  являются функциями двух переменных, 

скажем, х  =  р (о ;у ) , у  -  у /{и у ) ,  то г ~  /[<р(о;у);у/-(о;у)] также является функцией 
двух переменных и  и у .

.. дг 8гЧастные производные —  и —  выражаются так:

8г  8х  дг ду 
8х  Зу  ду  Эу  ’

д г _ _ 8г_ 8х_ ,дг_ ду_ дг_ 
ди дх ди ду ди ’ Зу  

где и  и у  - независимые переменные; /.^-диф ф еренциальны е функции. 
Структура этих формул сохраняется и при большем числе переменных.
Во всех рассмотренных случаях справедлива формула

‘ ’ . д г . д г .с1г  =  — с/х + — с/у 
д х д у

(свойство инвариантности полного дифференциала).
х 2Пример 4. Найти дифференциал функции г  = — , если х  =  о - 2 у , у  = 2и + у .
У

Решение.
. д г . д г .  _ 1 8г . дг .02 = — о х + — сгу или согласно свойству инвариантности бг =  — би + — с/у. д х д у  / к  ди ду

и “ 32 Й2Найдем частные производные —  и — :

32
ди

дг
Зу

2х
У
2х
У

•1 +  (-
1 Ч 9 ~ 2х

СМXСМ

■) • х  • 2 =
У У 2

1х 2 - 4 х X2
— ) • !  = 
У У “ у 2

. ,2 х  2 х 2 , 4 х  х 2 х
С(2 =  (------------Г )Л / +  (------------- 2^  =  “

У у 2 У у 2 У
2(1 -  —)Л / -  (4 -  —)с/у 

У У
о -  2у
2и + V 

и - Ъ /

и - 2 у . . и 2 (1 -  о )с /о - (4 + -2 уЛ . . )с/У
2о  +  у  2о  +  у

[2(и + Зу  )с/о -  (9 и +  2 у )с/у  ] .
(2о +  у )2

Функция 2 =  г ( х ; у )  независимых переменных х и  у  называется неявной, если 
она задана уравнением Р (х \у \г )  = 0 , не разрешенным относительно 2 .  Ёе частные 
производные находятся по формулам:

дг
дх РЪ' дуР  ’ ГУ

32 _Р^_

16



Если уравнение Р (х ,у )  = 0 задает неявно функцию одной переменой у  = у ( х ) , то
''■4У = Л

дх Р'у'

Пример 5. Функция г  независимых переменных х  и у  задана неявно уравнением 

4 х2 + 2 у 2 - З г2 + х у - у г  + х -  4 =  0 . Найти частные производные —  и этой

функции при х  = 1, у  =  1, 2 =  1. 
Решение.
Рассмотрим функцию Р (х ;у ;г) = 4 х 2 + 2 у 2 -  З г2 + х у  -  у г  +  х  -  4;

, дг 8х  +  у  +  1 дг х  +  4 у - г  ппо формуле находим: —  = ---------— ; —  = --------------- . Подставим в полученные
*  дх 6 г  +  у  ду  6 г  +  у

выражения х  = 1, у  =  1, г  = 1, будем иметь:
дг 10 &

7 5 Эу
4
7 -

Пример 6. Уравнение с двумя переменными у х 2 + З у2 = 5 - у 2х 3 определяет^ 
неявную функцию у  =  у ( х ) .

Найти производную у'х .
Решение.

I
ёу_
дх

3х2у2 +

Ру
л/х2 + 3у2

2ух3 +- ЗУ
д/х2 + 3у2 

Зх5у4 -15х2у2 - х . 
10х3у - 2 х 6у3 + З у ’

Здесь воспользовались тем, что по условию ^ х 2 +  З у2 =  5 - у 2х 3 .
Если поверхность задана уравнением г  = Ц х ;у )  и М 0(х0',у0\г0 ) - точка на 

поверхности, то уравнение касательной плоскости к поверхности в этой точке имеет 
вид 1 - г 0 = ^ ( х 0;у 0) ( х - х 0) + ^ ( х 0; у о ) ( у - У о ) ,  а нормаль к  поверхности в
точке М0 определяется уравнениями

х - х 0 У - У о  г - 2 0 
^х(х0;Уо) ^у(Хо;Уо) -1

Если поверхность задана уравнением /: ( х ;у ;2) =  0 в неявной форме, а точка
М0(х0:у 0\г0) лежит на поверхности, то уравнение касательной плоскости имеет вид:
р ;(х о;У о ;г о ) ( х - х 0) +  Р ;(х 0;у о;2о) ( у - у о) + ^ ( х о;у о ;2о )(2 - 2О) =  О.'  ------------ —
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Нормаль к поверхности в этой же точке определяется уравнениями: - .
х - х 0 у - у 0 2- г 0

Рх(х о М '2о) Гу(хо~Уа>2о) ^ ( * о;уо ;20) ’

Пример 7. Написать уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности 
2 = 2х 2 +  у 2 в точке, для которой х  = 1, у  =  1.

Решение.
Определим аппликату точки касания из условия, что точка лежит на поверхности. 

Подставив в данное уравнение поверхности х  = 1 и у  =  1, получим г= 1 + 2 = 3 . 
Следовательно, точкой касания является точка М 0( 1; 1; 3 ).

Поверхность задана уравнением в явном виде.
Вычислим при х - 1 ; у  =  1 (т.е. в точке Р0(1;1)) значения частных производных 

функции 2 =  2х 2 + у 2 :

Ы  1:1) = 4 х  х=1= 4 ,г ;(1 ;1 )  = 2 у  х=1 = 2 ; 
у=1 у =1

Подставив эти значения и координаты точки М 0 в соответствующие уравнения, 
получим уравнение касательной плоскости ,

2 -3 = 4 (х -1 )+ 2 (} ’-1 )  или 4х +2>’-2 ^ -3  = 0.

Тогда уравнение нормали х -1
4

У - 1
2

г - 3
-1

Пример 8. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
З х у г -  г 3 =  а2 в точке, для которой х  = 0 , у  =  а .

Решение.
Найдем аппликату точки касания, подставив х  = 0 , у  = а в уравнение поверхности:

- 23= а ,2  =  ~ а .
Таким образом, точка касания есть Л 4 (0 ;а ;-а ). .
Обозначив Р (х ;у ;г ) левую часть уравнения, т.е. Р ( х \ у \ 2) = Ъ х у г —2ъ — а 3 , 

найдем частные производные и их значения в точке М :
2 .Я; =  3 у2 , Р х(М ) =  -З а  

Ру — 3x2 , Р ;(М ) = 0 ;

Р^ =  3 х у - 3 2 2 , Р^(М ) =  -З а 2 .
Применяя соответствующие формулы касательной плоскости и нормали, получим 

-З а 2(х  -  0) + 0(у  -  а) -  За2( г  +  а) = 0 или 
х  +2 + а = 0 - уравнение касательной плоскости; , 

х -0  _  у  - а  2 +  а
-З а 2 -З а

или
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х у - а  г + а - уравнение нормали.

Задания.
. . . .  дг дг _ _  „2 ■ 2 .1. Наити —  и — , если 2 - х  у  —у  х , где х = а •с о з у , у  = и ■ з т у . 

ди 8\/

(—  = 3 и2 • 51П V • соз у (созу -  з1ги/),—  = и3(51П V + соз у)(1 -  З з т у  • соз V))(—  = ли~ -51ПУ -С05У1СОЗУ -51ПУ),
ди дV

2. Найти— .если 2 = 31П(Зи + 2 \/'-4 а ),гд е  и = Ч х *  , у = , 1 а =  — . 
дх л/1 — х 3 у

!пх 
х

2(1п х -1)
(—  = 2со5(За + 2у-4а)(-Д= + -7= = ^= -- ,
сйс 3 ^  7 (1̂  X'

))

3. Найти — , если г  = х у  а г с {§ (х у ) , где х  = /2 +1, у  = .
61

(^ г  = (У ■ агхЛдху + ...г т ) ■ 2Г + (у + агсфху + Х ^ ) ■ ЗГ2)
аг 1 + х  у  1 + х у

4. Найти производные неявных функций:

а )Л  + , /у - Л :  & -?бх

х - у  с/х17,

ф
(-9)

в) х • 31П у  + соз 2у =|'соз у ; у'х П
У=2

. .9 ( - 1)

(2 ' = - 1;2 ' =■ -)г) х 2 +  у 2 +  22 +  2 х у  =  1; 2'х ,7.'у-1 . „ . ,  х  +  ? .

5. Проверить, что функция 4 з т ( 3 х  + 2 у  + 5 г )  = 3 х  +  2 у  + 5 г  удовлетворяет
8г 8г . п уравнению—  + — +1 =  0.

”  8х 8у
6. Записать уравнения нормали и касательной плоскости к поверхности 2 =  х 2 -У у 2 в 
точке М (1;-2 ;5 ).

х  —1 у  — 2 ^2 — 5( 2 х - 4 у -  2-  5 = 0 - касательная плоскости, ——  =  - ------=  — -—  нормаль)
2 - 4 - 1

Домашние задания.
. 2-2у з би  '1. и = е у \ 2 = зш х; у  = х , — ?

бх
2. 2 = 1п(ех + е*). Найти

(—  = ег 2у(с о з х -6 х 2)) 
бх
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, дг с. бг  , з
а)— , б^ ’ е с т х  =  1 '

дг
д( е п +  е

бг  е'  + 312ех

3. 2 =  е * +Х .если х  =  а с о $ 1, у  =  а з т I , найти

х • Л  61 ех + е

^ г ° > ‘61

- >
бг  
б ( '

4. Найти — , если г  = х 5 +  2 х у  -  у 3 , если х  = соз 21, у  = агс1д{. 
61

,бг(—  = -2 (5 х 4 +  2 у ) з т  И  + (2х + З у3 ) - ^ ~ )
61

5. Найти —  и — , если 2Г= 7(и у ) ,  где и  =  х 3 -  у 3 , V =  е х у .

1 +  г

9х 0у у>*■
= 2 х '% { и у )  + у е ху ■ Щ и у )  =  - 2у - ^ ( и у )  +  х е ху • % (и у ))

6. Найти производные неявных функций:

а)ех • 51пу -  еу  ■ с о з х  = 0;

б) ( х 2 +  у 2)2 -  а2( х 2 -  у 2) = 0.

7. Найти частные производные неявных функций

( /  =
е х з т у  + еу з т х   ̂

ех с о з у - е у с о зх
, , 2х 3+ 2х у 2- а 2х .
(У = - 7 Г 2 — — И  2$ у  + 2у  + а у

а) У _ ^ д 1  = 0;
х  с

3 , о.,3 , ,3

.02 _ су ,".07 _ СХ , 
Зх х 2 + у 2 Зу х 2 + у 2

б) х -* + 2 у л + г л -  Зхуг -  2 у  +  3 =  0 . Найти —  и — . 
‘  3 0Х 0У

.02 х 2 - у г , дг 6у 2 - 3x2- 2 . 
Зх х у - 22 ’ Зу 3 ( х у - 22)

8. Составить уравнения нормали и касательной плоскости к поверхности в указанной 
точке:

а) 2 х 2 + 3 у 2 +  4 г 2 = 9 ; М 0(1;-1;1).
, х -1  у  +  1 2 - 1.

- 3
2 х - З у  +  4 г - 9  =  0)

б) 2 =  4 х 2 - 9 у 2 ; м0( 1;1; - 5).
, х - 1  у - 1  2 + 5 0 с=  + -Г7Г =  — — ; 8 х - 1 8 у - г  +  5 = 0)

8 -1 8 -1

9. Найти и с7г для неявной функции г=г(х, у) определенной уравнением

2 3 +  Зх2у  +  х г  + у 2г 2 + у  -  2х =  0 .
. .  02 ,  02 . 2 - г - б х у  Зх2 + 2 у г2 + 1 , Л(6г  = — бх + — 6 у  = — — -------- ^ ------------5------ -------о-с/у)

Зх 0у  З г2 + х  + 2у  2 Зг + х  +  2у * г
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ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ. 
ПРОИЗВОДНАЯ ПО НАПРАВЛЕНИЮ. ГРАДИЕНТ.

Частные производные функции нескольких переменных.

Частные производные функции нескольких переменных называют также частными 
производными первого порядка или первыми частными производными.

Частными производными второго порядка данной функции называются 
соответствующие частные производные от ее первых частных производных.

Для функции 2  =  Г(х; у )  по определению имеем:
3^2
дх2
&
д у2
д22

^ ( § )  =  (^ (х .у ) ) 'х = ^ ( х ; у )  

= ^ ф  = (Г у (Х 'У ) ) 'у = Ъ (х ]У )

^ ф  = ( Г у ( х Ж = Ъ ( х ; у ) .д2г
дудх

Вторые частные производные обозначаются также символами 2^ ,  г-ху, 2̂ , 2̂ -  
Производные 

Если функция
2” И ху Гух называются смешанными частными производными.

2=№о. у) и ее смешанные производные г " ,  2'  определены в
к ’  ху  ух

некоторой окрестности| точки М 0(х0;у 0 ) и непрерывны в этой точке, то 
1ху (хо;уо ) = ^ х( * о;у о )-

Дифференцируя частные производные второго порядка как по х ,  так и по у ,  
получаем частные производные третьего порядка или третьи частные 
производные:

-

д32 д32
дх3 дх2ду дхдудх

Вообще, частная производная л -о го  порядка функции г=Т(х; у) есть первая 
частная производная от ее частной производной п  -о го  порядка.

Аналогично определяются и вычисляются частные производные второго и высших 
порядков от функции трех и большего числа переменных.

Полным дифференциалом второго порядка некоторой функции называется 
полный дифференциал от ее полного дифференциала.

Полным дифференциалом (п - 1) -ого порядка называется полный 
дифференциал от полного дифференциала (л - 1) -ого порядка.

Если г  = Г (х ;у ) 62 = 2'хб х  +  х ’у д у , то

д 2 2 =  С/(сЬ) =  2ххд х2 +  22хус!хбУ +  2’у уду2 ,
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<У32 = д {д 2г) -  —  с/х3 +  3 - ^ - с У х 2сУу + 3 - ^  
Эх45 дх ду  дхду

. 2  332 . з „  дхду  + — ^-с/у .
2 ау3

Для д пг  в символическом виде можно записать:

с/П2 =  (— С/Х +  — С/у)(П)2
■ дх ду

Пример 1. Дана функция 2 = х 3 + 2 х 2у  -  8х у 2 + у 3. Найти ее частные 
производные второго порядка. .

Решение.
Находим сначала у  первые производные: 2 Х = Зх2 +  4 х у  -  8у 2 ,

2у = 2 х 2 - 1 6 х у  +  3 у 2 .?
Пользуясь определениями и правилами дифференцирования, получаем 

2ХХ = 6х  + 4 у ,  2ху = 4 х - 1 6 у ;  2̂  = 4 х - 1 6 у ;  г ’уу = - 1 6 х  + 6у .
о XV

Пример 2. Найти 6 2 , если 2  =  -

Решение.

7 ' =

х  +  у  

У2
(х  + у )2

г; г ;
У “ (х  + у ) 2 ’

2у 2 2х у  . 7 , 2х 2
(х  +  у )3 ’ * у  (х  + у ) 3 ’ ^  (х  +  у )3 ‘

с/22  = 22  с/х2 +  4  „  д хд у  ■ 2х
(х  + у )' 
,2 ^ 2

(х  +  у )3 (Х + у)'
-сУу2

2( у 2с/х2 -  2 худ хд у  +  х 2с/у2) „  (усУх -  хсУу)2 .
о ^  п )

(х  +  у )3 (х  + у )

сУ32  =

сУ32  = 2 "ххсУх3 +  3 2 ;худ х2д у  +  Ъ2яхууд хд у2 +  2 ^ с У у 3 ,
л

(у  2(Ух3 -  (2 ху  -  у 2)дх2д у  -  (2 х у  -  х 2 )сУхсУу2 + х 2сУу3).
(х  + у ) ‘

Пример 3. Найти у ' и у " , если у 2 -  З х2 +  2 х  +  Зу, -  9 = 0 .
Решение.

После первого дифференцирования сравнительно просто получим у ' = 2 З х - 1  
2у  +  3

Теперь продифференцируем эту функцию, как частное, опять с учетом у  = у ( х ) :

у ” = 2 3 (2у  + 3) -  2 у '(3 х  - 1) 
(2у  +  З)2

, а здесь заменим у ' =  2 З х - 1  
2 у  +  3 ‘ ;
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Получаем у '  = 2 3 (2у  + З)2 -  4 (3х  - 1)2
(2у  + З у

д2гПример 4. Найти — , , если функция 2=г(х; у) задана неявно уравнениемЭ2г
дх2 ’ дхду  

х2 + 2 у 2 + З г2 + х у  -  г  -  9 = 0 .
Решение.
Высшие производные функций заданных неявно, как функции двух и более 

переменных, находят практически по тем же правилам, что и первые производные. 
Данное уравнение дифференцируем по х  ( у -  постоянная).

2  х+ 622' + у —2' = 0X ^ X

Отсюда 2'х = ^ х - - . Дифференцируем (1) по х :
1-62

2 + 6(2' ) г '+ 62-2" - 2г ' = 0 .
4  X '  X  X X  X X

„ „ 1 + 3 & ) 2Значит, 2 = 2 --------
1-62

Дифференцируем (1) по у :
1-4

6г ' - 2' + б 2 -2"  + 1 - 2'  = 0 , значит 2" 
у х ^  ^  1-62

(1)

(2)

Производная по направлению. Градиент.
4 ■ .С"

Производной функции 2 = ( { х \у )  в данном направлении Т = р р , называется 
&  / ( Р ) ~ /(.Р ) '= 1 1 т ~ — Ч71------ , где 1(Р) и 1(Р-|) значения функции в точках Р и Р-|. Если
О* /»,/»->() Х\Г

функция 2 дифференцируема, то справедлива формула
д2 дг дг .—  = — -соза + — э т а ,
81 дх ду  .. ,

где а  - угол, образованный вектором 7 с положительным направлением оси Ох.
Аналогично определяется производная в данном направлении 7 для функций трех 

аргументов и = / '( х ;у ;2). В этом случае /
ди_
81

где а ,р ,у -  углы между направлением / и соответствующими координатными осями.
Производная в данном направлении характеризует скорость изменения функции в 

этом направлении.
Градиентом функции 2=Т(х; у) называется вектор, проекциями которого на 

координатные оси являются соответствующие частные производные данной функции:

ди ди п ди■■ — со з а + — соз В + — со зу , 
дх ду . дг /
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дтс1г =  — / + — /.  
дх ду

Производная данной функции в точке М в направлении 7 связана с градиентом 
функции в точке М следующей формулой:

^ Ш ^ П р 1д г а д г (М )1

т.е. производная в данном направлении равна проекции градиента функции на 
направление дифференцирования.

Градиент функции в каждой точке направлен по нормали к соответствующей линии 
уровня функции. Направление градиента функции в данной точке есть направление 
наибольшей скорости возрастания функции в этой точке, т.е. при 1 = дгас12

производная —  принимает наибольшее значение, равное -)2 + (-— )2 . 

Аналогично определяется градиент функции трех переменных и = Г(х;у;2):
8и-: 8и~.дгаб2 =  — 1 +  — 1 +  
8х  8у  *

Градиент функции трех переменных в каждой точке направлен по нормали к 
поверхности уровня, проходящей через эту точку. }

ц*
Пример 5. Найти производную функции 2  =  2 ,5 х2 -  5 х у  + З у 2 + 5 у  в точке А(1;2)

в направлении, составляющем с осью Ох угол 30°. Определить направление 
максимального роста данной функции в данной точке.

Решение.
Имеем г'х = 5 х - 5 у ;  ^  = - 5 х  +  6у  +  5.

г ; (1 ;2 )  =  - 5; г ; (1 ;2 )  = 1 2 .
Следовательно, если через /

—  = - 5  С05 30° + 1 2  31П 30° =  +  6 .
81 2

обозначим данное направление, то 

Градиент функции поля в данной точке

имеет вид: длас/2(1;2) = (-5 ;1 2 ) = -5 7 + 1 2 7 . Этот вектор указывает направление, в 
котором функция растет быстрее, чем по другим направлениям. Максимальное

значение производной в точке А{ 1;2) равно модулю градиента: л/б2 + 122 = 1 3 .

Пример 6. Найти направление максимального роста функции 2  =  З х2 +  х у  -  2 у 2 в 
точке >4(2; 1). Найти наибольшее из значений производных по разным направлениям в 
точке А .

Решение
Имеем Е ’х = 6х  + у ,  2 у  =  х - 4 у ,  2^(2;1) =  13, 2^(2;1) =  - 2 . ,
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Градиент функции г в данной точке -  это вектор дгас/2(2;1) = (13; - 2 ) .  Этот вектор 
(его направление) указывает на направление максимального роста функции в точке
А(2;1). Наибольшее значение производной в точке А(2;1) равно V IЗ 2 +  22 = л /173. 

Задания.
1. Найти частные производные второго порядка функции г  = (х 2 + у 2 )2 .

(2' х = 12 х 2 +  4 у 2; 2"уу =  4 х 2 + 1 2 у 2; г"ху = г'ух = 8х у )

2. Найти- ^ 4 , если 2 =  1п(х2 +  у ) .
ах2 дхду д у2

(г и __ 
XX ~

2 (У ~ Х 2) , 
( х 2 + у ) 2 ’

1
( х 2+ у )

: - 2х  - л 
( х 2 +  у 2)2

)

а3г3. Найти--------=-,если 2 = з т ( х у ) .
дхду

Э32 9( ^ ;  = -х^У ■ с°з(ху) -  2х • зт(ху))

4. Найти с/22 от функции 2  =  х 2у  -  х у 2 +  7 . '
(д 2г  = 2у • с1х2 + 4(х -  у)с!хс1у -  2хс/у 2)

5. Найти у ' , у " , у "  для неявной функции у  = у ( х ) , заданной неявно уравнением 
х 2 -  х у  +  2у 2 + х  -  у  ’̂1 при х  =  0, если у (0) = 1.

‘ ( у ' =  0; у ’  =  у "  =  - | )

6. Найти производную функции 2  = ( (х у )  =  З х 2 + 5 у  

направлению к точке В( 13 ;1).

^ в точке А (1;-1) по 

! 1 )

7. Найти дгаб1  в точке (2; 1), если 2  =  х 3 +  у 3 -  З х у .
/  ’ ( д Ш 2  =  9 1 - ЗУ)

/Домашние задания. ^
1. Найти все частные производные второго порядка I I  =  х у  +  уг  +  г х .

(Ц ’хх  =  У у у  -  ^22 -  О ; ^ х у  =  У у 2 -  Утх =  1)
2. Найти частные производные второго и третьего порядка 

2  = 4 х 3 +  З х2у  + З х у2 -  у 3
(2Х =  12 х 2 +  б х у  +  6у 2; 2 ’у  =  З х2 + б х у  -  З у 2; 2 ХХ =  2 4 х  +  6у; 2 уу =  6х  -  6у;

2 ; у  = 6х  + 1 2у; 2 ”хх = 24; 2"ууу = - 6; 2 " ^  =  6; 2 ^  =  6 и т.д.)

3. Найти 62г  от функций:
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а )  2 =  х - 3 з т у ;  (с/22 =  3 з т с ( у 2 )

б) 2 =  х у  —— . (с!2г = -Щ с 1 х 2 + 2('\ + А^)ахс1у)
х  х -3 х^

4. Найти 6 2г  в точке (1;0) для неявной функции 2( х ; у ) , определенной уравнением 
Х25+ у 32 - х 3 = 0 ,е с л и  г(1 ;б ) =  1.

(сГ22 =  - ^ гС/х 2)

5. Точка, в которой производная функции в любом направлении равна нулю, 
называется стационарной точкой этой функции. Найти стационарные точки функции:

а) 2  =  х 2 +  х у  +  у 2 - 4 х - 2 у ;  (2 ;0 )
б) 2  =  х 3 +  у 3 -  З х у '  (0; 0) и (1; 1)
в) Ц  =  2 у 2 +  22 - х у - у г  +  2 х .  (7 ;2;1)

6. Найти дгас/2  вточке (5 ;3 ),е сл и  2  =  л /х2 - у 2 . (дгаб2 =  — (5 / — 3 7))
4

7. Найти д г аШ  в точке (1; 2; 3 ) ,  если I /  =  х у г . (дгасШ =  6/  +  3 у +  2/с)
8. Найти величину и направление градиента функции I )  в точке (2 ;—2; 1),

У - Х  +У +г ■ \§гас1 V  |=6; соз а  = —; соз /? =̂ — ; соз у = —

9. Найти градиент функции I I  =  х 2 + у 2' + 22 и ее производную в точке А(1; 1; 1) в 

направлении /  = ( с о з 4 5 0;с о з б р ° ;с о з 6 0 0) .

^ Л / = ( 2; 2; 2) ;  ^ = 2 + Л
• 3 /
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ЭКСТРЕМУМЫ ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ.
УСЛОВНЫЙ ЭКСТРЕМУМ.

Функция г=Т(х; у) имеет в точке Р0(х 0; у 0)  локальный максимум (минимум), 
равный / ( х 0; у 0) ,  если существует такая б-окрестность этой точки, что для всех 

отличных от Р0 точек Р(х; у) из этой окрестности имеет место неравенство

Д Р ) < / ( Р 0)  ( / ( Р ) > / ( Р 0)) -
Необходимые условия существования локального экстремума: если функция 

((х; у) в точке Р  имеет локальный экстремум, то в этой точке обе частные
производные, если они существуют, равны нулю или хотя бы одна из них в этой точке не 
существует (критические точки функции ((х; у)).

о> ...

/ у ( х ; у ) = о .
Сформулируем достаточные условия существования локального 

экстремума.
Пусть Р 0( х 0;_у0 )  - стационарная точка функции Г(х; у) (стационарной называется 

точка, в которой функция может достигать экстремума), т.е. с1 /(х0\ у 0)  =  0 .

Тогда: а) если А 2/ , ( х 0; у 0)  < 0  при д х 1 +с1у2 > 0 ,  то / ( х 0; у 0)  есть 

максимум функции / ( х \ у ) \  б) если с12/ ( х 0; у 0) > 0  при <Рх2 +  с1у2 > 0 , то 

Д х 0; у 0)  есть минимум функции / ( х ; у ) : в) если с!2/ ( х 0; у 0)  меняет знак, то 

/ ( х 0; ^ 0)  не является экстремумом функции / ( х ; у ) .

Приведенные условия эквивалентны следующим: пусть / ' х ( х о1Уо) =  / ' ( х о>Уо)

« л - / ; » : , ) . » - г  1/ - , ) ^ :  . / : ( / ; . )  » - .а : '  ’ . Т  -  : :

1) если V = АС—В2 > 0 ,  то функция имеет экстремумов точке Р0(х 0;^ 0) ,  а
именно максимум, если А<0 (или С<0), и минимум, есл}М>0 (или С>0).

2) если\/<0, то экстремума в точке Р 0( х 0’, у 0)  нет. ' /

3) если\/=0, то вопрос о наличии экстремума функции в точке Р 0( х 0;_у0)  требует 
дальнейшего исследования.

В простейшем случае условным экстремумом функции / { х \ у )  называется 
максимум или минимум этой функции, достигнутый при условии, что ее аргументы х и у 
связаны уравнением (р{х\ у )  — 0 (уравнение связи). Чтобы найти условный 
экстремум функции / ( х ; у )  при наличии соотношения <р (х ;у ) =  0 , составляют так
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называемую функцию Лагранжа Р ( х ; у ; а )  =  / ( х ; у ) + А < р ( х ; у ) ,  где К - 
неопределенный постоянный множитель, и ищут обычный экстремум этой 
вспомогательной функции. Необходимые условия сводятся к системе трех уравнений

Г  Ы А > ,  '

4 г 

Л

д х  д х  д х

д̂ Л +р 1 = о ,
д у  д у  д у

< р (х ;у )= 0.

(2)

с тремя неизвестными х, у, А, из которой можно, вообще говоря, определить эти 
неизвестные.

Вопрос о существовании и характере условного экстремума решается на основании 
изучения знака второго дифференциала функции Лагранжа

а 2Р { х , у )  =  Щ - ( к 2+ 2 - ^ - + ^ ~ с 1у 2
дх2 дхду ду2

для испытуемой системы значений х, у, К, полученной из (2) при условии, что с1х и с1у

связаны уравнением — оЬс+ ^ - й у - 0  (с!х2 +йу2 ^ 0 ) .  А именно, функция
дх ду 4\'г-

/(х;у)  имеет условный максимум, если й2Р  < 0 , и условный минимум, если 
й2Р >  0 . В частности, если дискриминант V для функции Р(х;у) в стационарной 
точке положителен, то в этой точке имеется условный максимум функции /(х;у),  
если А<0 (или С<0), и условный минимум, если А>0 (или О О )..

Аналогично находится условный. экстремум функции трех или, большего числа 
переменных при наличии одного или нескольких уравнений связи (число которых, 
однако, должно быть меньше числа переменных). Здесь приходится вводить в функцию 
Лагранжа столько неопределенных множителей, сколько имеется уравнений связи.

Пример 1. Найти , локальные экстремумы функции 
Г(х; у )  = х 4 +  у 4 -  2 х 2 + 4 х у  -  2 у 2 

Решение. . , .
Найдем частные производные, приравняем их к нулю и решим полученную систему:

=  4 х 3 -  4 х  +  4 у  

Ру = 4 у 3 +  4 х - 4 у  

ч 4 х 3 - 4 х  +  4 у  =  0

4 у 3 + 4 х - 4 у - 0  • ‘

28



откуда имеем три стационарные точки 0 (0 ;0 ) , Р |( -л /2 ;Т 2 ) , Р2(л /2 ;- \/2 )  :
Других критических точек нет. Найдем частные производные второго порядка' й 

; вычислим их значения в критических точках: /^х =  12х 2 -  4 , /ху = 4 , ^  = 12у 2 -  4 .
Для каждой критической точки составим А=4С-б2.
1) 0 (0; 0): ~ 

Л  =  - 4 , С  =  - 4 , В  =  4 .  А=16-16=0. Значит, достаточный признак ответа не дает. 
Заметим, что в любой окрестности этой точки имеются точки, в которых значения 
данной функции 1(х \у )  могут быть как положительными, так и отрицательными;:
Например, вдоль оси Ох (у=0) Ц х \у )|у=0 =  / |х ;0 )  =  х 4 - 2 х 2 =  - х 2( 2 - х 2 ) < 0

вблизи точки 0(0;0), а вдоль биссектрисы у  =  х  Г (х \у ) |у=х = / '( х ;х )  =  2х 4 >  0.
Таким образом, оказалось, что для различных точек из некоторой окрестности точки 
0(0; 0) полное приращение ДТ(х ;у) не сохраняет знак, вследствие чего в этой 
точке функция не имеет локального экстремума.

2) РпЬ / 2 ; ^ 2 ) :
Л  = 20; С  = 20; В  =  4;
А С - В 2 = 4 0 0  - 1 6  = 384 > 0 и А > 0 ,  значит, в этой точке функция имеет 
локальный минимум =  - 8.

3) Р2(^2;-лЯ):
I Л  = 20; С  = 20; В  =  4;

Л  С  -  В 2 =  400  - 1 6  =  384 > 0 и Л  > О ( С > 0 ) ,  значит, в этой точке функция 
имеет локальный минимум Тт|п =  - 8.

Пример 2. Исследовать на экстремум функцию
Г(х] у )  =  4 х 2у  +  2 4  х у  +  у 2 +  3 2 у  -  6.

Решение.
Определим стационарные точки из системы уравнений:

—  =  8х у  +  2 4 у  =  О
дХ : ^  ~

—  =  4 х 2 + 2 4 х  +  2 у  +  32  =  0 /
[ЗУ /

| у ( х  +  3 ) =  0

[ 2х 2 (-12x 4 у  +  16 =  0
Отсюда у = 0, х-\ = -4 , х2 = -2 , у = 2, хз=3.
Получим три стационарные точки: Л?1(—4 ;0) ,  М 2{ - 2 ;0 ), /И3( - 3 ;2 ) .  Эти точки 

исследуем на достаточность условий экстремума. , *

Сначала определим отдельно — -  = 8у , — —  = 8х  + 2 4 , — « = 2.
Эх2 дхду д у2
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А теперь для каждой точки вычислим соответствующие А ,В  и С , определим знаки 
величин Д=АС-В2 и А .
а) М ^ - ^ О ) :  А  = 0 , В  = -3 2  + 24 = - 8, С  =  2 , А С - В 2 = - € 4 < 0 , т . е .  М ^ - ^ О )  
не является точкой экстремума.
б) М 2( - 2 ;0 ): А  =  0 , В = ~16 +  24 = 8, С =  2 , Л С - В 2 < 0 , т . е .  М 2( -2 ;0 )  не 
является точкой экстремума.
в) М 3( -3 ;2 ) :  А  =  16 , В = 0 ,С  =  2 , А С - В 2 =  32 > 0 .  При этом А  > 0 .
Вывод: М 3( -3 ;2 ) ' - точка локального минимума функции Г (х ;у ) с 
^ п = Г ( -3 ;2 )  =  - 1 0 .  /

Пример 3. Найти экстремум функции 2 =  9 —8х —6у  при условии, что ее
аргументы удовлетворяют уравнению х 2 + у 2 =  25 .

Решение.
Геометрически задача сводится к нахождению экстремальных значений аппликаты г 

точек пересечения плоскости г  =  9 —8х —6у  с круговым цилиндром х 2 +  у 2 = 25. 
Составим функцию Лагранжа, определяемую формулой:

Р (х ;у ;Я ) =  Г (х ;у ) + Я <р{х\у).

В (х; у; Я) = 9 -  8х  -  6у  + Я (х2 + у 2 -  25). 
найдем ее частные производные: В) =  -8 + 2 А х , Ру =-6  + 2 у А .

Система (2) примет вид:
—8 +  2А х = О 

- -6 +  2А у =  0 или 

х 2 +  у 2 =  25 

Ах - 4  = 0 
■ А у -  3 = 0 .

х 2 + у 2 =  25
Решив эту систему, получим:
1) А| =  1, х^ = 4 ,  У! = 3.
2) Аг =  —1, х 2 =  —4 , у 3 = - 3 .

Найдем вторые производные: Рхх =  2 А , Руу  =  2 А , РуХ = 0 и второй 

дифференциал д 2Р  = Л(с1х 2 + ё у 2) .
Т.к. б 2Р > 0 при А) = 1, Хч = 4 , у.] =  3 , то функция Г (х ;у ) втачке (4 ;3) имеет 

условный минимум, причем гш п /'(х ;у ) = /'(4 ;3 ) = - 4 1 .
Поскольку д 2Р  < 0  при А2 = -1 , х 2 = - 4 ,  у 2 = - 3 ,  то в точке (—4; —3) функция 

имеет условный максимум/ ( - 4 ; - 3 )  =59.
Ответ: тт 1(х, у)=Г(4,3)=-41; та х  Г(х, у)=((-4, -3)-59.
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Задания.
1. Найти экстремум функций: 

а) 2 -  х 3 + 8у 3 -  б х у  + 5 ;

(М)(0,0) нет экстремума, М2{%— ),2 т |П = 2(М2) = 4)
1

Ь) 11 =  х  + у - 3 х  + 4л/у5 ; (Я|(1;0), Р2{-1 ;0 ) - точки не являются критическими
т.к. лежат на границе, а не внутри области)
в) 2  = х 3 - 7 х 2 + х у - у 2 + 9 х  + Зу  + 12; (2 тах  = 2 (1 ;2 ) =  19)
г) 2 = х 3 + у 3 -  б х у  (2т |П = 2 (2;2) =  - 8)

2. Найти экстремумы функции 2  = х 2 + у 2 + х у  -  5 х  -  4 у  +1 0  при условии, что х  и 
: у  связаны уравнением х  +  у  =  4 ;

( а » ( § ; § ) . ^ и п = ' ( § ; § ) " )

: 3. Найти экстремумы функции 2=х+2у при х 2 + у 2 =  5
( 2 т а х = 5  при X = 1, у  =  2 2 т|п  = - 5  при х  = - 1 ,  у  = - 2 )

Домашние задания:
1. Исследовать на экстремумы функции: . : *

а) 2  = х 2 +  ху  +  у 2 - 6 х - 9 у ;  (2 т|п  =  2 (  1;4) = -2 1 )
б) 2  = 2 х у  -  2 х  -  4 у ; (нет экстремума)

в К ( х ;у )  =  х 2+ х у - 2 х - З у  +  5 | ;  (М0ф | ) - т т ,  =  ^ ф | ) я у )

г) /г(х ;у )  = - х 2 + х у | у 2 - 9 х  + З у - 2 0 ;  ( М ( - 5 ;1 ) - т а х ,  /тах =  ^(-5 ;1) =  1)
2. Определить условные экстремумы функций:

: а) 2 = х у  при х  + у  =  1;

„  7 2 2 X у  .б) 2 =  х  + у  при — + ^ -  =  1;

(2т ах = -  при X =  у  ^ г)
/7 36 18 12.

в) 2  = 6 -  4 х  -  Зу при х 2 +  у 2 =  1;
4 3 4 3.

(^ та х  — 11 — ^(— _ при ^  ^ г т п / ~ ПРИ ^  —5 5 ' б ’ б '
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НАИБОЛЬШЕЕ И НАИМЕНЬШЕЕ ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ 
ПЕРЕМЕННЫХ В ЗАМКНУТОЙ ОБЛАСТИ.

Функция, дифференцируемая в ограниченной замкнутой области, достигает своего 
наибольшего (наименьшего) значения или в стационарной точке или в точке границы 
области.

Для отыскания наибольшего и наименьшего значений функции в замкнутой области 
необходимо найти все критические точки, , лежащие внутри данной области и на ее 
границе, вычислить значения функции в этих точках, а также во всех остальных точках 
границы, а затем путем' сравнения полученных чисел выбрать наибольшее и 
наименьшее из них. } /

. . . .  .. , ■
Пример 1. Найтинаибольшее и наименьшее значения функции 

г  =  / ( х ; у )  =  2 х 2 —2 у 2 в круге х 2 +  у 2 =  9.
Решение.

4 х  = 0
[Ту =  - 4  у  =  О

Приравнивая к нулю эти производные, получим систему уравнений, из которой 
находим x^  = 0 , у 0 = 0 '  Значение функции в критической точке М0(х0; у0 ) равно 
нулю. %

2 0 = / ( Х о , У 0)  =  / ( т  =  0 .  .V
Границей данной замкнутой области является окружность х 2+ у 2 = 9  или 

у 2 — 9 —х 2 , где —3 < х < 3 .  Функция 2 =  2 х 2—2 у 2 на границе области
становится функцией одной переменной х  2( х )  =  2 х 2 — 2 ( 9 —х 2)  =  4 х 2 —18,  
аргумент которой изменяется на отрезке [—3 ;3 ]. Найдем наибольшее и наименьшее 
значение функции 2 на указанном отрезке.

Дифференцируя эту функцию, получаем г'х =  8х .  Из этого уравнения находим 

единственную критическую точку д; =07 в которой функция г ( х )  имеет значение
^ = - 1 8 .  Вычислим ее значения на концах отрезка [—3;3],т.е. в точках х  = -3 ,  

х  = 3 :
г2 =  г ( - 3 )  =  4 ( -3 )2 - 1 8  =  18 
23 =  2(3) =  4 - З2 - 1 8  =  18

Сравнивая между собой числа г0> г2 , 23 , заключаем, что функция
2 =  2х 2 - 2у 2 имеет наибольшее значение, равное 18 и наименьшее значение равное 
—18, причем 2на«б= Г(—3;0) =  Г(3;0) = 18 , 2наим=Г(0[—3) = Г(013) ——18.
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Пример 2. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 
г  = 2 х 3-+ 4 х 2 +  у 2 -  2 х у  в замкнутой области, ограниченной линиями ' у  =  х 2 ,
У = 4 . , г ‘ ' ‘ '

Решение.
Найдём критические точки функции г , лежащие внутри заданной области (см. рис.) 

Т.к. г ’ = 6 х 2 + 8 х - 2 у ,

г '  = 2 у - 2 х ,
у  ■

то, решая систему уравнений, 4 = 0
4 = 0

, находим

две критические точки 0 (0 ; 0) и В (-1 ;1), из 
которых ни одна не лежит; внутри заданной 
области. Других критических точек функция г не 

■ имеет. ; ; л '"-..
Ищем наибольшие значения функции г на 

границе заданной области. Она состоит из двух 
участков А О В  и А В , имеющих различные 
уравнения. Поэтому вначале найдем наибольшие 
и наименьшие значения г на каждом из этих 

участков, затем, сопоставляя их, найдем наибольшие и наименьшие значения г на всей 
границе.

На участке А О В  имеем у  = х 2 , 21( х )  =  х 4 +  4 х 2 , где х  изменяется на отрезке 
[-2 ; 2 ]. Ищем наибольшее и наименьшие значения на отрезке [-2 ; 2 ]:

= 4 х 3 + 8 х ,  = 0  при х  =  0 , г ' ( 0 )  =  0 ;

2 ' ( - 2 )  =  2 [ (2 )  =  3 2 .
Сравнивая значения г 1 во внутренней критической точке х  =  0 и на концах отрезка 

х  = 2 и х  = - 2  заключаем: наибольшее значение 2{ на [-2 ;2 ] равно 32 ( в точках 
х  = ±2), а наименьшее значение г ' на этом отрезке равно нулю ( в,точке х  =  0).

На участке А В  имеем у  =  4 , 2. ( х )  =  2 х 3 + 4 х 2 —8 х + 1 6 ,  где - 2  < х  < 2 .2 ' " /  - ..............  —  > '
Ищем наибольшее и наименьшее значения г 2 на отрезке [^2; 2 ]:

2 „ .2. 222'2 = 6 х 2 + 8 х  -  8 , внутри данного отрезка г'г =  0 при х  =  ̂  х=-2; 22(—) =  16 ^ ,

22( - 2 )  =  22( 2 ) = 3 2 .
Т.о. наибольшее значение гг на [-2 ; 2] равно 32 (в точках х  =  ± 2 ), а наименьшее

22 2значение гг на этом отрезке равно 1 6 —  (в точке х  = - ) .
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Сопоставляя значения 2 на участках А  ОВ  и А В ,  приходим к выводу: на всей 
границе А О В А  наибольшее значение функции г  равно 32 ( в точках Л и В ), а ее 
наименьшее значение равно нулю ( в точке 0).

Пример 3. Положительное число а требуется разбить на три неотрицательных 
слагаемых так, чтобы их произведение было наибольшим.

Решение.
Пусть искомые слагаемые будут х , у , а -  х  -  у .
Ищем т а х  функции г  =  Т (х ;у ) -  х у (а  - х - у ) .
По смыслу задачи функция г рассматривается внутри замкнутого треугольника 

х > 0 ,  у > 0 ,  х  +  у  <,а

Решая систему Щ Х\У )  =  У (а - х - у )  =  0 
*у{х\У)  = х (а  -  х  -  у )  = 0 ’

,а  а ,Получим единственную стационарную точку лежащую внутри треугольника.
3 3

Для нее проверяем выполнение достаточных условий. Имеем ^ х ( ^ У )  = - 2У . 
/ ^ ( х ; у )  =  а - 2 х - 2 у ,  1уу (х ,у )  =  - 2 х .

,а  а , а а ,
Следовательно, А  = & ( —;—) =  —г а . в  -  ) =

1
' З ’ З ' 3 ’ х у ' 3 ’ 3 '  3 |
,а  а ч 2

а,

с  = % '( ^ ; ^ )  =  “ ^ а , и  А  =  А С - В 2 , А < 0 .  

,а  а ,
'3  3 '

Итак, в точке функция достигает максимума. Так как на контуре треугольника 
. 3  3

функция Т (х ;у ) =  0 , то этот максимум будет наибольшим значением функции, т.е.

произведение будет наибольшим, если х  = у  =  а - х - у  = —, причем наибольшее
3

значение произведения равно— .

Примечание: задачу можно было решать методами условного экстремума, отыскивая 
максимум функции I I  = хуг  при условии х  +  у  +  г =  а .

Задания.
1. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 2  =  х 3 +  у 3 -  З ху  в области 
О : х е [0 ;2 ] ,  у е [ - 1 ; 2 ]  (область О - прямоугольник и границами его являются 
четыре отрезка).

(2 «аи6.= 2 (2 ;-1 ) = 1 3 , 2 Иат. = 2(1; 1) = 2 (0 ;-1 ) = -1 )
2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 2  = 1 (х ;у )  = Зх  +  3у  в круге

( 2 наиб.=  П ^ 2 \ Л )  =  6 * 1 2 , 2 найм.=  Г ( - ^ 2 ] - ^ 2 )  =  - 6 7 2 )

х 2 +  у 2 <  4 .
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3. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 2  =  х 2у ( 4 -  х  -  у )  в 
треугольнике х  >  0 , у  > 0, х  + у  < 6.

( 2  наиб. = /(2 ; 1) =  4 , 2  найм = ^(4; 2) =  — 6 4 )
4. Открытый прямоугольный ящик должен иметь данный объем у, . Определить
размеры ящика, при котором на его изготовление потребуется наименьшее количество 

. материала. ' _ ,. -

(х  = у  = (21/)3, 2  = А.(2\ / ) 3 ).

5. Найти прямоугольный параллелепипед данной поверхности 3 ,  имеющий 
наибольший объем.

( х  =  у  = г  = а =  ^ | )

6. Найти прямоугольник наибольшей площади, имеющий заданный периметр I .
(квадрат (3  = х у , 2 х  +  2 у  = ( ,  функция Лагранжа'Р  = х у  + Л (2х  +  2у  - 1 )

Домашние задания.
1. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 2  =  х 2 + у 2 -  2 х  -  2 у  +  4 в 

круге х 2 + у 2 < 4 .
( 2  „а„б. = 2 (—2; 2) =  8 +  4 7 2 , 2  нат.=2(1; 1) =  2 )

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 2  = 1 (х ,у ) =  х 3 + у 3 + б х у  в 
прямоугольнике с вершинами >4(-3 ;-3 ) , В ( -3 ;2 ), С(1;2 ), 0 (1 ;-3 ) .

(2  наи« =  2 (В ) = - 5 5 ,2  „ | 6= 2 (С ) =  21)
3. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 2  = х 3 + у 3 - З х у  в 

треугольнике 0 < х  ^  2 , - 1  < у  < 2.
(2наш.= ^ (2 ;—1) =  1 3 , 2  „аим.=/(1;1) = 7 (0 ;—1) = —1)

4. Из круга проволоки длиной .^ сделать каркас прямоугольного параллелепипеда с

5.
наибольшим объемом. (куб с ребром

Из всех треугольников данного периметра 2р  найти тот, который имеет наибольшую 
площадь. 7*

(равносторонний треугольник)
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НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ. 

Непосредственное интегрирование.

Пусть на интервале (а;Ь) задана функция ( { х ) . Если Р '(х )  = 1 (х ) , где х е (а ;Ь ) , 
то функция Р (х )  называется первообразной для функции Г(х) на интервале (а;Ь).

Любые две первообразные .данной функции Г(х) отличаются друг от друга 
произвольной постоянной.

Совокупность первообразных Я (х ) + С , где С - произвольная постоянная, функции 
Г(х), х  е (а;Ь) называемся неопределенным интегралом функции Г (х) и 
обозначается гг

Правильность результата интегрирования проверяется дифференцированием 
найденной первообразной, т.е.

На основании определения неопределенного интеграла, правил интегрирования г 
таблицы производных, составлена таблица основных неопределенных интегралов.

1) |г ( х )с /х  =  |с /( /г(х ))  =  Г(х) +  С , д  |г(х)сГх =  с/(Р (х) + С ) =  Г{х)бх

2) \/{х)±(р{х)')^=\/{х)сЬс±\(р{х)^х
3) ГаГ(х)с/х = а |

Основные правила интегрирования:

I
П

4) Если |У(х)с/х =  Р (х )  +  С , то |У(ах + Ь)с1х =  —Р (а х  +  Ь) + С , а *  0 .
а

5) Если |г ( х ) й х  =  Р (х ) + С  и ы =  р ( х ) , то |г(и)сй7 =  Р (и )+ С

(Я (х )+ С ) ' =  / ( х ) .

Таблица основных неопределенных интегралов.
2+1

3) 1а0с/1У- ] ^ + с . а > ° ' а ^ 1

4) ] > с &  =  е " + С

\
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Ю )/■

"> I:

би ■ и ^  , п.—  = а гс з 1П— + С (а>0) 
а

би

4 и 2 ± а ‘
Г =  1п и + 4 и 2 ± а 2 + С

и - а + С

■ а д •> с Н и

16) Я ЬЗзЬ и

17) Г—  =  1п
э 51пи 

1811;

И ш + С

би

с1Ни +  С  

и
(д - +  С

)Соз и
. ,и  л .  
Ы Г - ) +  С .

(а Щ

И г) Г - ^ - 2 = ^ - 1 п
: ' и 2 - а 2 2 а
13) | з / 1ис/и =  с /ш  +  С

14) ^с1тби =  зб и  +  С

Интегралы 1-18 называются табличными.
Замечание. В приведенной таблице буква и может обозначать как независимую 

переменную, так и непрерывно дифференцируемую функцию и=гр(х) аргумента х . '

Непосредственное интегрирование.
; а) Применение элементарных преобразований :

Пример 1. Вычислить интеграл |( 2 х  - 1)(7 -  х ) б х .

Решение.
| ( 2 х  ^ ‘1)(7 -  х )б х  =  |(1 4 х  -  2 х 2 -  7 +  х )б х  =

= | ( 1 5 х Л х 2 -~7)<7х =  1 5 | х с / х - 2 | х 2с /х - 7  |с /х  =

. 15 х 2 2 х 3 -7 х + С .
2  3

Пример 2. Вычислить интеграл ^ ---------------------- с/х.

Решение.

1
2 х 3 -  х Я Г  +  5

ЯГ
с/х =|<

2х3 хЯГ 5 Л'
я г  я г

е,2хъ х-хъ 5 . , г — тг - т  
= / ( — -------— + — )< & =  |(2 х  4 -  х 12 + 5 х  4 )с/х =

11 13

1111 13 _1
= 2 | х 4 с / х - | х 11 12с/х  + 5 | х 4с/х =
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15 25  3

4 12 4

Пример 3. Вычислить интеграл р 1П2 Р х .

Решение.

|з'Ш 2 -|с/Х =  р  С?.—  с1х - 1 (  | с/Х -  | с0 5 Хбх) = -^(Х -  51П X) + С .

Пример 4. Вычислить интеграл р 3х • 32х б х .

Решение. , ,±

| 2 3х • 32хс/х = | б х • 9х б х  =  р 2 х с/х =  +  С .

Пример 5. Вычислить интеграл [  .
•, л /1 -4 х 2

Решение, 
бхр бх  р с/х _  1 г

( ^ х г ^ Г 2 п
, , . ^ _ -= = '—агсз|'п2х + С .

’Р 1  2 I
СЗх2 -|_ т

Пример 6. Вычислить интеграл I— 5------ с/х.
1 х  - 1

Решение.

1Р г * -  1(3 +Р ) Л - 3 1‘',<+4 1Р ‘ з х + 4 - 1
х - 1
х  + 1

+ С

= 3 х  +  21п —  + С . 
х  +  1

б) Подведение части подынтегральной функции под знак дифференциала. 
Пример 1. Вычислить интеграл |(1  -  7 х )10с /х .

Решение.

| ( 1 - 7 х ) 10с/х =  р (1~7х,=~ ™ х | =  - |  | (1 -7 х )10( -7 с/х ) =

=  _ 1  | ( 1 - 7 х ) 10с /(1 -7 х )  = |1 - 7 х  =  /| = - у  | / 10с// =

1 / 11 1= _ Л . 1 _  + С =  — - ( 1 - 7 х ) 11 + С . 
7 11 77

Пример 2. Вычислить интеграл -
■м

с/х
с о з 2 5 х
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Реш ение.

[ - 4 - . И 5 Х ) . 5 * | Л  =
/с о з 2 5 х  5 .>со52 5 х  5 .)со52 5 х'с о з  5х

- / д 5 х  +  С . 
5
Пример 3. Вычислить интеграл | х  соз(1 -  З х 2 )с/х.

Решение.

| х  соз(1 -  3х 2)бх  = |с/(1 -  З х2) = -6хс/х | =

= —|  |соз(1  -  З х 2)(-6 х с 1х) =  |со з (1  -  З х2)с/(1 -  З х 2) =

= --31п(1-Зх2) + С. 
6

Г З х - 1Пример 4 Вычислить интеграл -  с/х
Ч 2 х 2 +  Ъ

Решение.
Г _3 х _ 1  Г Зхс/х г
•’ л /гх2 - 4 Х _  • '- /о - 2 ■ *+ з

4  хс/х
’ 4 2 х ‘ + 3 

с/х

=  с /(2 х ^ + 3 )  =  4хс/х =

3 Г 4  хс/х Г с/х 3 Г<
4 ^ 2 у 2 -1.Ч /Г, •? 37 4 3х  + 3

= — • 2л/2х2 + 3 -  -т=1п 
: 4 л/2

*

а/2х2 + 3
4  _____
%/гх2 + з ^

з гс /(2х2 +  з) 1
I-

с/х

г Ч

х + 4|х2 + | +

с/х

12 х  + 3 - -7 = |П Х  +
л/2 - м

+ С .

Пример 5. Вычислить интеграл Г— Д = .
^хл/1пх

Решение. 
с/хГ _ *  5 У ,  № , 2 Л Т + с .

/ х Л п х  х |  Л -41пх

Пример 6. Вычислить интеграл | - 31п2хс/х 
4  +  51П2 х

Решение.
31п2хс/хС 51П2 

/ 4  + 5114 + 51П X 

= 1п 4 + з т 2 х

с/(4 + 51гг х )  =  2 з т  х  • соз хс/х = 
= $1п 2хс/х

+ С .

31П2 :
4 +  з т 2 х

_ |С/(4 + 51ГГ х)

Пример 7. Вычислить интеграл Г-хс х̂
/■11 + Х4 ’
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Реш ение.

Г хс/х | 2ч о ^ 1  1 Г 2хс/х  ̂ Г
•11 + х4 ' ' 2   ̂1 + (х2)2 2 .)•И  + х

1 ?=  - - а г с /с р г  + С .  
2

1 Г с / ( х ) 
М + ( х 2)2

Задания.
| 3 , х ^ - 8 х + _ ^ х ;

| ( 2

Ч

х -32 х -
9 + 4 х 2

4 :

,+ 2 со з 2 ̂ ) с/х  ;

соз2 х
СОЗ2  X  ■ 51П2 х

с/х;

4. Г(соз З х --------—  + е2 Зх )с/х;
^ Зх  — 1

х 2с/х5.
I:^ 2 х 3 + 1 '

Ответы.
1. 8 ^ 8 + 2 4 ^ 5  _ 6 ^ 7 . +  с

9 5 7
„  18х 1 ,  2 х2 .  ---------- —агс(д— + х  + з ш х  +  С ;

1п18 6 у  3

3. - - + С ;
31п2х

4. -1 з 1 п З х - -1 п |З х -1 |-—^2_3х + С ;
3 3  3

5. ^ ^ / ( 2 х 3 +  1)4 + С ;

_ Г х - 2 х 3 .

7. Г-------- А
. ) ( 2 х -(2 х -1 )1 п (2 х -1 )  ’

-  Г а гс з1 п х -3 х  .8. ------ , — с/х;
л А - х 2

соз2хс/х
1 л/1- 81п 2х  ’ 

10. | /д 2 х с /х .

6. — а г с з 1П — +л/э-х2 +С;
2 3

7. ^1п|1п(2х-1)| + С;

8. ^ а г с з 1П2 х  +  ЗлА -  х 2 + С ;

31П2 х  + С ;9. - л А ^

10. 1п |со з2 х |+ С .

Домашние задания.
Г11х3 - 8 х 2 + 2 ,
1  г ,  ф ;

!. Г(3Х • 23х-------—=-)с/х ;
4 9 - 4 х 2

1 л4х+5
• н•I 51ГГ31П2 З х  1 - 2 х

)с/х;

Ч
х - 5 х 3

л А б - х 4
Гагс/д32 х - 5 х

5- Г

5. Г—  
•1/1 —

с/х
(1 -З х )1 г г (1 -З х )
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Ответы.
1. 3 \ /х ” - 3 \ / х ® + 3 $ х * + С ;

2. 

; 3. 

4.

24х 1 .--------------- 1п
1п24 12

3 + 2х
3 - 2 х

+ С ;

- | с / д З х - | | п | 1 - 2 х | - - ^ 4х+5 +С ;

- а г с з т - — в -л А б -х 4 +С'< 
2 4 2

5. — агс1д42 х ~  —лМ х2 + 1 + С ;
8 4

6. ---------1---------+ С ;
3 1 п ( 1 - 3 х )

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ЗАМЕНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ (ПОДСТАНОВКОЙ). 
ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ЧАСТЯМ В НЕОПРЕДЕЛЕННОМ ИНТЕГРАЛЕ.

Пусть функция ( =  <р(х) определена и дифференцируема на множестве {х } ,  
представляющем собой либо интервал, либо открытую полупрямую, либо прямую, и 

; пусть {(} обозначает множество значений этой функции. Тогда, если для функции д (()

существует на множестве {(}  первообразная (3(1), т.е. ^д(^)б^ =  (3(() + С , то на

{ множестве {х }  для функции д(<р(х))<р'(х) существует первообразная функция, равная 
 ̂ 6(у>(х)),т.е.

, |д (р (х ) )  ■ <р’(х)с1х =  6(<р(х)) + С .

Такой способ нахождения интеграла называется методом замены переменной или 
методом подстановки Ц

Пример 1. Вычислить интеграл к  - ^ ^ с / х

Решение.

л /2 х -1  = 1; 2 х - 1  =

2х = /2 + 1; х  = - ( /
2

дх = - - 2 1 - а ы и и  
2

-2-сЦ  = - -  Й ± ^ .о ! ( = - -  Г((2+3/+Т2+— )сй =
- (  2 4 ( -3  2 У 1-3

= - 1- (  ]*(2сП+3 ^Ш+12 |с // +  3 б | ~ )  =

х + 1
)3 -л /2 х - 1

с/х =

- I 2-,

2 + 1)
, ( | ( / 2 +  1) + 1)/с// 

- 3 - /
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= - —(— + — +121+36 р О !  =  - — - — - 6 ( - 1 8 \ п\1 -3 \+ С  = 
2 х 3 2 3 1 - 3  6 4 1 1

=  _ А 2.х . 1)3 _ 3(2х 11_ 6л1 2 х -1 -1 8 \п  ^ 2 х - 1 ~ з \+С  
6 4 '

Здесь и далеё при записи решений примеров, в которых и методы замены 
переменной и интегрирования по частям, все промежуточные выкладки будут 
заключены между вертикальными линиями.

З х-1Пример 2. Вычислить интеграл Г -—  -------------д х  ■
* 12 х - 4 х + 3

Решение.

I — 23л 1 а х =
2х 2-4 х +3

2 х 2 - 4 х + 3 = 2 ( х 2 - 2 х + —)-  
2

= 2 (х 2 - 2 х + 1 - 1 + —)=
2

= 2 ( ( х - 1 ) 2 - Д )

=1
З х -1

2((х - 1)2+1 )
с1х=

х -1 = ?  

х = ( + 1 

сЬс=Л 2 (' + 2>

4  { ^ г - Г г а г а д & Л
2 > Р + -  4 1  1 + 1-

I
зш

.2 + ' 1-  
2 2

з  № г + *>

1 №  + 2м  1. Г 31т Г 261 .
= 1 * 4 - 4 = !  \ т ! <11= 2 { \ - Г Т +  . Г Г _ Г )=:\ .л  ■ * +1  /2 + -  I + 1

-  ̂ -\п т + - \  + 2^2агс1дл[21+С- -1п (х -1 )2 + -

Пример 3. Вычислить интеграл ^ 4 - х  

Решение.

4 , 

2с/х

+2у12гк1дл[2{х-1)+С.

| л / 4 - х 2 (/х :

х =  2зт?
с(х =  2созсЯ
, . х  I =  агсзш— 

2

К
-  Ь / 4 - 4 з т 2 1 -2 с о з М

= 4
соз2 М
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=  4 Л  р + с р з 2 0 й  =  2(1+ |з 1 п 2 /)+ С  =

Интегрирование по частям.

Метод интегрирования по частям основан на следующей формуле:

' где и(х) и ч(х) -  непрерывно дифференцируемые функции (формула интегрирования 
’ по частям).

В некоторых случаях формулу (1) необходимо применять несколько раз.
К интегралам, которые находятся по формуле (1), относятся, например, интегралы 

■ вида ■
\Р (х)/{х )сЬ с, (2)

[ где Р(х) -  многочлен, 1(х) -  одна из следующих. функций: е сгх, а 0*  ( а > 0 ) ,  
; з т Л х ,  с о з Л х , хкАх$!сИАх. Чтобы свести интеграл (2) к табличному, надо 
; последовательно применять формулу (1) столько раз, какова степень многочлена Р(х), 
: с1у=((х)с1х. Если !(х) -  одна из функций
[ 1п Ах, а г с з т  А х, а гссоз А х, агс(%Ах, а гсс (§ А х , то за и принимают эти 
функции, а за (/V- выражение Р(х)дх.

Пример 4. Вычислить интеграл | ( 2 х  +  3 ) с о з З х с /х .
Решение.

Г

и — 2 х  + Ъ',<1и = 2  сЬ 

|(2х +  3) соз Зхс1х =  сЫ =  созЗхсЬ:
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1 2
=  — (2 х  +  3 ) з т 3 х :  +  — с о зЗ х  +  С  

3 9

Пример 5. Вычислить интеграл ^ 1 п ( х  +  7)с/х.

Решение.

|х1п(х+1)а/х =
и =1п(х+7);о/и - с/х

х + 1

№ =  х д х у  =

= ^ И * Й ) 4  С ^ 4 ц х + 1 | - 1  Г г > щ , х =
2 ’ 2 З х + 1  2 1 1 2 ^ х + 7

х 2 . . .. 1 , [ х г - 1 ,  Г с/х .
2 ■ 1 2 У}  х + 1  ; ) х + Г

2
1 С(х2 - 1 ) + 1

4 " (*  +  1 ) - 1 [ | ( л; - 1 ) * + | ^ ± «

л 1 а 1
— 1 п (х + 7 )— + - х + 1 п ( х + / ) 4 - С  
2 2 2 2 3  ■

Пример 6. Вычислить интеграл Р  •с о зх с /х .

I
е х -с о зх с /х  = е х - з т х -

Решение.

и  =  е х 

с1и =  е хс(х 

с о з  хо/х =  с/у 

\/ =  з т х

и =  е х

_ с !и  =  е хс/х

51ПХС/Х =  С/У 

1/ =  -С 0 3 Х

=  ех з т х + е х с о з х -  | е х - соз хо/х; 

Получим уравнение относительно искомого интеграла:.

| е < 8|51ПХС/Х

ех $ т х - ( - е )гс о 5 х +  |е *  созхс/х) =
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е *с о з  хй х  +  е х :Созхс/х =  е х 5 т х  +  е х со 8 х ;^ х созхс /х  +  

отсюда | е х созхс(х  =
е  з ш х  +  е с о з х

+  С .

Задания.

-с/х;
Г У 9 -  

Л х

|* х л /3 —хс/х;

( 3 + х )

+  4 х + 5  

4. | ( х 2 + 3 х )з т х с /х ;

с/х;

5. ^а гссоз2x(/x ;

6. | х е " 6Х(/х ;

7. | |п ( 2 х + 3 ) с /х ;  

гха гссоз2х(/х

а/ / - 4 х 2

Ответы.

л / 9 - х 2 X-агсз1П т-+С ; 

2

5. х а гс со з2 х ~ ^ 1 ~ 4 х г + С ;

/  .—6х/ . / .
2. - 2 у1 ^ ^ + У ( 3 - х )5 + С -  6' " б 6’  Х { х + б )+ С :

& 3
3. ^ ^ 2 ^ + 1 п  х + 2 + "

4. ( 2 - х 2-З х )с о зх + (2 х + 3 )зтх + с 8 - -  -  агссоз(2х) • V / -  4х2 - - х + С .

Домашние задания.
■ Л

1. [ - Д = ( / х ; 4 Г ( / - З х 2 )е хс/х;
Л - х г з

2. | х 2л /3 + 2 х с /х ; 5. |хагс/дхс/х.

Г ( / - З х ) с / х .

^ 2 - 4 х + 5 ’ . . . . . . .
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Ответы.

2. ±у1(3+2х)7 _ ^ л /(3 + 2 х )5 +~^](3+2х)3

3. - | | п  ( х - 2 ) 2 +1 -5агс1д{х-2)+С‘,

ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ.

Рациональной функцией Я (х )  называется функция, равная отношению двух 
многочленов:

где т  , п целые положительные числа, Д-, Ву е  Я  { / =  1, т; у =  1, п ).

Если т > п ,  то Я (х )  называется неправильной дробью, если т < П  , — 
правильной дробью .

Всякую неправильную дробь путем деления числителя на знаменатель можно 
представить в виде целой части М т _ п  и правильной дроби:

Чтобы проинтегрировать правильную рациональную дробь, необходимо её разложить 
на сумму простейших дробей.

д д о  - - Ощ(*) У ” +  + -  + Ап
РП(х )  В0х п + В 1х п~1 + . . . + В „  •

Пример 1.

х^+х^-1 х3-4х
х 2 + х + 4

х5-4х3 
х 4 + 4 х 3

х4—4х2
4х3+4х2

= х 2 + Х  +  4  +
4 х 2 +  1 6 х - 7  

х 3 - 4 х

4х3-16х
4х2+\6х-1
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Рассмотрим два случая:

1.0 . ( Х ) . 0,(Х) А , А
Г +  . . .  +  - А в,

Р „(Х )  ( Х - а ) “ . . . ( Х - / ) “ Х ~ з  ' ( Х - а ) 2 ( Х - а ) “ Х - /  ( Х - / ) А ’

где Л ,> - > А а , В х , В г , . . . ,В а - действительные числа (т.е. многочлены нулевой

степени), а,..., I -  действительные корни многочлена Р „  (х) кратностей а,...,л 
соответственно.

З х 2 +  5 х
Пример 2. Разложить рациональную дробь

дробей
Решение.

Зх 2 + 5 х В,

( х  -  1)(л + 1)3

В,

на сумму простейших

В,
(х-1){х+1)3 х —1 х+1 {х+1)2 {х+1)3 '

Приведем дроби в правой части к общему знаменателю и сравним получившийся в 
правой части числитель с числителем данной дроби:

З х 2 +  5 х  =  А ( х + 7)3 +  В1 ( х + 1)2 (х  - 7) +  В2 ( х + 1){х - 1 ) + В3 ( х  - 1) 

пусть х  =  1\ 8  =  8 А  = >  А = 1 ; х  =  —1\ —2 =  —28^ —> в3 =  7 
х  =  0; 0  =  А - В 1 - В 2 - В 3 - > В 1 + В 2 = 0 ;  

х  =  -2 ; 2  =  —А — З В 1 + З В 2 - З В 3 = >  В 2 - В 1 = 2. 

[ в , + в 2 = о ;  в, = - 7
о „  □ . (метод частных значений)

|В 2 + Ц  =  2 *  а 2 =Т

Зх2+ 5 х 1 1 7 7

{х-1 )(х  + 1у х - 7  х+7  (х+7)2 (х+7)3

2. О п М  _  О т(х) /^х+В, | А2х + В 2 -+  + ... +  ‘
А .х + 6 :

Рп(х) (х2+ р х+ д )2 х2+ р х+ д  (х2+ р х+ д )2 . (х3 + р х + д )а
2 2 где X + р х  +  <7 имеет комплексные корни (т.е. Р  - 4 р д < 0 ) .

,  ^ 
х  + 2 х - 1  ;

Пример 3. Представить дробь ^.2 + х  +  ^ 2 в виде суммы простейших дробей. 

Решение.
Т.к. уравнение х 2 +  х  +1  =  0 имеет дискриминант 0=1-4<0, то данную дробь можно 

записать в виде:
х 2 +  2х - 7  _ А1х +  В1 | А2х  +  В2 

(х 2 + х  +  1)2 х 2 +  х  +  1 (х 2 +  х  +  1)2 ’
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откуда х2 + 2х + 7 = (Дх + В,)(х2+ х  + 7) + (Л2х + б2). 

Методом частных значений найдем А 1, А 2, В Х, В 2 .
Пусть х  =  0 ; — 1 =  В х +  В 2;

„г .,-  х  =  1, 2 — 3А 1 +  ЗВ^ +  А 2 +  В 2
х  — —1, — 2 — ~~А\ +  5 | — А 2 +  В 2 
х  — —2, — 1 — —6х4| н- ЗВ, — 2А 2 +  В 2 

Получим систему уравнений:
/

- 6 А 1 +  ЗВ1 -  2А2 +  В2 ~ - 1  

ЗД + ЗВ1 + А2 + Е$2 = 2 

—Д  +  Ву “  ̂ 2 +  В2 =  “ 2

В1 + В 2 = - 1

Решение этой системы:'

Д ,= 0  
В, =7 х  + 2 х + 1 1 х -2
Л - т-е' ,„2  , „  , 4\2 „2 , „  , 4 ' /„2  , „  , 4\22
В2 = -2

( х ^ + х + 7 )  х ^ + х ^ -1  (х + х + 7 )
■ '3

Примеры интегрирования рациональных функций.

5 х 3 + 2
Пример 4. Вычислить интеграл 

Решение.

<Ух.
3 5х2+4х  

5х3 +2 |х3- 5 х 2+4х

Г _ *
З х 3-

5х3 +2
х - 5 х  +4х

-<Ух =
5х3 -25х2 +20х

= 5 М

25х2 -20Х +2  

25х2 -2 0 х  +  2 
х(х2- 5 х +  4)

Г ,  25
1(5+^

25х2 -20х+2  

3- 5 х2+4 х
)сУх

с ,'25х2-20х+2  .=  5х+ ------------— с/х =
I х(х-4)(х-7)

г  Г И  е=  5 х +  (— + —
^  X X -

^ —н— ——)с/х = 5 х + Л 1 п |х |+ 8 1 п |х -4 |+ 0 1 п |х - '/ |
4 Х -*?

+

Найдем коэффициенты А ]В )И  .
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25х2- 2 0 х  + 2 А  В  О  
- = —+ ----- +-

х ( х - 4 ) { х - 1 ) ,  х  х - 4  х - 1  

2 5 х 2 -  2 0 х  +  2  =  А { х -  4 ) { х  - 1 )  +  В х { х - 1 )  +  Ох(х -  4)
1 7

при х  =  0  4 А  =  2  А  =  — ' х - 1  0  = - —;х  =  4; В - ——
2 о о

Г 5 ‘
Итак' . ( р т

Пример 5.

, 3^ ? Ь ^ х = 5 х + 5 |л|,<|+Т |л|х - ‘'|" 1 |л|' ^ |+с

Гх3+ х + / ,  Г х 3 + х + 1 .  Г,, 1 , ,
---- 5-----с1х =  — 5------с/х = \ { 1 + - ■=— )с/х =

1 х (х 2 +1)   ̂ х3 + х Г -  х3+хх ( х  + 1 )

Г ,  Г йх Г с/х Г.А Д х + В . ,
Л ^ 3 + х ' } х ( х г + 1 )  У х  х 2 + 1IX3+х  ^х(х2+/) 

А(х2+/)+(Дх + В)х = 7 

х  =  0

А  =  1

А  =  1

х  =  1

х  =  —1

2А +Д  + В  = 7 в = о
д = - /

= х+1п|х|— 1̂п

2 А + А 1 ~ В  =  1 

х 2+1\+С.

-X  +
Гс/х Г хс/х

3 х  \ х 2 + 1

\

2.

Задания, 

с/х
х ( х  +  1 ^ '  

^ 4 x 3 - 1

х 3 + 1

х 3 - х
с/х;

х  ( х - 1 )  
2

з- 1;
Ъх1 +  2х

(х-\)(х2 + 2х+ 2)
- б х ■

‘ I:

■ Ь г Т *
Г X3 —'
И г :

с/х;



Ответы.

1. 1п
х  +  1

+ 7+С;
х + 1

4. х-1п |х |+ -+21п |х -7 |+С ;
X

1

2. 4х+1п|х|+^1п|х-7|--||п|х+7|+С$. +-агс1дх+С\

3. 1п|х -1 |+ 1п|х2 + 2х + 2 |+ С ; 6 *х + ,п|х| _ ^ , п|2х_7|_ 9

Домашние задания. ^ : 

С2х3 +  5 х 2 - 1Г2х

Ч — 3 +  х 2
Г 7 х - 1 0 ,

2. I — 5— - Й С

-с/х;
2х+3

х3 +8

Ответы.

4
1. 2х+1п|х|+-+21п|х+7|+С ;

{ х - 1 ) ( х 3 - х 2 + 4 х -  4)  

Г Зх 2 - 1 7 х + 2  

■ } ( х - ^ - 2

с/х;

!(х -7 ) (х  + 5 х + б )
с/х;

2. 1п|х2 -2 х+ 4 |-2 1 п |х+ 2 |+ -|= а гс /д :̂ = ^+ С ;
л/3 л/З

3. . ± . А а а в и 0 _

4. 201п|х+3 |-1п|х-7 |-161п|х+2|+С .

!п|2х+7|+С.
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ИНТЕГРИРО ВАНИЕ ИРРАЦИОНАЛЬНЫ Х Ф УНКЦИИ.

— Е2-
1) Интегралы вида |й(х, (ЭХ + ■)41, ( ~х - - ) ,г \...)дх находятся с помощью

э С" ' "*с х + д  сх+ д

подстановки ах + Ь 
сх+ д

=  2 ", где п- наименьшее общее кратное чисел <?,,д2.....

(УхПример 1. Вычислить интеграл | - ^ = = Д ^ = = =

Решение.

дх
Ч 2 х - 1 - Ч 2 х - 1

2 х -1  =  1п 

х =  | ( 2 п+У) Г223(У2 „  (Г д 1
~ \ г г- 1  3 2-1

дх =  223сУ2

=  2 Д = 2 1 (2 + 1+ - ~ ) с / 2  =  г

= 2 (у + 2 + 1 п [2 -У |)+ С  =

=  л /2х-У + 2< /2х-У + 21п |< /2х -У -У |+ С .

многочлен степени л, 

дх

С Р „ (х )с к  .
2) Интегралы вида у т"  ~  где " „ ( х )  

р х /а х  +А.х +  с
вычисляются по формулу:

Г = Оп-((х) ■ х/ах2+ Ьх+ с + Я Г-т-
^ уах + Ь х+ с  •’ уах  + Ь х+ с

где - многочлен степени п-1 с неопределенными коэффициентами.
Г х2(УхПример2. Вычислить интеграл ,

Решение. .
Интеграл ищем в виде 

х2дхГ х -.7 = (Ах + В )-у1х2~ х + 1 + Л  Г-4
^ у  х 2 — х+ 1  •'х/х

а  с/х

’ х/х2 -х + У
где А, В, Л -  неопределенные числовые коэффициенты. 

Дифференцируя это тождество, получим:

-х+У

7 х 2 -х + У
= А-х/х2-х + У + (А х + В )- 2 х -1

+  Л-
1

2х/х2- х + У  х/х2 - х + У
или, приведя к общему знаменателю и сравнив числители получившихся дробей в 
правой и левой частях, получим уравнение:

2л:2 =  (ЛЬс +  Я)(2л: - 1 )  +  2 А .
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Вычислим числовые коэффициенты А, В, К из следующей системы:

при х=0 
х=1 

х=-1

2 А -В + 2 Я  = 0 
З А -В + 2 Я  =  2 *-* 
9 А -В + 2 Я  =  2

Ч
в ' Л

4

ЛЧ

т  Г х 'д х  .1 3. г~2-------- 7 1 С (ИхТогда , --------= ( - х  + - ) - У  х - х + 1 —  .--------
^ '2  4 8 ^ Г 1

2 х + 3  I 2 7 7.= ---------Ых - х + 1 - -  1п

2 3

и  I,.. 1 \2 з
(х- 2 ) + Г ' 2 )  + 4

+ С .

Г (1х3) Интеграл вида I— ------========= приводится к виду 2) с помощью
3 (х -  а )" л/ах2 +  Ьх+ с

подстановки
х - а

*
3

Пример 3. Вычислить интеграл Г---------—
\ х  + 1 ф - х - х 2

Решение.

с/х
> ( х + 1 ф - х - х 2

х+ 1  1

х + 1 Л

Х—- - 1
I

. Л<7х = — г  
I2

- ь

л
V

' Ф г ' Ф

Г щ _  Г____ й ______ Г Л

Н - Г
_1_ Г_____Ш_

Ф ~ 3  | „  Ъ
= = = — 7=1п 

2 9 л/2
( , + Т> -  и

1 1,2 9
, * 4 * Т * 7 ~ 1 6

+с=
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= ----7=|П
л/2 + - . К - ^ + т ) 2 9

1 1--------1---
х+ 1  4 \  х+ 1  4 16

+ С ..

4) Применение тригонометрических подстановок:

1) Если интеграл содержит у/а2 - х 2 , то х =  а ап 1.

2) Если интеграл содержит \1х2- а 2 , то х = — .
СОЗ(

3) Если интеграл содержит л/х2+ а 2 , то х  =  э(д(, а = сопз(.

Гл/х2 +1
Пример 4. Вьмиспить интеграл — -4— с/х.

Решение.

Г л /? + /Гу1х ‘  + 
^ х 4

-дх = . д1с/х = -----у-
СОЗ ( 

I = ж1д1

1 дх

-Ясоз21 соз2 Г
51П4/
соз4(

Г сII соз41 ГсозШ  Г ф |п О _  1 |
.!соз3( 5!п4 / ^ з т 4/ ^ з т 4( Зз:п3 / +

1
Я
4

З зт3а/г/дх
-+ С .

Задания:

[у /х -1—I 
-1
дх

( ч /х - (  .
' \ Г х  + 1 '

■ [—  • '(2 -х )

Л .
(х3 -3 )д х

у]х2-2 х + 1 0  
дх

’ ху/х2 + х + 1 
дх

:3у]х2 -1

(2 -х )л Я -х  ’
1х - 1  

3.

Ответы:

1. л / /  — л/ ^ + л/х -нл/х — б ^ х  — 1п|л/х + /|+6алс/д^х+С ;

2. -2агс1д^1-х  + С;



3. -2агс1д. — -+1п 
\  х+1

7 + л х - 1
> х+1

ч
х —1
х+1

+С;

А . - ( х +3)у1х2 - 2 х +10 1п х - 1 + 4 х2 - 2 х+10
2 2

+С;

5. С —1п

1

1 1 4 х 2 + х+1—+ - + ----------------
х 2 х

1 4 7 ~ 1
6. — агссоз—+

2 х 2х
У

+ с .

1

Домашние задания: 

х —1
1 x 4 7 : 2 ёх:
Г 4хдх  

* 4х —

Г “ х 
• ' х ^ - 3 х - 2 х 2 
Г ёх

' - у ( 9 + * 2)3 '

Ответы:

1.2 л /х -2  -  4 2 а г с 1 д ^ -~ -+ С;

2л/х -1

3. —1п

2. 1-4х + ^ -4 х + 7 -  1п
2 8 32 2$1х + 1

1__ 3 4 - З х - 2 х2 
х 2 х

+ С;

+С; л 1 х  ~4. — т = = + С .
а 44+7
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ИНТЕГРИРО ВАНИЕ ТРИ ГО НО М ЕТРИЧЕСКИХ Ф УНКЦИЙ.

1) Подынтегральное выражение содержит я/лх или соях в нечетной степени. Тогда 
| з 1'пт  х • соз" х с/х = \т =  2к+ 1 \=  ^ т 2т х • соз" х • з т  х <Ух =

= |(51П2х)т х-созпх с!(созх) = - |(7~соз2х)"’ -соз" х (/(соз х). 

Аналогично поступают, если п - 2 к + 1  (к о /.) .

Пример 1. Вычислить Г005
• 'л/зш2х

Решение:
соз5 хбх р с о з^х -ф тх ) р(Т—з1п2 х)2 ф |п х )Гсоз хах р 
ч/з1п2х ^ 

П 1-12)2б1
л/з1П2Х - я \/з1Л2Х

|з т х  =  /| =

=  У  ^  -2/2 + /  (11= ^  3й - 2 р 3Л +  р 3й  =
р  /з

= з Ш - ^ ^ + — л /Р + С  =  Зл/з1П Х --^ /з '1П7х + — л/зт,3х+ С .
; 7 13 7 13

; 2) Подынтегральное выражение содержит я/лх или соях в четных степенях. Тогда
: используют формулы понижения степени.

р ,з т гах-соз"хй х  =

т = 2к\п  = 2р; /с.реА/г

?
. 2 1 -соз2х31П х  =

СОЗ X = -

2
1 + соз 2 х

7 - соз2х^ ^7 + соз2х )рйх;

Пример 2. Вычислить |соз2 Зх • зш4 Зх с1х. 

Решение. УУ
|соз’  Зх ■ * <  Зх *  »  =

= ̂  + с°збх)(Т—с°з6х)(Т — =

= “  Г(7-со526х)(7-соз6х)с/х = -  |*(7 -  соз 6х -  соз2 6х + соз3 6х)с/х = 
8 •) 8 •)

1 1 1 С 1 С= —(х ——51ПбХ—— |(7 +  С0372х)с/Х + -  С0326хс((31Пбх)) =
8 6 2 ^ 6 }
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= -  (х —-  51П бх - - X  — — ЗШ12х +  -  Г(1 -  51П2 6х)6(5Ш 6х)) = 
8 6 2 24 6 4

1 1 1  1 1 1 = - ( - х - -5 1 п 6 х - - ^ -5 1 п 1 2 /+ -5 т 6 х — - з т 36х)+С  =
8 7  6 24

1.1 1 . . .  1 --п з
18

- ( ~ х ------ зт72х— з т  6х)+С .
8 7  24 8 1

3) Подынтегральное выражение содержит з/лх и созх в отрицательных степенях (т.е. 
в знаменателе), либо (дх. Тогда применяют тригонометрические тождества:

а ) Ь
бх

—^ —-^1+с1дЧ =  1 + - ^ -  
51пг х /  (д {

— ~ = 1 + 1 д  (
С05 X

4 !
= =  2 • Л 1д'х

т-2

с/х
соз2х

1 II III—С
= \ { 1 + ~ т - ) 2 -(1+ 19гх ) 2 й ( Ш  Л 1д х

бх
I з'ш3 2 х '

бх*

Пример 3. Вычислить -  
4 з

Решение.
Г бх Г бх______ 1_ Г___
^51П32х ^ (2зтх  со5х)3 8 Лзт

= \  С3°5— Х—  = I  ( V 3*  — 1 -------% - =  1-  |*д~3х(1+ 1д2х)2б{(дх) = 11дх =  /| =
8 .1 5Ш X • СОЗ X 8.1 СОЗХ СОЗХ 8 4

7 | г » « + 2 1 Ч 1 -)с« Л | ( г >+ | + / ) < « = ) ( ^ * ш и 4 ) + с .

)31Л3Х-С033Х

— ^ - + —1п\1дх\+— 1дгх+С. 
161д2х 4 1 1  16 У

б | | | 5 ' ’х с/х =
т = 2к; кеЫ  

г 1С V------------
С032Х

(д х--
= к - ^ - - 1 ) - 1 д т-2х б х =

4 СОЗ X

= |<дга“2х б[1дх)- ^ д т~2х бх;

Пример 4. Вычислить | |>д4х б х .

р д 4х бх =  ^ д 2х(— |г --7 )с /х =  |/д 2х б{1дх)~ |/д 2х бх =

Решение.
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1д3х
Н г — * ) *  = ̂ С05 X

1д3х ■1дх+х+С.

4) Интегралы вида |зш  тх -со з пхс!х, | з т  тх-з'т пхбх, |со з  тх-соз пхёх 

: вычисляют с использованием тригонометрических формул:

зта г • з т /7  =  ^  (соз(сг - /7) - соз(а  +  /?)),

з т а  ■ соз/7 =  ( з т ( а  - р )  +  з т ( а  +  (})),

с о за  • соз/7 =  — (со з (а  - /7 )  +  с о з (а  +  /7)).

31паг • соз/7 =  -(з1п (а  -  >3)+зт(аг +  /?))Например, | з 1П тх -со з  пхс!х =

= ̂  | ( з т ( т х  -  лх)+ з т ( т х + лх))йх;

Пример 5.

| з 1П Зх • з!л 5х ёх =  |з1Пог • з т  /7 = -|(со5(аг -  /7) -  соз(а+/7)) 

=  ̂  |(соз 2х -  соз 8х)с/х= - ^  з т 2 х  -  ̂ зю  8х)+ С.

5) Интегралы вида |К(5шх; созх)с1х, где Я (зтх ;со зх ) - рациональная функция от 
; з/лх и созх, вычисляют с помощью т.н. универсальной тригонометрической 
I подстановки (д ^  = ( , либо заменой 1дх = I ,

|/?(з1пх;созх)с/х =

51ПХ = -
1+1д:2 X

созх =
, 4 2 X
1-*д  ^

1+1д,2 х
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21д|
щ щ

)с/х =

Пример 6. Вычислить -------
Л  4- 51!

, х ,
' ' Г ' , !

^  = агс/д/

х =  2агс/д/
. Мс/х =  -

1+ Г

= ]/?(/)с//;

(/X
/ч -зтЗ х+ со зЗ х  

с/х 1  Г с/хРешение. Г-----------^—Л — = Г-
Л + з т З х + с о з З х  ■.} 2 1 9 ~  

1 + ------------------2.

1-1д‘г Зх

/+ /д г Зх 2 3х
1 + « З у

, Зх ,
» Т = '
Зх =  агс/д/

х = - а  гс/д/

, 2  с//с/х =  - - -
3 / + / 3

2с//
=  Г 3 ( /+ /2) 2 Г _ /

3 .  2/ / - / 2 З .П +
/ + / 2

2//н------- »-+
/ + / 2 / + / '

/ + / 2 1+(2 + 2 1 + 1 П 2
)с// =

Пример 7. Вычислить Г— 5-------------—---------------- т— .
Л т  х + З з т х -с о з х -4 с о 5  х

/ д у + / + С .

Решение.

ь3 31!
с/х ‘

1с
с/х

51п2 х+ Зз1пх -созх -  4соз2 х 3 соз2 х(/д2х+ З/дх-4) 
с/(/дх) I, ,, Г с//

+ 31-4

-I; с// ггг= -1 п(, +  3)2_ 2 5  5

, 3 5/ + -------
2 2

, 3 5/ + — I—  
2 2

+ С = -1п 
5

/ - /
/ + 4

+С  =

= -1п 
5

/д х - /
/дх+4

+С.
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Задания.
Вычислить интегралы:

, Г . 3 X 5 X ,1. зт  -соз  -с/х; 5. Г х хсоз— соз-с/х;
.) 3 3 ^ 2 3

2. Гзт'хс/х; 6. Г С08Х с/х; ...3 •1/ + С05Х

со 7.^ з т  X У1-1дх
4. Гс/д3хс/х; 8. Г соз2х . . 

— г-------г г - * -Зсоз Х + 51П X

Ответы.

■ 3 8 х 1 в *  п1.-СОЗ------- соз —+С;
8 3 2 3
3 1 1:2 . - х — 31п2х+— зЫ х + С ; 
8 4 32

„  , с1д3х _3.-с1дх— —— 1-С)

4 ,- 1
2 зт2х

-1п|зтх|+С;

с . х 3 . 5х _ 5 .3 зт— I— 51П——+С; 
6 5 6

6. х - ( д ^ + С ;

7. -1п|созх-51Пх|+С;

8.—т=1л 
2у[2

У2+51П2Х
л/2-31п2х

+ С.

Домашние задания. ?

1. |7соз32 х -з т 32хс/х; 3. Г с/х . 5. Гз1п5х-зт7х с/х;
З З з т х -с о з х

2. |з т*З х -со з2Зх с/х; 4. Г 31п2 х .
Ь г г г ---------- Г " Л :З З зт х -с о з  х

6. Г с/х 
•!с/д3х

Ответы.

>. 1,— 7соз<8 2х — —л/соз82х +С;
; зб 16
О — у  — чтЮх — 51П3 6х +

144

+С;

16 /92

1
3. -р=1п

, х 
192
. х 
1д2

4. -^/дх+^-агс(д (^3 (дх)+ С;
о У

5. - 5 т 2 х - - ^ - з т /2 х + С ;
4 24

6. — —̂— ь 1п|созх|+ С.
2созг х 1 1
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ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА. 
ФОРМУЛА НЬЮТОНА-ЛЕЙБНИЦА.

Если Р(х) -  какая-либо первообразная функции 7 (х ) , непрерывной на отрезке [а, Ь] 
(Р (х )  =  Г (х ) ) , то справедливо равенство - 

ь
]>(х) с/х = Р(х)\ь= Р (Ь )-Р (а ) , где Р (х) = Г(х),
а

которое называется формулой Ньютона-Лейбница.
у

Основные свойства определенного интеграла.
Пусть функции Г(х) д  <р(х) интегрируемы на соответствующих отрезках. Тогда:

1) }(/(х ) ± (р(х)дх) = |/ (х )  + \ср(х)с1х\
а а а

ь ь
2) |с/(х)с/х = с|/(х)с/х (с = сопз1);

а а

3) |/(х)с/х = -|/(х)с /х;
а 6
6  с  6  2

4) |/(х)с/х =|/(х)с/х + |/(х)сСх; ^
а а с - ■

й

5) если /(х ) > О на [а; Ь] и а < Ь , то |/(х)с/х >0;
а

Ь й

6) если ^(х) < / ( х ) , х е  [а;Ь] и а < Ь , то ]У(х)йх < ]У(х)с(х;
а а

й

7 ) если т  = т т / ( х ) ,  М = т а х /(х )  и а < Ь ,т о  т (Ь -а )<  Г/(х)с/х^Л/(Ь-а);
хе(а;Ь] хе[а;й)

8) если /(х ) непрерывна на [а; ь ], то на этом отрезке существует хотя бы одна точка
Ь . . .

х = с, а й с < Ь ,  такая, что |/(х)с/х = Г(с)(Ь -  а);
а

Ь
9) если !{х ) непрерывна и Ф(х) = |/(х)с /х , то ф '(х ) = ( (х ) .

Пример 1. Вычислить Г— — .
Л + хо

Решение.
1 ■ . . 

=  1л|/ +  х|| 5= 1п2-  1п / =  1п2.
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Пример 2. Вычислить — .
о

Решение.
1Г13д2 1 V <Ц14) 1 . ^

о о '  '

Пример 3. Вычислить Г5._(*пх) с/х.
V X

7

= 7 ( Т " 0 )  =  ̂:4 Х 4 16

Решение.
е
| 51П( ПХ)с/х =  |зт(1п х) с((1п х) =  -  соз(!п х)) ®= = - ( с о з / -  соз 0) = 7 -  соз 1;

V

Пример 4. Вычислить ^ ]х - 2 б х .
2

Решение.
л /х^2  =  / / ,= > /6 ^ 2  =  2 
х - 2  = (2 1И =  л /2^2  = 0х -2 б х  =
с/х =  2?<#

1|-2' ‘« ” 2 { ' г л = т * = | {23- о ) = у :о 3 3

•.и
Пример 5. Вычислить^’

«■ •!-
с/х

Решение.
У Л Х

бх

Ч х2- 4

2-Л х3у[ 7 - 4

2 кх = ------  / „ = —
соз? б

. 2з1п?с/х = -----г-</?
соз ?

, 2 . л? =  агссоз- ? = — 
х И 4

I
соз?
8

7 соз31.
2-(д(

. Г

= I  /соз2 * й  = у  Ц ( * + соз2?)с№ = ^ ( ? + |з т 2 ? )
/Г /Г
4 4

1 .л  л/З л  1. 1 4 3 - 1  л .
~ 1 б (Т + 1 Г ~ 1 ~ 2 ) ~ 1 б (~ 2  1 ? '
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Г 1 •— хПример 6. Вычислить х1п------ с/х.
3 7+ х

Решение.

х1п— -с/х = 
1 + х

., I 7 - х  7 - х  -2  , 2с/х
(7 =  1л-— ; (Ш= - ----- --— — с/х —

. 7 + х ’ 7 + х (7 +  х)2 х2-7
2

хс/х = с/У V = ■

2
1 - х
1 + х

'• I ,2 Г х2с/х 7 . 7  7. „  IV  7 . .-  —=—  =  —1п------ 1пЗ — (7+^=— )с/х
_1 З х2- 1  8 3 8 х2 -7
2 ± 

2

- 1- \ п З - - \ п З - ( х + - \ п  
8 8 '  2

Задания.
Вычислить интегралы.

х - 7
х+ 7

2 1 1 1 1 1=  = - - 1 п З - ( - + - + - ( 1 п - - 1 п З ) )  =
1 4 '2 2 2 К 3
2

= _ 1 |пЗ -7 -1 пЗ = -(7 + ^1 пЗ). У

4
(2х-7)с/х .

х2 ч-4х + 5 ’
О

7

2- 1 ч/з)пх—81Л3 х йх;

0

3. Гх5л/7+х2с(х;

«. Г—
37-51п2х

5. |хз'шх-созх(7х;5. |хз '|
о
5

С/Х
2х+у/Зх+1

Ответы.

1.1п 2 -  Загс1дЗ+ Загс1д2; . 1 7+л/З . с 7. 7 3 .  _ 6. - 1 п - + — 1пЗ.
2. 7 - / 3 " 2 2 / 0

3
3.8,15; 16 48
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Домаш ние задания.
Вычислить интегралы.

; 1
11. | х 3л/4+5х4Рх;

1

4.

1

: 0

1*  ё *1
Л

3

1 (х 1)̂

5. Г ■ *  ;
; ( х -1 ) (х + 2 )
4

М ( 1 - х г?

Ответы.

1.0,63; 3. 0,82; 5. 0,04;
2 .1,07; 4. - 1,25; 6. -0,2.

V

; НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ.

И) Интегралы с бесконечными пределами.

Если функция ((х) Непрерывна на з < х < <х>, то ]У(х)с(х = /(В) - некоторая
а

• Ь
| непрерывная функция от В. Тогда предел Пт ]У(х)сЬс называется несобственным
■ а ■

интегралом с бесконечным пределом (I рода) функции у  = 1(х) на интервале 
: [а;+оо) и обозначается

+00 Ь .

Ы х ) д х  =  Пт | ) ( х ) й х . /
а а ч  ■

В зависимости от существования или несуществования конечного предела в правой 
части равенства, несобственный интеграл называется : сходящимся или 
расходящимся.

5 Ь Ь I

I Аналогично [т {х)дх =  Пт |}(х )с /х ;
^  Э - + - о о  ^

| -со а
 ̂ +оо С ь

| ]У (х)с(х=  П т |У(х)с/х +  ̂ Пт ]У(х)с/х.
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Гагс(дх А
Пример 1. Вычислить несобственный интеграл ]  х 2 +  1 * '

о
Решение.

[ а̂ 9Х ёх = {агс1дх д(агс1дх) =  -агс1д2х 
+1 ^ 2
1  \а “1= — Пт (агс1д2х\ ) = -  Пт (агс(д2а - 0 )  = 
2 а-»х о 2 *

4  2
?  2 ’Ф 2=Т : интегРал сходится.

^  . - 00

Пример 2. Вычислить несобственный интеграл | б1п2х д х .

оо

I й

Решение.
1|51п2хс(х = - - соз2 х

1 ь
= - - (  Нт соз2х ) =2■Ь-юо аа-4-оо

1 I=  —- ( Пт соз2Ь- Пт соз2а). , |
2  Ь—>оо а->оо *

Полученный предел не существует, значит, интеграл расходится.
оо

хс/хПример 3. Вычислить несобственный интеграл, | -
(1 + х),з ■

Решение.

00
г хёх

1 + х =  1 1в =  со 
х = 1 -1  1н =1 
Ох =  (П

^ + х ) 3

(

I ^
 

+
8 

--

"  1 1  
1 а->оо 21 *

оо оо
= Гй =

]  I3 ) { 2 ] ( 3V
1 1

.. .1-21  к  ,1 -2 а  . . . .1|Ш(— т -+ 0 ,5 )  =

.  2а а2( 12— ~)
Пт -— ^ -+ 0 ,5  =  Пт — 2 - ^ - + 0 ,5 = 0 ,5 .а->«о 2а а->«> 2а

Интеграл сходится.
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Признак сравнения.

Если при х > а ,  0 <1(х)<ср{х), то из сходимости интеграла |<р(х) с/х следует
а

оо оо
сходимость интеграла | / ( х )  с/х, и из расходимости интеграла | / ( х )  с/х следует

а а
■ ОО . '  ■ ■ - -* -1

расходимость интеграла |р (х )  с/х.

00

Пример 4. Установить, что Г— — р = =  сходится.
,^ х3+ Ч х4+1

Решение.
7 г-------- = = < —  при хе /? , значит, и при х > - 7 .

Хг + Ч х 4+1 X -  '■ 'г

а = - \ \т ( - + 1 )  =  -1 .-1 а->оо а 
- 7

Этот интеграл сходится. Значит, и данный интеграл сходится.  ̂ ^

2. Интеграл от разрывной функции.
Если функция Г(х) непрерывна во всех точках отрезка [ а ; Ь ], за исключением точки 

х = С ( а < с < ъ), где|>на терпит бесконечный разрыв, то этот интеграл называется 
несобственным (Ирода) и обозначается

Ь С-е? Ь
= Нт Г /(х )+  Нт /(х )й х , где е, > 0; ег > 0.^■̂ 0 || 2̂ —>0 •!

а а С+&2

Рассмотрим интеграл [ * =  Нт ( - - )^ X в->«0 , X

Пример 5. Вычислить несобственный интеграл |!п х  с/х.
о

Решение.

1'1пх с/х =
1/ = 1пх . с/х с/и = — е

= х 1пхX
с/х = с/и У =  х

с

е 1 е
= (х !п х -х ) =  Н т (х1п х -х ) =

О е-+0 Ю + а

= Н т( 0 - (е \п е - е)) =  -  Пт е^пе ^  =е-+0 а-*0 1
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1

= -  Нт 1̂пг? . ^  = -  Пт = = -  Пт—: (— \ )  = -  Пт (-я) = 0,
„  . . л  е—>0 ~  «.л * л '  '■8 " > е-*0 8 - 82 е~*°

интеграл сходится.

100
Г {/хПример 6. Вычислить несобственный интеграл -^=— ^=-— ^
^ у х  + 2 у х + хл *

Решение

Т.

о

100/ ИД/
1 р  ^  1 Г с/х 4 4Г зк.ж - ж ^^,торассм отриМ / - р Л

О у«

*00
о

значит, интеграл сходится,=  - 1 т № ” = - М - Л - - < Р > = - ^ .^ 3  '  г и '  з .  з  з
поэтому по признаку сравнения сходится и интеграл от меньшей функции.

4
Г с/хПример 7. Вычислить несобственный интеграл

Решение. ■ - .
4 3 4
С с/х Г с/х Г с/х 

. ~ ~ } 0 = х )

= - | ( 3 - х ) ~ Ч ( 3  -  X) -  |(3  -  Х р  с/(3 -  х) =  -  -

^ ( З - х ) -  #
.,1 .

Т с /(3 -х )  ’ Г«*(3-х)
З̂ ( 3 - Д )

3 3 3 4

2^/(3- х )2 1 2 $ 1 (3 -х )2 3

3 I3-"* .. я: 3= - П т — ------ - П т — р =
*(-*> 2 ф - х ) |  2 *2->о 2^/(3- х )

Интеграл расходится.

Задания.

4 =_1 
з+с2 2 П т (-^ = -3 )+  Нт ( -3 + —?=)

^  *2->° 2фГ2

00
1. Г * ;^ х 1пх2

ЯГ
2 - 5 . ' [  г *  ;

■!л/ х + 2х03. |с/дх с/х;
00 0 0

2 Г ^  •
Ч "-1 ■ .

« Г х(1х
“  / х2 +  4 ’—00

Ответы.

1 Р ( х 2+4)3

1. расходится;
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2 .
2

3. расходится; . 

Домашние задания.

Г хс/х 
^ 16х4 + 1’

Ч 7дх
(х2-4х)1п5’

2

Л Г-3|С032 Х
с/х;

Ответы.

1. - ;
16

4
3. интеграл расходитс^;

4. -2;
5. 1пЗ; 6. 1_

2 '

4. Г , дх :
• л14х - х2-4

5. Г  ^
1 (1+х)2- 4 х +1

5. интеграл расходится.
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ВЫЧИСЛЕНЕНИЕ ПЛОЩАДЕЙ ПЛОСКИХ ФИГУР.

ь

С геометрической точки зрения определенный интеграл | г ( х )  йх (при Г(х) > 0)

определяет площадь криволинейной трапеции, ограниченной графиком функции 
у  = Г (х), прямыми х  =  а , х  =  Ь и осью О х (см. рис.).

Так как^площадь любой плоской 
фигуры можно рассматривать как 
сумму или разность площадей 
криволинейных трапеций;^ ее 
составляющих, т о . с \ помощью 
определенных интегралов можно 
вычислять площади различных 
плоских фигур.

Если Г(х) <  0 , то 
ь

5  = -  | г ( х ) й х .
а

Если непрерывная кривая, ограничивающая криволинейную трапецию, задана 
параметрическими уравнениями х  =  <р(1) , у  = у/(1) , т/ где I  е [а ;/? ], то

Р

^  • <р'(№ .  где а  и р  определяются уравнениями <р{а) =  а ; ц/{Р) = Ь
а

(у /(1 )>0 ), на отрезке [а \р \ .
Если непрерывная кривая задана 

в полярных координатах 
уравнением г =  г(<р), то площадь 
криволинейного сектора А О В , 
ограниченного дугой кривой и двумя 
полярными радиусами ОА и О В, 
соответствующим значениям щ  и 
срг (см. рис.), выразятся интегралом

Л
5  =  ^  \ Ш ) 24<р.

<РЛ
В более общем случае, если плоская фигура ограничена двумя непрерывными 

кривыми у  =  Ц х )  и у  = (2(х )  (где ^ (х )  <Г2(х )) и двумя вертикалями х  = а и х  = Ь,
то ее площадь вычисляется по формуле

ь

3  =  | ( / г2(х ) -Г ,(х ) )й х . (см. рис.).
а
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Пример 1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой у  =  — , и прямыми

х  =  1, х  = 3 и у  = 0. (см. рис.).
Решение.

о 3Г *2„  х 3 5 =  — с/х = —
^ 2 6 
1

Ответ: 13

27
6

1_
6

26 =  13 
6 2 ’

г

Пример 2. Вычислить площадь фигуры, 
ограниченной кривой х  =  2 -  у - у 2 и осью координат.

Решение.
Найдем точки пересечения кривой с осью ординат:

0 =  2- у - у 2; у 2+ у -2  =  0; у 1 =  1 ; у 2= - 2 . ;

У. = 27 . (см-рис.). 2 4
О

Здесь изменены роли осей координат и поэтом у ...л* *
У

искомая площадь выразится интегралом

5 =  |"(2 -  у  -  у 2) с/у =  2у  - ’ = 4 - .  
-2 2

'-2

Ответ: 4
1
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Пример 3. Вычислить площадь, заключенную
О л

между кривыми у  = 2 -  х 2 и у 3 = х  .
Решение.
Решая совместно систему уравнений 

- [ у  =  2 - х 2
1 ,  , находим х, = -1 ,  х2 = 1. Строим
{У  =  х  

фигуру.
1 2 з 5

3  =  [(2 -  х 2 -  х 5 )йх = (2х  -  - —  - х 5)
* У  3 5

• -1 ' ■ ч
"' V ,  2 2или в силу симметрии 5  =  2 - 1(2 — х 2- х 3)0х  =  2— .

м 15о
2

Ответ: 2-
15

х 3|2 м е  64 8. 4 28 .
6 «  6 , б '  3 3

Ответ: 4.

Пример 5. Найти площадь эллипса, 
заданного, параметрически:
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Гх = а сов (
\ у  = Ь 8Ы  
Решение.
В силу симметрии достаточно вычислить площадь одной четверти эллипса. Полагая в 

уравнении х  =  а со8( сначала х  = 0, затем х=а, получим пределы интегрирования

1 2
2̂ = 0. Поэтому

и и
^ -5  = | ь  31 л (■ ( - а  В т  1)61 =  -а Ь  |з !п 2 I  61 =

2 2

= аЬ |з1п2 161 =  ^ -  |(1  -  сое 21)61 = ^ - ( 1  -  ^31п20
о о

Ответ: тгаЬ ед. кв.

2 _  л а Ь . 
о ~  4  ’

5 = лаЬ.

Пример б. найти площадь, заключенную внутри лемнискаты Бернулли 
г 2 = а2 соз 2<р.

Решение.

1 5 Л ‘ Г,
4 2 }

8 = а 2 . 
Ответ: а 2

1 1а* соз 2<рд<р = —а2 •—31п2^ 
2 2

= _  
о “ 4

Задания.
1. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой у 3 =  х , прямыми у  =  1 и х  = а .

(4,5 ед. кв.) .
л 1

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями у  у 1— и у  =  — .
.Г 1 +  х  2

, / г  1 ч
( 2 ~ з ед' КВ')

/

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной первой аркой циклоиды у  =  а(1 -  соз 0 ,
х  = а ( ( -  з т / )  и осью О х . (Злга2 ед. кв.)

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной петлей линии 
х  = 312

У = ( - 1 3 . ( |е д .к в .)
О
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5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кардиоидой г  =  2(1 -  соз <р).
(16 ед. кв.)

6. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией г -  а с о з 2<р.
(тга2 ед. кв.)

Домашние задания.
• Вычислить площадь фигуры, ограниченной данными линиями:

1. у  =  -7х, у  =  х 3 ; (0,42)

2. х = 7 с о з 3 (,  д > = 7 з т ^ / ; (57,7)
3. р = З с о з 2#>; „ /у*' (14,13)

4. 2 л 8 -у = 4 у ,  у =  2 ;
х  +  4

(4,95)

5. у 2 =  ( 4 - х ) 3, х = 0. (25,16)

ВЫЧИСЛЕНИЕ ОБЪЁМОВ И ДЛИН ДУГ.

Объёмы тел, образованных вращением криволинейной трапеции, ограниченной 
кривой у  =  { { х ) , осью О х и двумя вертикалями х  =  а и х  =  Ь .{вокруг осей О х и О у ,

ь \  ь

выражаются соответственно формулами V* =  п  |  у 2 с/х и Уу =  2л  |хус /х
а а

Пример 1. Вычислить объемы тел, образуемых вращением фигуры, ограниченной 
х 2линиями у  =  — ; у  =  0; х  =  2 .

: 2
а) вокруг оси О х;
б) вокругоси О у .

См. рисунки.
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а) б)

Решение.

\ I /  2Г *4,  я-х5а) Ц. =я- — с/х = ------
х ^ 4 20о

2

2 32я- 8я-
о 20 5

2

куб. ед.

б) \/у = 2 п  | х ~ с / х  = 2тг-^ | х 3с/х = “ - =  4/г куб. ед.

Ответ: 1) 1/х =  — ; 2) Уу =  4лг. 
5

• 7

0

V " Замечание. При вращении вокруг оси О у криволинейной 
& трапеции, изображенной на рисунке, образуется тело

У2
вращения, объем которого равен \Л =  л  | х 2с/у:.

У1

Если фигура, ограниченная графиками двух функций 
у  =  /|(х )  и у  = /2(х ) ( 0 < /,(х )< /2(х) \ /х е [а ;Ь ])  и
прямыми х  = а и х  -  Ь , вращается вокруг оси Ох , то объем

тела вращения равен я- | ( /22(х ) -  /,2(х))с/х !
Г  а ■

Пример 2. Найти объем тора, образованного 
вращением круга х 2 + (у  -  2)2 < 4 вокруг оси О х . 

Решение.

Имеем у , =  2 +  ̂ 4 - х 2 ; у 2 = 2 - л / 4 - х 2 .

2  X*
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2 ~ _ _____
^Л/х = лГ |((2 + 7 4 - х 2 )2 -  (2 -  л/4 — х 2 )2) с/х =

4 - х 2 с/х =

..V

х  = 2 з т /  I
,  . х/ = а гс $ т—

2 и
с/х = 2 с о з М /

4 = § ; 4 = о

V  ,  * '  2Г 2Г
=8я- |2 со5/-2соз/ с// = 32 |соз2 М /  = 16 1(1 + соз 20  с// =

= 1 б у  +  |з 1 п 2 0

Ответ: 1/х =  16 л 2 ед. куб.

=  8я-2 ; V  = 1бя-2 .

*
I

Объем1 тела, полученного при 
вращении сектора, ограниченного 
дугой г =  {(<р) и двумя
полярными радиусами у>, = а  и 

, (рг = (3 , вокруг полярной оси, 
может быть вычислен по
формуле

2 рг
V = —я  у 3 5\п<рс1<р.

Пример 3. Определить объем тела, образованного вращением кривой г = вт2<р 
вокруг полярной оси.

Решение.
'  *  п_

1 2 2г 2 2—V  =  —я - ] з т 3 2ф5\п<рд(р = —п  | 8з т 4 9>со53 <рд(р -

16 Г= —  К |51П4(рС052<рС/(51П<р) =
3 *Г 1

51П <р = 1
4  = 1
4 = 0

=  у я г | / 4. (1- < 2)с/Ы

74



_ 16
~ 3 ^  5 7

1 = 16 2 Ъ2п
о г З Я ’ 35 105

и  = * * 1
р 105

Ответ: - ^ - л  ед.куб. 
105

Вычисление длин дуг.

Длина / дуги в прямоугольных координатах:

ь
( =  |^1 +  у '2 с/х.

[ х = х (0
Длина/дуги кривой, заданной параметрически уравнениями |  ‘ , I. < 1 < 1 1}

{ У = Щ
вычисляется по формуле

< =  | ^ ; ) 2+ ( у ;)2 сп.
, '1

Длина /дуги кривой, заданной в полярных координатах г = г{ф), р, < <р<(р2,
% ‘________ И
* ( =  | л/ л2 + (Л ')2 с/р. ■ ч.

2 2 2 "  

Пример 1. Найти длину астроиды х 3 + у 3 = а 3 . :
Решение.

Находим у ',  дифференцируя уравнение
2 — 2 - -

астроиды: — х  3 + —у  3 • у ' =  О 
3 3

1
У3

у — Ч -

н

2 
V3

1 +  ̂ 4 -
а

X3 + у 3 с/х
О х з

с/х =

75



За3= а3 х  Здх = — — Х '3 
.) 2

За з ±

Ответ: —а .
2

Пример 2. Найти длину дуги одной арки циклоиды 

Решение.
Гх' = 2 (1 -с о з 0  { 'Имеем \  ;у
[ у ' = 2 з т *  ?

сИ = л/4(1 -  соз?)2 +  4 з т 2 { =

= л/4 -  8соз? + 4 со з2 (+  4 з т 21 = % /8 -8соз* =
I

х  =  2 (^ -3 1 п 0  
у  =  2(1- с о з / )

=  4 „Ы п 2 *
О 7Г 2п х

4 з т -  
2 2 ’

2п
Г I I1 =  4  з т —<# = - 8с о з — 
^ 2 2

2ж
= —8(—1 — 1) =  16.

Ответ: 16 ед.

Пример 3.

(г ;р )  при изменении (р от 0 до Ъ п.

Пример 3. Найти длину всей кривой г  =  31П3— . Вся кривая описывается точкой 
' 3

Решение.
з* /—

Т.К. Г ' = 31П2 — • СОЗ — , Т О ^ =  ГЛ/з1П(
3

Зя
з  И  0

( 1 - с о з ^ - )  дер =

4 Ф 9 Ф л 
Г  — СОЗ — дер =

3 3

1 3 . 2ер I3* Зж= —(<р— зш — ) = — .
2  3 | ° 2

п  Зя- Ответ: —  ед.

Задания.
1. Вычислить объем тела, полученного вращением вокруг оси О у фигуры, лежащей в 
плоскости О ху и ограниченного линиями у 2 =  4  -  х , х  = 0 . (107,17)
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2. Вычислить, объем тела, полученного вращением фигуры,: ограниченной линией

{X — С 053 I
, , вокруг оси О х. (0 ,96 )

у  =  51м I  ' “3. Найти объем тела, образованного вращением кривой г  =  а соз 2 <р вокруг полярной
64 „3*оси.

4. Найти длину дуги кривой у  =  агсз|'п(е~х) от х  =  0 до х  =  1. (1п е + 7 е 2 - 1

5. Найти длину дуги 
Х =  3(СОз1 + ̂  51П1) 
у  = 3(31п1-1 СОЗ?)

6. Найти длину дуги данной линии г = 4(1 +  соз <р).

данной линии, .заданной параметрически

, 0$ 1 < к . ( - я - 2)\ 2 I

(64)

Домашние задания.
1. Вычислить объем тела, полученного вращением фигуры Р вокруг указанной оси
координат.

а) Р :у  =  2 - у ;  х  +  у  =  2  О у ;  (4,17)

б) Р: х = соз3 ( у  =  31п3( Ох; (0,96)
в) Р: г  = (1 +  соз <р), полярная ось. (33)

2. Вычислить длину дуги данной линии:
1) у 2 = (х  + 1)3 , отреченной прямой х  =  4 ; (24,81)
2) х  =  л /к 12 , у  =4 - 13 ; (4)
3) р  = 5(1 + с о з^ ). (40)
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ВЫЧИСЛЕНИЕ КООРДИНАТ ЦЕНТРА ТЯЖЕСТИ И МОМЕНТОВ ИНЕРЦИИ.

Координаты (х  ; у )  центра тяжести криволинейной трапеции, ограниченной 
линиями 0 < х < Ь  и 0 < у  < Г(х) вычисляются по формулам: 

ь ь
^ x у  бх

у = — а- где 5  = |ус /х  площадь фигуры.

■ Пример 1. Найти координаты центра тяжести треугольника, ограниченного прямыми: 
х  +  у  =  2 , х  =  0, у  =  0. 1/

Решение. ^
г

=  2 ; тоТ.к. 5 =  | ( 2  -  х)с/х = ( 2 х - — )
О

2
Гх(2 -х )с /х  2

х  =  -9------ --------- =  1  | ( 2х  -  х 2)с/х =  1 (х 2 -

2

1 | ( 2 - х )2с/>

У =  •
1 (2 - х )3
4 3

I

2_2 
о _  3

2 = 2 
о 3

Координаты центра тяжести ( х ; у )  дуги плоской кривой у  =  ( {х ) ,  а < х < Ь  
вычисляются по формулам: 

ь _____  ь
| х 1̂ + у '2с1х | у >/1 + у '2с/х

X =  ■ у =■
+ У '2^  |л/1 +  у ,2с/х

Пример 2. Найти координаты центра тяжести дуги цепной линии у  = 2 с /7̂  от

х  =  -2 до х  =  2.
Решение.

X I  _ х  / X X
Находим производную у ' = зР — .Н + з! ]2— =  . с/12— = с/?—.
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Тогда х  =
1хс"1

_  - 2 _________________

(2 x 5 /7 — - 4 сЛ ^ )  
2 2

ГсЛ ^с/х 2 5 /) ' 45/71
=  0 ;

-2

|2 с/)^ С/7  ̂ | с/72| с/Х ^  |(с/)Х + 1)с/х

1
4.5/11 ■ :

(5 /? Х  +  х )

25/71

_ -2  

2

25/71 25/71

2 _ (25/72 +  4 )  5 /,2  +  2

25/71 25/71
_ ._ 5/7 2  +  2 .Ответ: ( 0 ; ------------- ) .

V 25/71

Вычисление моментов инерции.

С помощью определенного интеграла также можно вычислять моменты инерции 
плоских фигур и материальных линий.

Момент инерции материальной линии отосительно начала координат находится 
по формуле

+  У 2 М ) л / 1 7+- ( У " ' ^ ) ) 2 т о
а

где р ( х )  - линейная плотность линии АВ, заданной уравнением у=((х), а < , х < Ь .  
Моменты инерции линии относительно осей Ох и Оу соответственно равны

4 = 1р ( х ) / 2( х Я 1+ ( / ' ( х ) ) 2 с к \
а

1у =  )р(х)х1л1\+{/'(х))1с1х/ ;-

Статические моменты дуги Мх и Му относительно координат осей Ох и Оу.

Мх = \р(х)/(х)^\+{/'{х)У-ск;
а

м у ~ \р{х)х^\+{/\х)У (к .

При вычислении момента инерции плоской фигуры  руководствуются следующим 
правилом.
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Момент инерции материальной точки массой т относительно точки 0 равен 
произведению массы этой точки на квадрат ее расстояния до точки 0. Момент инерции 
системы материальных точек равен сумме (интегралу) моментов инерции всех точек 
этой системы.

Пример 3. Найти момент инерции 
треугольника с основанием Ь и высотой 
Л относительно его основания.

Решение.
Основание треугольника примем за 

ось О х , а его высоту за ось О у .
Разобьём треугольник на бесконечно 

тонкие горизонтальные полоски 
толщины с1у, играющие роль 
элементарных масс с1т. Используя 
подобие треугольников, получаем

(1т — - — ^  с!у.
И

Тогда й?/ - у 2 ■ с1т =  — у 2 ( к - у ) ( 1 у \
,  *.-■ • И . • ■ ••

1х = 7 ) у 20 > - у ) Ф = ^ ь н \
4

К

ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ ФИЗИКИ,
ГИДРАВЛИКИ.

Вычисление пройденного пути по скорости.

Путь, пройденный точкой за время от до (2 определяется формулой 
{2

3  = |у(()с№ , где \/(1) - скорость движения точки по некоторой прямой.
I,

Пример 1: Скорость движения точки равна . V = ОД /3 м/сек. Найти путь,. 
пройденный точкой за 10 сек от начала движения.

Решение. ■ ■ ■ .
ю

Имеем 5 =  Го,1/3сИ =? 0,1 -
о

Ответ: 250 (метров).

ю
= 250 (метров).
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Вычисление работы силы.

Если переменная сила Р=((х) действует в направлении оси О х, то работа силы на 
 ̂ *2 ' ' 

отрезке [ х,; х 2] равна А = ^ ( х ) с !х .
X,

Пример 2. Какую работу нужно затратить, чтобы растянуть пружину на 6 см, если сила 
1 кН растятвает ее на 1см?

Решение.
По закону Гука Е  =  / ( х )  =  к -х .  При х  =0 ,01  м й Р=1 кН из равенства 1=0,01 к

найдем к  = 100, следовательно, Р=100х.
0,06 ’ ■

Искомая работа А  =  1 10Охс/х -  5 0 х 2 
о

Ответ: 0,18 кДж.

Вычисление давления жидкости.

0,06
= 0,18 кДж. -

Для вычисления силы давления жидкости используют закон Паскаля, согласно 
которому сила давления жидкости на площадку 5  с глубиной погружения Л равна' 
Р  = у Ь  ■ 3 , где у -  удельная плотность жидкости.

ПримерЗ. Найти силу давления, испытываемую полукругом радиуса г  , погруженным 
вертикально в воду так< что его диаметр совпадает с поверхностью воды.

Решение.
Разобьем полукруг на элементы- 

полоски, параллельные поверхности 
воды. Площадь одного такого 
элемента находящегося на расстоянии 
Л от поверхности воды, равна

а(5 =  2х  • с/й =  2у1г 2 - Ь 2бЬ,
тогда

ф  = у- М 8  = 2уЬл1г2 -Р гсИ1, Р'
Г Г ■ ■ Ц -.

Р  = 2у  | / ) \ / г 2- Л 2с//7 = - у  р г 2- / ) 2сУ(г2 -  Л2) =

2у  
3

О
2

( г 2-/?2)3 г 2 з
= - Г .

о 3

Ответ: - г 3 .
3
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Пример 4. Котел, имеющий форму эллиптического параболоида 
я , .  ,  . . . .4  9
высотой Н=4 м, заполнен жидкостью плотностью р  =  0,8 т/м3. Вычислить работу, 
которую нужно затратить на перекачивание жидкости через край котла.

Сделаем рисунок.

Выделим на высоте 2. элементарный слой жидкости толщиной А х  , объем которого

АУ. =  7Г- 2 Л/ г ~  • 3-^А г. , а масса Ат. «  б п р г . • А г . , т.к. в горизонтальном

сечении получается эллипс с полуосями а  — 2^ ,  ь  =  з л[ 4 .
„  Работа, затраченная на перекачивание жидкости, ,

А = И т  I ( б щ р 2 {( Н - 2 1)-А 2 1 ) =

Я
=  \бщ р2,{Н-г)с12=б7щ р  

о
н 2 2

V 2 3
п р & Н ъ =  б А л р §  « 1 5  75,5 3 кДж

н

о

Ответ: 1575,53 кДж.

Задания.
1. Найти координаты центра тяжести фигуры, ограниченной линиями у  = х 2 , у  = 4 х . 

( х =  у  =  — )

2. Найти координаты центра масс однородной дуги первой арки циклоиды
— — 8

х  =  2 ( ( - з \п 1 ) ,  у  =  2 ( 1 - с о з / ) . г д е  0< / < 2я \  (х  = 2 я \ у  = - )
3

3. Найти момент инерции однородного стержня длиной /. и весом Р  относительно его 

конца. ( 1 ^ )  
3 д
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4. Скорость движения точки V  = I  • Г 0,01' м/сек.' Найти путь, пройденный точкой от
начала движения до полной остановки. (104 ед.)
5. Вычислить работу, которую необходимо затратить, чтобы выкачать воду из 
полусферического котла имеющего радиус 10 метров.

(о,79-.ю 7 кг/м)
6. Вертикальная плотина имеет форму, трапеции. Вычислить силу давления, воды на
всю плотину, если известно, что верхнее основание плотины а =  70 метров, нижнее 
Ь = 50 метров, а высота плотины Л = 20, метров. . , ,

(11,3-103 т)

Домашние задания:
1. Найти координаты центра масс плоской фигуры, ограниченной линиями у  = х ,

У = х 2 - 2 х .  ( ( | ; | ) )  *
2. Найти координаты центра масс плоской кривой где 1.\ дуга астроиды

х = 2 с о з3—; у  = 2з 1П3 — в первом квадранте. ( ( у  = х  = —)) 
< 4 4  5

3. Найти момент инерции прямоугольника со сторонами а и Ь относительно его

сторон. (1а = ^ а Ь 3 , 1 Ь =  ~ а 36 )

4. Какую работу нужно затратить, чтобы выкачать воду из вертикальной 
цилиндрической бочки;,Имеющей радиус основания /7 и высоту Н ?

I  
г

5. Вычислить силу давления воды на 
пластинку, вертикально погруженную в 
воду, считая, что удельный вес у  = 9,81 
КН/м2
форма пластины и расположение см на 
рисунке. (523 КН)

А В = В С
В

. 83



РЕКОМЕНДУЕМАЯ ЛИТЕРАТУРА

1. Пискунов Н.С. Дифференциальное и интегральное исчисление. М., Наука, 1985 г., т.
" 1. ' : : ' .
;2. Жевняк Р.М., Карпук А.А. Высшая математика, ч. 1-2, Минск, ВШ, 1984-1988 г.
■ 3. Кудрявцев В.А., Демидович Б.П. Краткий курс высшей математики. М„ Наука, 1985.
4. Сборник 'задач по математике для втузов (под ред. А.В. Ефимова и Б.П. 

Демидовича). М., Наука, 1981 г., ч.1.
5. Сборник индивидуальных заданий по высшей математике (под ред. А.П. Рябушко). 
? Минск, ВШ, 2000 г., ч.1, ч.2.
6. Гусак А.А. Высшая математика, т.1. Минск, ВШ, 1988 г.
7. Гусак А.А. Пособие к решению задач по высшей математике. Минск, ВШ, 1988 г.

: 84



СОДЕРЖАНИЕ

1. Функции нескольких переменных (ФНП). Линии и поверхности уровня.
Предел ФНП.............. ........................... ............................................................ ..........  3

2. Частные производные. Полный дифференциал ФНП и его приложения...............  8
3. Дифференцирование сложной ФНП. Дифференцирование неявной ФНП.

Касательная плоскость и нормаль к поверхности......... ..........................................  15
4. Производные и дифференциалы высших порядков. Производная

по направлению. Градиент.......................................................................................... 21
5. Экстремумы ФНП. Условный экстремум........................................ ........................... 27
6. Наибольшее и наименьшее значения ФНП в замкнутой области................. ..... . 32
7. Неопределенный интеграл. Непосредственное интегрирование...........................  36
8. Интегрирование заменой переменной. Интегрирование по частям....................... 41
9. Интегрирование рациональных функций..................................................................  46
10. Интегрирование иррациональных функций............................................... .............. 51
11. Интегрирование тригонометрических функций.....  .................. ...................  55
12. Вычисление определенного интеграла: Формула: Ньютона-Лейбница.................. 60
13. Несобственные интегралы.................................................     63
14. Вычисление площадей плоских фигур............................; ..................................... . 68
15. Вычисление объемов и длин дуг.....;.................................................................  72
16. Вычисление координат центра тяжести и моментов инерции............................. 78
17. Приложения определенного интеграла к решению задач физики,

гидравлики............................    80
Рекомендуемая литература.............. ..............................................................................  84

85



Составители:

Учебное издание

Мороз Людмила Трофимовна, доцент 
Джура Валентина Тимофеевна, ассистент 
Емельянова Галина Романовна, ассистент

ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ. 
НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ И ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛЫ

ПРАКТИКУМ ПО ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКЕ 
ДЛЯ СТУДЕНТОВ ТЕХНИЧЕСКИХ СПЕЦИАЛЬНОСТЕЙ

ЧАСТЬ III

а

Ответственный за выпуск: Л.Т. Мороз 
Редактор: Т.В. Строкач
Компьютерный набор: А.В. Мороз, М.И. Байдук

Подписано к печати 9.01.2007 г. Формат 60*84/16. Уел. п. л. 5,0. Уч. изд. л. 5,4. 
Заказ № 34. Тираж 150 экз, Отпечатано на ризографе учреждения образования 
«Брестский государственный технический университет».
224017, Брест, ул. Московская, 267.


