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ГЛАВА 1: КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА

1.1. Формы записи комплексных чисел. Изображение комплексных чисел. 
Операции над комплексными числами

■ Комплексным числом г  называют упорядоченную пару (х,у) Действительных чисел 
х и у. Пара 2 = (0;0)=0 называется нулем, пара 2 = (1;0) = 1 - единицей, пара 2 = (0;1) = (-
мнимой единицей. .. ....  ... ...... , , . ........ , ,  ,

! Любое комплексное число 2 ' может.быть записано в виде 2 = х + (у, т.е. в алгебраи
ческой форме. При этом х является его действительной частью, х = к е 2 , а у - мнимой, 
у = 1т2. Если у = о , то 2 = х е к ,  если х = о ,т о  2 = |у представляет собой чисто мнимое 
число. . . . • . , .

Геометрически комплексному числу 2 = х + ру соответствует точка М(х; у) или вектор 
ом  на плоскости (рис.1) .

Каждой точке м(х;у) соответствует комплексное число 2 = х -ну . Плоскость для изо
бражения комплексных чисел называется комплексной и обозначается (V )

Точки 2 = х, соответствующие действительным числам, расположенным на оси Ох, 
которую называют действительной осью.' Чисто мнимые числа г = \у, расположены на 
оси О у, которую называют мнимой осью. . : V .

Два комплексных числа 21 = х ,+ 1у1 и 22 = х2 + |у2 равны» если Г 1 “  Х г, т.е. 2, = 22
/ ■  1У1 = Уг

<=>(Х1 = Х2. /  '  • ^
1У1 = У2 -- : . ...Г .

Над комплексными числами 21 = х1 + 1у1 и 22 = х2 -ну2 можно выполнять арифмети
ческие операции по правилам: '

2, + 22 = (х1 + х2) + р(у1 + у2);
2 , - 2 2 = ( х , - х 2) + |(у1- у 2);
2 1-2 2 = (х 1 + 1у1)(х2 + |у 2) - ( х 1х2 - у 1у2) + |(х1у2 + х2у1); ^
г 1 Х1 + | у 1 _ (х 1+1У1)(хг - 'У г )  (Х1Х 2 + У|У2 ) , | Х2У1 ~Х<У2 2  ‘
г 2 Х2 + |у 2 (х2 + |у 2)(х2 -1у2) Х22 + у 22 Х22 + У 22 ’ *  '
Всякое комплексное число 2 = х + ру может быть представлено в тригонометрической 

форме 2 = г(соз ф+ 151п ф) или в показательной форме 2 = ге|;р, где число
„ з



г = |ом| = д/х2 + у2 - модуль комплексного числа 2 га  угол'ф, образованный вектором ом

с положительным направлением оси ох - аргумент комплексного числа, соз<р=-^ -  ,
, - ,, ... ; ■ _, V х2 + У2

51П ф = -= ^= = . Главное значение ф =агдг удовлетворяет условию: -я< а гд 2 < я или
■ '  ух2 + у2 ‘ '■ ' . ;

0 < а г д 2 < 2 я .  . .
. Тригонометрическую и показательную формы комплексного числа целесообразно 
применять при умножении; делений комплексных чисел и возведении их в степень.

Если *•> ■■';-'-21̂ Т1(С08ф1+|81П<р1), 22 =Г2(С05ф2+131Пф2),: ТО
2 ,  ■ 2 2 =  г,г2 (СОЗ(ф, +  Ф2 ) +  1(ф, +,ф2 ) )  =  ' .

, =  г,г2 е|(ф1+Ф2) , | 1  = ^ (с о 5 ((р ,-ф 2) + 15т(ф1-ф 2)) = ^ е |(,' ' ^ > ,  2 2 * 0 ;
22 г2 -  г2 ' ; '

2 "  = г п(со8Пф + 181ппф) = гпе'гкр. (1 .1)
Формула (1.1) называется формулой Муавра. -•
Извлечение корня п -о й  степени (п > 1,п е 2) из комплексных чисел осуществляется 

по формуле

2к = У2 = ^г(соз ? + 2к? + 131П— Т = ^  , к = (1,2)
п П - .

Придавая к последовательно п значений от о до п - 1 , получим п различных корней.
Пример: Найти корни уравнения 23 +1 = о. ; |
Решение: Данное уравнение можно записать 23 = -1  или 2 = 'УЙ . По формуле (1.2)

2к = У й  = У1(С03ТЕ + 151Пи) = 1(С05" + +131П—+ ^ Я), где к = 0,2.__  3 3
Придавая значения к = 0,2, получим все три корня:
-  я . . я 1 .У з .2 П = с о з — + зш — = — + |— ,

0 3 3 2 2 ’
2 , = со5 я  +  151п я  =  -1  ;
7 5 . . 5 1 ,л/з2 ,  =  С05—Я + 151П—Я = -----1— .2 3 . 3  2 2

Задания для аудиторных занятий
1. Найти значения выражения (2, - 222)2., .если ;
а) 2, = 2 + 3|, 2 г = 1 -51, 23 =1-1;
б) 2, = 3 + 2 ,  2г = 4 - 1, 23 = 5 - 1
Ответ: а) 1 з +1 а ; б) -21 + г а .
2. Выполнить действия:
аУ ( -1 -3 1 X 2  + 0  ; б; (3 -1 Х 1 -Н ) . '  (1 -  4|)2 . > (1 -1 )3 

1 2 + 3’| ’ '  -1  +  21 ’ '  а  ’ 1 61 '
°твет: а) - 1 | - ;  6) - 2(; в) - | + 3 !; г) - 2 . .

3. Изобразить комплексные числа и представить их в тригонометрической и показа
тельной формах.

А ) з ; б ) - б ; в ) 4 | ; г ) - а ; д ) ^ л ^ ; в ) - ^ + 1 | ; ж ) - 1 - ^ ! .  ...
, 4. Выполнить действия: -
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5. а) (1+ 1)12; б) в) ^ 1 о в; г У ( 1 1 - ^ У .  '

Ответ: а )-64; б) и в ) -1; • •

6. Найти корни уравнения: а) 22 + 4 = о; б) г2 - ы о \  в ) г3 + ^  + : ~ '| = о; г) 24 + 16- о .

0тв е т :а )2, = - 21,22 = 21; б )21 = ̂ + ^ , 22 = - ^ - ^ 1: ‘ г :
„Ч ,  4 . 4  ,  ‘ 10 . . 10 . 19 , . 16 .В) 20 = С 0 5 — Л + 3 1 П — Л ,  2< = 0 0 3 --- Л  + 181П----Л  , 22 = С О З ----Я + 131П— - Л ,9 9 1 9 9 9 9
Г) 20 =Т2 + Т21, 21= -7 2 + л/2|, 22 = -Т 2 -Т 2 1 , 23 =Т2-Т21. ’ -

Задания для индивидуального выполнения ,
1. Выполнить действия: ~ ■ :• Ответы: -

Г а ) - - - - ; ;  б)— в)- |  .7 5 5 ’ 7 2 2 7
II 5 1 .. с\ 35 5 .. .1 , 

а) - 4  + 4 1 ,б )Т + 2 ',В) “ 1
III а ) - — I ; б) _.®|; в)-4 в 2 5 5 7
IV а)_ 1_ П ,;  б) 3 + 31; в) а

1 а)(3- 21)(2 + 1) б)(2- 1)2.71в)(/2 ф :

II а)(2- 31К1- 1). б)(1- 21)2.51 ;в)(72 72 4 
2 7

III а)(1 + 1X1- 21). б)(1 + 1)2-41. в)(1 
6| 2 — 1

4

IV а )(2 “'>(5 + ; б) “1)2' 31; в) (-1 + 1)6

2. Найти корни уравнения
1 а) 24+1 = о ;б ) 2?-^-+^1 = о 7 2 2
II а) 24,+ 81= о ; б )|к3 + — - - 1  = о

III а )2 4 + 4 = о ;б )2 3 - ± + Д  = о

1У а) 24 + э = о; б) 23 ~ - + ~ - \  = о

Ответы:'

1
а )20 =— +— 1; 2, = - — +— 1; 22 = - — - — 1; 23 =— - — к 7 0 2 2 1 2 2- 2 2 2 3 2 2 . . 

,  11 . . 11 . ,  23 . . 23- . ,  ‘ 35 . . 35 0) 2п =соз— л + 131П— л, 2 ,= со з— Л+13Ш— л, 23 =соз— л + 1зш— л 7 0 18 18 1 18 18 3 ^ 18 18

II
> зТ г з Т г  _  з Т г  з>/2 . . 2 _- з72 з Т г  чзТг з Т г . .  
1 0 2 + 2 '■ 1 2 + 2 2 2 2 ’ 3 2 2 '' 

«  ,  5 . 5 . ,  17 . . 17 29 . 29 0 )2 п=соз— л + зш— я , 24 = 005— Я + 13Ш— л , 2 , =соз—  + 1з т — л - 7 0  18 18 1 18 18 ' 2 18 18

III
а) 20 =1 + 1) 2, = -1 + 1) 22 = —1 — 1; 23 = 1 — 1;

,  5 . . 5 . ,  11 . . 11 . ,  17 . . 17 0) 2П =соз—л + 131п-л, 24=005— л + 1зт— л , 2 , =соз— л + 15Ш— л 7 0  9 9 1 9 9 2 9 9

IV
7  Тб Тб „  Тб Т б . „  Тб Т б . Тб Т б . • > 

7 0 2 2 1 2 ' 2 2 2 2 3 2 2
е\ ~ 7;г . . 7;г _  15яг- . . 15ТГ 23;г . . .  23я-0) 2„ = 008--- + /8Ш----,2 , =С05-----+ /31П-----,2 ,  = СОЗ-----+ (31П------7 0  12 12 1 12 12 2 12 12
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2.1.Простейшие методы интегрирования

Функция Р(х) называется первообразной функции г(х) на интервале (а;Ь), если I 
Р ( Х )  = Г(Х) ДЛЯ любого х е (а ;Ь ). > ; |

Любые две первообразные отличаются друг от друга на постоянное слагаемое.’ ; ]
Неопределенным интегралом от функции г(х) называется совокупность всех перво- ! 

образных этой функции. Если р(х) - какая-либо первообразная г(х), то по определению ; 
|г (х )0 х  -Р (х )  * с ,  где с  - произвольная постоянная. , . ■ ]

Нахождение неопределенного интеграла от функции г(х) называется интегрирова- I 
нием данной функции. Эт'а^операцйя является обратной дифференцированию. |

Простейшие методы интегрирования включают в себя нахождение неопределенных ; 
интегралов с помощью основных правил интегрирования и таблицы интегралов, путем ] 
внесения производной под знак дифференциала. ;

ГЛАВА 2. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ !

Основные правила интегрирования =
. 1. ^ Г (х )й х  = а |г(х )с 1х , а -с о п з К  :

2. |(Г1(х)± Г2(х ))й х =  |г 1(х)с1х± | г 2(х )й х . ,

3. Если |г(х)с1х = Р ( х ) + с 1 а и = ф ( х )  - дифференцируемая функция от х ,  то ^

р(и)с1и = Р(и) + С . : ■

4. ЕСЛИ |г(х)с1х =  Р(х) +  С , ТО |г (а х  + Ь)йх = -Р (а х  + Ь) + С . |

Правильность результата интегрирования проверяется дифференцированием най- | 
денной первообразной, т.е. (Р (х)+су = Г(х). I

Таблица основных неопределенных интегралов ]

Г ха+^1. хаСх = ——  + С , а * - 1 .
э а  +  1

2. ^ - 1 л И  +  С .

3. Гахс!х =  -^— + С .
•I . !па

4. | е хс!х =  ех +  С .

5. |з]пхс1х = -с о 8 х  + С . , 12. ^ - ^ Й =  = агсз1пх + С = -агссо 5х  + С , (а > 0 ) .

6. |созхс1х = 51пх + С

М с

8. =  -с !д х  + С . ̂51ГГ х

= 1дх +  С .

1 . х _агс1д—+ С . 
а■ н

10. Г—— = агс1д х + С . 
Л  + х2

11■ I
ЙХ . X _ X „  .,----------- =агс51п—+ С = -а гс с о з—+ С , ( а > 0 ) .

у а 2 -  х 2 а , ’ а

а +  х + С = -------1п
2а

+ С .13. ,
з а 2 -  х 2 2а

14. Г - р ^ =  = 1п|х +  'Ух2 + а2 | + С , ( а * 0 ) .  Л
•’ У х 2 ± а2 ' '

6



15. Р * _  = ш 1 х1д- сиО+ --- ---- с!дхЛ зтх 2 зшх + с .

« ! * 5>+ С = 1п - + 1дх + с .16. Г - ^  = |,Лсозх
17. ^зНх Сх = СИ X + С .

18. ^Ихс1х = 5Нх + С.

19. Г - ^ -  = т х  + с .
•1 сИ2х

20. Г -^ -  = -сШ х + С .•1 ЗИ2Х : . ; ' .
Из основного правила 3 вытекает, что все табличные интегралы 1-20 остаются спра

ведливыми, если в них вместо х стоит некоторая функция от х . -
Рассмотрим примеры нахождения некоторых неопределенных интегралов..

2

Пример 1. |(4 х3 -  г ^ х 2 + \  + 1)йх = 4 |х 3йх -  2 | х 3с!х + 2 |х~3с1х + |с1х =

3 !  „X -2= 4—— 2 - х 3 +2
-2

нС = х4 - - ^ / х? - 4 г'+ х + С. --

Пример 2. [ -  . ^ - - = - 1 Г с1х  ̂ щ

| ^ ? =7(2х - 1 ) ^ х = 1

Пример4. Г(2соз(Зх-4) + — ^ ------ )йх = 2 Гсоз(Зх -  4)йх + 5 Г— =
1 81П2(2х - 3 )  ■> 3 51П

1 (2 Х -1 Г  + с  = _ 1 ___1
8 (2х - 1)4

+ С.

бх
■>51П (2 х -3 )

= |з 1 п (З х -4 )- |с (д (2 х -3 ) + С. ;
Метод внесения производной под знак дифференциала основан на использовании 

формулы ф'(х)8х = с1(ср(х), из которой, в частности, следует, что х^х=-1 (х2)'йх = |й ( х 2),
Нх“  = <|ПХ)'ЙХ=Й(1ПХ),
С03хс1х = (з1пхуйх = й(31пх), V
81ПХС1Х =  -{С О ЗХУЙ Х =  -С 1(С 05Х ), .у; ,

с1х

йх

ЙХ
1 + х2 

бх

- = (1дх)'Сх = й(1дх),

= -(с»дх)'с1х = -й(с1дх),

= (агс!дх)'йх =  й(агс1дх),

(агсз1пх)'с1х = с1(агсз1пх) И Т.Д.

Пример 5. Найти | ^ п х  созх Нх.

|\/з1пх созх 8х = |(з1пх)3с1(з1пх) = ̂ ( з 1пх)3 + С = ̂ ^з1п4х + С.



йхПример 6. Найти Г- .
г  л (х И )1 п (х » 1) •
Г йх г(1п(х+ 1 )) 'й х___ Гс1(1п(х +  1 ))  , , , г
 ̂(х + 1)1п(х +1) .) 1п(х + 1) .! |п ( х  +  1 ) ' '

Пример 7. Найти

( ^ = № = М (е 1 Ь  = агс(дех+ с . -
1 е 2х +1 ■> е 2 +1 .> 1 +  (е  )2

х -а гс 5 ш 2 хПример 8. Найти |- йх.

Гх-агсз1п2х Г хй х У  Гагс51п2х
^ % /1-4х2 ■ *'/1 -4 х 2 ^ \ / 1 - 4 х 2'

1

йх =

= _ 8 ^ 1~ 4х2^ ^ - 4 ^ ,С)Х~2  .)аГС5'П2Х а̂ГСЗ'П2х^С1Х =
= | ( 1 - 4 х 2 ) 2й (1 -4 х 2) - ^  |агс81п2хс1(агс51п2х) =  ‘

= - ~ 2 ( 1 - 4 х 2)2 - ^ ~ а г с з 1 п 2 2х + С  =  “ 'Л  - 4 х 2 -^■агс$1п2 2х + С .

Задания для аудиторных занятий 4

Найти указанные интегралы (в заданиях 1-4 результаты интегрирования проверить 
дифференцированием). >• .

1. |(5 х2 - з^ . + 4 ) йх ; -
о Г с о з 2 х ‘
2 . — 2-------~

*  С 08 X • 511т X .

3. Г(Зз1ПХ + 2|<-32х---- Ц -)й х ;
■ •> -- ■ ■ 9 +  х2 ■ ■ ■ ■■ ■ ■
4. |^/(5х + 3)ЭЙх; г ‘ ■ '

5. |*(з1п7х -  е 3_2х ■

6. Г~. *2 -йх;
•’ ^ (х 3 + 7 )2

7 .  ^5 1 П 3 X  -С О З Х Й Х  ;

- 3-2х+ —4 — )с!х;

8. |(д З х й х ;

*• т

Л .

-й х;

10 >йх ;
л/э-9’

11. | 4 4 й х ;
Л - х

12 У агс51пх -  х 

л/1-х2
йх .



Задания для индивидуального выполнения

Найти неопределенные интегралы (в заданиях 1-5 результаты интегрирования про
верить дифференцированием). .

2-1.1. |(4Тх^ + ̂ - ^ ) с ) х ;

3. Г(3х + 4)10 + — -— - о х ; 
•I (2х-1)5

11.1. | ( 2 ^  + - 1 _ 8 ^ ) с)х ;
2х

3. | ( ( 7 х -1 1 ) !

5. х2йх ' 

7. р !2
•»соз

ч-

2
(Зх -  4 )'

■>5 + Зх

7. | ^ - 0 х ;
3 X

э Гх - а г с ^ х й х .

Ч:

1 + х

■ } (3 7 ? -

(Зх + 8)13
х20х .

)с!х;5 7^х
2х х

— (8х + 7)20 )с!х;

4 8  - х 3 ’
7. |-Уз1пх созхО х;

чх + Загс1дх 
1 + х2

Ох;

У Зх2 + 5  Ч 4 х2 - 5  

4. | (3 з 1 п (4 х -1) + 6е2х+,)0 х ;

5. Г х20х . 6 Г Ох :
■4% + х3 . “ ” ■  ̂(х + 3)1п2(х + 3)

7. | з 1пхсоз2 х О х ; 8 . Т 1з2х+10х ; '
СОЗ X

9. Г х-2 агс »д хй х . 10. 1 е Ч  .
4 1 + X2 4 3  + е 3х

-)0х ;2. Г(— 2—  г , ~
■* 2х2 -  4 ^ 1 -  2х2

4. |(2 с о з (З х  + 4 ) + Зе1_7х)0х;>

6 Г1гЛ х -1)(1х 
3 х - 1

8. Г ^ ^ о х ;
•> СОЗ X

10. р р *
■<е4х - .

2

■>е + 5

2 . - Ы -
4 Зх2 +

)0х;
Зх2 -  4  7 з х 2 + 4 

4. | ( 2  31П(4 -  5х ) + е 4х+2 )0 х ;

Ох6,
(х + 2)1гг(х + 2)ч

8. Г.# « р Л |х;
. •> : 51ГГ X 
’ г -4х

10. Г-
4515 + е

-Ох.

IV. | , 3 ^ + 4 - 3 ^ х ; 2.

1( ( и = х ) “ - 3<1- 5 х , , , № :  .
4.

Г х 3с1х 6.
^ / 1 - х 8 ' , ,
Г 51П X ,
! Г - Г 6* '  •’ л /соз X

8.

1<
1-\ ■ 

Г  2
л/ 2 х 2 +  5  2 х 3 + 8

)с!х;

6. р 1 п ( х  +  3 )

. Г
Л д х - с о з  х

с!х . 
х  +  3 ’
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Г З х - 2 а г с с о з х 10. 1е 2хс к  
е 2х +  4

2.2. Интегрирование методом замены. Интегрирование по частям ,

Интегрирование путем введения новой переменной (метод замены или подстановки) 
основано на использовании формулы : — I ;;

|г(х)0х = |г(у(1))у'(1)01, ’ (2.1)
где х = >|/(1) - дифференцируемая функция переменной 1. После нахождения инте

грала справа в формуле (2.1:) необходимо вернуться к старой переменной х . . 
Пример 1. Найти |х 7 х ^ Т  о х . ‘

^ л = и х = 2 М1 2 | {12+1)(2|с1х =
х = I2 +1

=  2  |(1 4 +  12 )01 =  2  |И 0 1  +  2  | г 201 =

= | 7 ( х -1 )= + ! ^ х _ 1)з + с . 

Пример 2. Найти |л/а2 -  х2 Ох.

01 =

01 = —I5 + —I3 +С = 5 3

. . . . X . . Xх = а в!п I, З1п 1 = —, 1 = агсзш— а а

Ох = агссозЮ!, соз1 = ,11 х2 '/а2 -  х2

= а2 |^1 -  з1п2 1 соз 101 = а2 |с о з 2 101 = 1(1 + соз 21)01 =

= ^ - (1  + ^ з т 2 1 )  + С  = ^ - (1  +  з1п1соз1)+С =

= (агсзш *  + ~  7  а2 -  х2) + С = агсз1п -х  х  П о  2 „„  _____ - -  ------ 1--- 1---У а -X  +С .2 а а2 2 а 2
При нахождении некоторых неопределенных" интегралов часто целесообразно осу

ществлять переход к новой переменной с помощью подстановки <р(х)=». В частности
метод внесения производной под знак дифференциала в |г(ф(х))ср'(х)0х эквивалентен 
замене переменной ф(х)=1 .

Ох
=  01 =Пример 3. Найти [ф  + 1дх - Щ -  = 1 + 1дх = 1,

, ■> СОЗ X !___ .. ," . 1 4 -_______  ' • ' ' '
= 1^101= | ‘^ 1  = |  I2 + С = |^ (1  + 1дх)4 +С .

Метод интегрирования по частям основан на применении формулы:
. • |иОу = иу -  |уОи, (2.2)

где и = и(х), у = у(х) - непрерывно дифференцируемые функции от х .
Использование равенства (2.2) целесообразно, если интеграл в его правой части 

легче найти, чем исходный. ;

ю



В некоторых случаях формулу интегрирования по частям необходимо применять не
сколько раз.

Пример 4. Найти | ( 3 х . 1)е2х~’0х . . .  , . ,
и = Зх +1, Ои =  ЗОх

0у = е 2х~10х, е 2* ' 1
2

Г(3х + 1)е2х~10х = ̂ <

= (Зх + 1 ) - е 2хИ-  Г -е 2х~10х = — (Зх + 1)е2х' 1 - —е 2х"1 + С .
2 1 2  2 4  .

Пример 5. Найти |(х2 + 4)созЗх0х. • .

и = х2 + 4, 0и = 2х0х ’ •
Г(х2 + 4 )с о зЗ х 0х  =  1 =1 0У = СОЗЗх0х, V “ —51ПЗх : : ' “

' 3  , ,
, 1  (2  1 ,  • 2  Г .= (Х2 + 4 ) -3 1 П З х -^ Х 5 1 П З х 0 х  = —(X + 4 )5 1 П З х -— ^51Г|ЗхО =

= ^ ( х 2 + 4 ) з т З х - ~ ( —^ х с о зЗ х  +  ̂  ^ о з 3 х 0 х )  =

+ 

и = х, Ои = Ох 
1(IV = ЗтЗхОх, V = — созЗх
3

1 , 2 2
= - ( х “ +  4)зш З х + - х с о з х ------ з т З х  + С .

3 9 27

Пример 6. Найти | ( 2х + 1)1п2 хОх.

| (2 х  + 1)1па
и = 1п2 х,

хОх
0и = 21пх—Ох х

0у * (2 х + 1)0х, у = х2 + ха
= (х2 + х)1п2 х - 2  | ( х2 + х)1пх—Ох  = 

= (х2 + х)1п2 х - 2  | ( х  + 1)1пх0х =

и = 1пх, Ои =

+ • 

Ох

0у = (х + 1), ч = —  + х 
2

= (х2 + х)1п2 х -  2 ( (^ -  + х)1п х -  +  х )” х )

= (х2 + х)1п2 х -  (х2 + 2х)1п х +  2 +  1)0х =

х2
= (х2 + х)1п2 х -  (х2 + 2х)1пх + у  + 2х +  С . 

Пример 7. Найти |хагс!дхО х.

и = агйдх, Ои =
^агйдхОх =

Ох
1 + х2
,2

V = хОх; V = —  
2

2 , 1 1 ч/2

х ■ .1  Г>= т агс.дх-1 ] т1 Гх20х
+ х‘  

1 Г “ с!хЛ Г у 2 4-1 — 1 у 2 1 Г 1 Г  Н у

аГС,9Х “  2 = Т аГС19Х “  2 Ь  + 2 ^  =

П



' г х2 ■ ■ 1 1 . - •= ~  агс{дх -  — х + —агс!дх + С .

Пример 8. Найти | е 2х з т х й х .

и = з1пх, с)и = созхс1х
' -|

= е2хс1х, V = —е 2х 
2

1- —е 2х3 1 п х -— Ге2х соз хйх = 2 2 .1
и = созх, с1и = - 81пхс1х

с1у = е2хс1х, V = - е 2х I 2
1 2х ■ "1 2х* —е 31пх —  е* соз х2 4

1 2х • 1 .1  2х 1 С 2х • . .-  — е "  зшх— - е  со8х + -  е зшхйх) 
/2 2 2 2 ^

? 4  К  5'п х й х .

Перенеся последний интеграл в левую часть равенства, получим
3  Г 2х • ,, 1 2х ■ 1 2х 3  _— е зшхс1х = —е зшх —  е созх + —С.
4 .1 2  4  4 -

Следовательно, (е2хзтхс1х = —е2хз1п х - —е2хсозх + С .,. , V 3 3

Задания для аудиторных занятий

Найти неопределенные интегралы:
1. |х74х + 3с1х; Ответ: ^ (^ 7 (4х + 3)5 ~'/(4х + з)3) + с .

2. Ответ: 2(7х + з - 1л(|1+ л/х + з |)+ с .

3. |х^(5х2 -  з)7ох; Ответ: ^ -^(бх2 - з ) 12 + с .

4. р Д " ?  с!х; Ответ: з Ы 2х +1 + с .
 ̂ У2Х + 1 ,

5. Г ^ Н Н с |Х; Ответ: -^/(1пх + 1)4 + с .3 х 4
6. Г - ^ ^ х ;  Ответ: § & ^ - з ^ ^ + с .

*, ^соз2х 7
Г 1 17. 1хсозЗхс1х; О твет:—хз1п3х + —созЗх + С.4 3 9 :

8. |(х 2 -  2 х+ 5)е'х0 х ; Ответ: -е х (х2 + 5 )+ с .

9. |(1-Зх)1п4хс1х; Ответ: ( х - ^ х 2)1п4х-х + ̂ -х2 + с .

10. О твет:--1п2х - - ш х - -  + с .  .
•I Xх X X X

11. ^гссозх  с!х | Ответ: хагссозх -  7 1 -х 2 + С.

12. Ге* соз2хс1х; Ответ: — ех соз2х + —ех 31П2х + С . ̂ 5 5 .
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Задания для индивидуального выполнения ‘

Найти интегралы:
1 .| Г с1х . 0 Г8;п^3х - 4с1х. ^ Г х2йх . 1 

^2 + ^ / 3 - x ’ Л л/Зх +  4 ' ; ^з/4 _ х 3 ’

4 . |(3 -х )з 1 п 2 х й х ;  5 . | ( х 2 - 4 х  + 3)е_2хйх ; 6 . |а гс з 1п х й х .

II 1. Гх2/ 1 - 2 х 3й х ; 2 . ^ ^ - ;  3. Г с° ! ^ а х ;
-1 ■> Л х - 5  . ^ з 1 п 2 х ,

4. | ( 1 - х ) со з2х й х ;5. | ( х 2 +  3 )е '2хйх; 6. |(х -1 )а гс 1 д х й х .

III
1. Г ?  —  ■, 2. Гсоз/ 4. ^ 2х й х ; 3. Г , * 3* . :

4. | ( х 2 - 2 ) со зЗх й х ;5. | ( 3 х  +  1)е‘ 2хйх; 6. р ^ й х .

IV 1. И 4 х 4 + 3 й х ;2 .  Г е ^  —  ;3. Г г8^ 2х йх; 
)  1 < /4 -З х .  ^ соз2 2х

4. | (2 х 2 -3 )5 1 п х  йх;5 . | ( 1 - 5 х ) е " 3хйх;6 . | ^ й х .

Ответы:
I 1. - ^ З - х + 41п(2 + л /3 - х )  + С ; 2. - - С 0 5 л/З х +  4 + С ;

У1 5  ̂ ' -
3. - ^ ( 4 - х 3)2^ с ;  4. - ^ ( з - х)со82х --^ з1п2х + с ;

5. - - ( 2 х 2 - 6 х  + 3 )е “2х+ С ;б . хагсз1Пх + 7 1 - х 2 + С .

II 1. - ^ 7 ( 1 - 2 х 3)3 + с ; 2. е— + с;3. з<Уб1пх -  у%/б1п7х + с ;. ,, 

4. ^ (1 -2 х)81п2х - ^ соз2х + С;5. ~ -|.(2 х 2 + 2х + 7)е~2х + С |

6. ^ ( х 2 - 2 х  + 1 )а гс 1 д х -^ х + -||п (1  +  х2 ) + С .  .

Щ 1. —̂ л/1 -4 х +1п(2 + ’У1-4х ) + С;2. 31п74 + 2х + С ;
2 ■ 4

3. — ' / б - х 4 + С |  4. - ( х 2 -2 )8 1п З х  + —х с о з Зх ----- -з1пЗх + С ;
2 3 9 27

5. - - ( 6 х  + 5)е"2х+ С ;  6. - - 1 п 2 х - - 1 п х - -  + С . •
4 х х х

IV 1. —  ̂ (4 х4 + з )3 + с ; 2. - - е ^ + с ;
2 4 4 3 , . . . . . . .

3. ^ \ / с о з 7 2 х -^ л /с о з 2 х +С;4. - (2 х 2 -3 )с о з х  + 4хз1Пх + 4 с о з х  + С ; 

б Д ( 1 5 х  + 2 )е -3х+ С ;  6. 2 Т х (1 п х -2 )  + С .



2.3. Интегрированиевыражений, содержащих квадратный трехчлен. 
Интегрирование простейших дробей

Для нахождения интеграла вида:
Ох

> ах + Ьх +  с
(2.3)

необходимо в знаменателе выделить полный квадрат, т.е. представить
г ■ к . 2 ь с. .. ь ,2 с ь2 .ах* +  Ь х + с  = а(х* + —х + —) =  а((х +  — ) + ---------- =-).

. а а 2а а 4а2

Тогда Г - 5- ^ ------
-»ах +Ь х +  с 2 1 ,  у

йх ЬX н—  = 
а

<1х = сИ =;Т сК
1* +

а 4а2
■, . Ь .2 с Ь

(х ч -  — -)* + -----------=-
г» 2а а  4а2 
г. Ь2 . •В зависимости от знака ----------7 получим один из табличных интегралов 9 или 13. ;
а 4а  -  . ■ :

Аналогичным образом можно свести к табличным интегралам 11 или 14 неопреде
ленный интеграл, в котором квадратный трехчлен стоит в знаменателе под знаком корня

Г Охили
'  ч/ах2 + Ьх + с

Если интеграл имеет вид:
Ах +  В -Ох,

у а х 2 +  Ьх + с |
то вначале надо выделить производную знаменателя, преобразуя

(2.4)

А  АН
Ах + В = —  (2ах + Ь) + В - —  = 

2а 2а
— (ах2 + Ь х + с ) ' +  В -  — . 
2а '  2а

В результате интеграл (2.4.) разобьется на сумму двух интегралов:
Ах + В

I ?  -о х  =
) ах + Ьх +  с 2а

А  Г0(ах2 + Ьх + с)
2а .! ах2 +  Ьх + с

А  ((ах  +  Ьх + с)'с!х

+ (В

ах2 + Ьх + с 
А Ь ,Т  Ьх

( В - — ) Г-
2а .);з хг 4* Ьх + С

ьн2а .!ах2 +Ьх + с ц ,
А , . 2 АЬ. Г Ьх= — 1п(ах*+ Ьх + с) +  (В -------) | — =---------------.
2а 1 2а .!ах2 +Ь х + с

Один из интегралов легко находится внесением производной под знак дифферен
циала, а второй имеет вид (2.З.). . .

Точно так же находится интеграл вида Г-^ ^ 1 1 в  = 0х .
■'ч/а

Пример 1. Найти |

1:

З х -1 -Ь х .
-4 х  + 8

■ з х -1  : н_ з | .(2х - 4 )  + ( 4 - | )О И V
ч/х2 - 4 х  + 8 2 •* ч/ х2 - 4 х + 8
3 ГЬ(х2 -  4х + 8) . с Г йх _ о. Г.
2 ч/х2 -  4х + 8 ^ ( х -2 )2 + 4

ах2 + Ь х> с

3 |~(х2 -  4х  + 8)'Ьх + 5 Ьх

Для нахождения интеграла вида Г- - - - - - - . . . . . . -  ■
. . ^ (х  - а )п \'а х 2 * Ьх + с

%/х2 - 4 х  + 8 У ( х  -  2)2 + 4

= з 7 х 2 - 4 х  + 8 + 5 1 п |х -2  +  ч / (х -2 )2 +  4| + С . 

Ох

применяется замена 1
х - а

14



Пример 2. Найти Г- •><
с1х

(х + 1)л/х2 + 2 х  + 10

I; с!х
(х + 1)л/:х2 + 2х + 1 0

.1
(х + 1)
х - 1 - 11

И , Ох = — г-сК 
I 2 - ь 101

ё 71) .+ .у -2  + 10

= 1:
01

7Э12 +
> = 1п|з( + фэ!2 +1| + С = -Ф |п ^4(х +  1 / г + 1 + С .

Простейшими называются дроби следующих типов:;

х - а
А

3)

4)

Ах + В . 
х2 +  рх + д ’ 

Ах + В
(х -а )  (х +рх + д) -

где а  , а , в , р , ч - постоянные числа, т -  целое, т > 2 ,  р2 -4 ч < о .  /
Интегралы от простейших дробей первого и второго типов находятся легко: 
| ^ ^ 0 х  = А1п|х —а| + С , .

Г— - — с!х = А Г(х-а)~т 0х = ------------------------- + С .
1 ( х - а Г  1 Г х -а Г ~ 1Г' ( х - а )  1 ( х - а Г  ( 1 - т )

Интегрирование дроби третьего типа уже рассмотрено ранее г 1 ,
(см. нахождение интеграла 2.4.).
Неопределенный интеграл от дроби четвертого типа представим в виде суммы двух 

интегралов (см. интеграл 2.4.). +
Г АХ + В Ну а  Г (2х + р ) ^  . /р АР \ Г :
•> (х2 + рх + д)т  2  лГх2 + о х  + а)т  '  2 ' . ! ( : "

= - [ 2 -Ь

" (х  + р х  + д)
„ 2 ---------V N

> (х +  рх + с(),г
А  Г0(х + рх + д)

(х +  рх + д) 
А 1

(В -  — ) Г- V  * 2 - Л (
Ох

2 (х2 +рх + ч)т "’ ( 1 - т )

(х2 +рх + ч Г
А р. р Ох

р.2 4 д -р 2. - : . ((х + | Г  + - ~ н )
Итак, задача свелась к отысканию интеграла вида:.

г  Ох
1(и2+а2Г (2.5)

( 4 ч - р  >  0) .где и = х + .|,  а = ^ 4с|2 р2
Для нахождения интеграла (2.5) используют рекуррентную ̂ формулу понижения сте

пени знаменателя: • " ;
г___ Ои_________  и 2 т - 3 ' Г Ои ,
■1(и2 + а2)т  ~ 2а2( т - 1 ) ( и 2 + а 2)т ~1 + 2а2( т - 1 )  л(и2 + а 2)т “1 ’ ! (

Зх + 5Г Зх + 5 
(х2 + 2 х  + 5 )2

Пример 3. Найти

Зх + 5 3 |̂ х + 2 - 2  +  у  з
“ 2 .I (х2 +  2х +  5)2 2 ) \

х + 1

Ох.

10

 ̂(х2 + 2х + 5 )2 
3 1

Ох 

+ 2(

0(х2 + 2х + 5)

2 х2 + 2 х  + 5 8((х + 1)2 +  4 ) 8 .14 + (х +1)'

2  } ( х 2 +  2х + 5)2

1 Г-----—----- ) =
8 ------

+ 2 Ох
1((х +  1Г + 4 Г

15



3 1 1 х +1
2 х 2 + 2х + 5  4 х2 + 2 х  + 5

1 . х +  1+ дагс‘9 -2 ~  + с -

Задания для аудиторных занятий
Найти неопределенные интегралы:
1. Г-— - — — ■. Ответ: —а г й д ^ -^  + с .

Л х2 + 4х + 20  4 4
2. [ - ^ —— ах. Ответ: Д1п|х2 + х + ч| -  ДХагс1д 2х * 1+ с .

•< х 2 + х  + 1  2  I 1 ^ 3  -ч/з

3. Г Х — — с1х. 0 т в е т /-1 п |х 2 - 8 х  + 7| + — 1п х _ 7
•I х2 -  8х + 7 2 1 ■ I --8 х  + 7

4. Г , — . Ответ? а гсзш -^4  + С .• Ч " '

х - 1
+ с .

' -^4 +  8х -  х2 -/20

5. Г- 7- 3--..1 с)х. Ответ: Зл/х2 - 8 х  + 18 + 5 1 п |х -3  +  7 х 2 - 6 х  + 18и с .
•’ у х 2 - 8 х  + 18 I •' I

6. Г , 8х~ 11 - а х . Ответ: -8л/б + 2х - х 2 - 3 а г с з т + С .
•> »/.Ч X  9 х  _  V 2 - / б

Ч:
Ч;
Ч*
Ч

с)х.________Ответ: - ш х+ 2  + 2^ 2 + х ^ с .
Х '/х 2 +  х  + 1 х  ■

4 х - 1 3З х -1
(х2 +  2х + 10)2

а х . Ответ: 1 . х -И  _ -
,  + — а гс (д ----------+  С . -1

х2 + 2х + 10 54 а 3 *
ах

(2х-1Г -.Ответ: 1

10 йх -. Ответ: 1
30  (2 х -1 )и  

1
( 5 - 4 х Г 44  ( 5 - 4 Х ) 11

+ С .

’+С,

Задания для индивидуального выполнения
Найти неопределенные интегралы.
1 1. Г 2 3х + э а х ; 2. Г .-Ч г3 ’ а х ;3 .  Г йх 10;4. Г 2ЙХ 2.

^х - 6 х  + 12 ^-\/х2 + 2 х  + 2 «1(Зх - 4 ) °  Л(х 2 + 4 )2
II 1. Г 2 х _ 7  а х : 2. ( . . I х ' 2  ,а х ; 3 .  Г йх 9 ; 4. Г 2ЙХ . .  

■>х -1 0 х  + 9 ■’ л / 5 - 4 х - х 2 -1 (4 х -3 )9 -1(х2 + 9 )2
III 1. Г 27х  + 3 а х ;2 .  Г , - - 4 х ~ 5 .. а х ; 3. Г йх -4 .  Г й х 2 2 .

•<2х + 4 х  + 9 1\1х 2 + 10Х  + 29 ’ 3 ( 5 - 1 0 х ) 11 / (1 6  +  х2 )2
IV 1. Г 25х; 4 а х ; 2. Г .  7 х - 3 а х ; 3. [ •  йх ,3 ; 4, (  й х 2 2 .

 ̂х2 + 8х + 3 Ч з ~ 2 х  + х2 •1 (3 -8 х )13 ^ 2 5  + х2)2 .

Ответы:
1 1 . —!п|х2 - 6 х  + 12| + Д Д а гс (д х 3 + С ;

2 1 1 7 3  г/з
2. -/х 2 + 2х + 2 -4 1 п |х  + 1 + 7 х 2 + 2 х  + г | +  С; :

3. -  + С ; 4 . — ^ ------+ — а гс !д - + С .
27 ( З х - 4 ) 9 - . 8 (х 2 + 4 )  16 2

II
1 . 1 1п х2 10х + 9 + 1 1п Х - '1 + с ;  : ; -  2 4 х - 9

16



2. - 7 л / 5 - 4 х - х 2 -16агс$1пХ ^ 2 + С ; :

3. —- ......——д--  С ; 4. --— — - + — агс1д— + С .‘ .
32 ( 4 х - 3 ) 8 18(х2 +  9) 54 3 ■

III
1. -1п |2 х2 + 4х + 9 | - ^ а г с { д ^ (^ Ц  + С ;  . : •

2. 4л/х2 + 10 х  + 2 9 -2 5 1 п |х  + 5 + ч /х 2 + 1 0 х  + 2э| + с; , ' ^

0 1 1 _ .  Л х- 1 , х ^  • ■ .•••• ■■ ,о .---------------------- г̂- + С , 4 . ---------------г -  + ------ агс!д-- + С .
100 ( 5 - 1  Ох)10 3 2 (1 6 + х2) 128 4'

IV А 5 . | 2 о 0| "12 - х +  4 + >/Тз — , • .. ч ■1 .  -1п  х + 8 х  + 3 + - т = 1 п -= = + С ,
2 ' 1 л/Тз х + 4 -ч /Т з

2. 7 7 з - 2 х - х 2 +41п |х - 1  + ч/ 3 - 2 х - х 2 | + с ;'

3. --------------— т̂  +  С ’ А . ---------— 2~ + — —  агс(д— + С . ‘
96 (3 - 8х У 2 5 0 (2 5 + х2 ) 25 0  5  Ч .

2.4. Интегрирование рациональных функций

Рациональной функцией (рациональной дробью) к(х) называется отношение двух мно

гочленов, т.е. К(х) = РпОО ,где рп(х) - многочлен степени п, о т (х) - многочлен степени т .
о т(=0 .

Если п < т ,  то р?(х) называется правильной рациональной дробью, если п > т ,  то -  
неправильной рациональной дробью. • "V г  ̂> : • .. -ь .

Всякую неправильную рациональную дробь путем деления числителя рл(х) на зна
менатель о т (х) можно рредставить в виде суммы многочлена и правильной рацйональ- 
ной дроби. . ........  к

Например,

уголком, получим
-Зх

- неправильная дробь. Разделив числитель на знаменатель

х 3 + 2х2 -  Зх
= х - 2  + 7 Х - 6 Х - 1  

х3 + 2х2 -  Зх
Так как нахождение первообразной от многочлена не представляет труда, ;то интегриро

вание рациональных дробей сводится к интегрированию правильных рациональных дробей.
Чтобы проинтегрировать правильную рациональную дробь; надо представить ее в 

виде суммы простейших дробей, рассмотренных в пункте 2.3.^Дпя осуществления такого 
представления знаменатель о т (х) надо разложить на множители, каждый из: которых 
является либо степенью линейной функции х - а ,  либо степенью квадратного трехчлена 
х2 + рх + д , не имеющего действительных корней. Каждомумножителю (х -а )к ,знамена-
теля о т (х) соответствует сумма простейших дробей первого и второго типов:
■ | ^ 2  | | ' а  1/ам/ппми м и пм /нтош л 1 . Л :
х - а  ( х - а ) 2 ’ ( х - а ) '
бей третьего и четвертого типов.

В1Х + ( 1̂ . В2Х + С2 .

, а каждому множителю (х2 + р х  + д)5 - сумма простейших дро-

х + рх +  д (х2 +рх + д)2
В д Х + ^ д

! +  ох +  д)1
Для вычисления значений а  , вТ с Г р а з^о ^н й и  ^авйп&ои 'рЕ цй& айьной др|би на 

сумму простейших используют м е |с щ н е д ^ р е ^ е н н ^ ^ - ^ з с ^ и ^ ^ ^ е иного
Рассмотрим суть метода на примера!ё х н и ч е с ко го  у н и в е р с и те та 17

х 3 + 2х2



Пример 1. Найти Г— !— ах. ;
^  ^  .) х(х -  1)(х +  2 ) .

Представим подынтегральную функцию в виде суммы простейших дробей:.
2 х - 1  А  В С  А (х -  1)(х + 2) +  Вх(х + 2) + Сх(х -1 )

х (х -1 ) (х  +  2) х + х - 1  + х + 2 : х (х -1 ) (х  + 2) . '
После приведения суммы простейших дробей к общему знаменателю получим 

дробь, знаменатель которой равен знаменателю исходной дроби. Числители таких дро
бей также должны быть равны.; '"  '

СлеДОВатеЛЬНО, 2 х - 1  =  А (х -1 ) (х  + 2 ) + Вх(х + 2) +  С х (х -1 ) .
Полученное равенство является тождественным, т;е. справедливым при любых зна

чениях х . В частности, приТх = о имеем -1  = - 2А или а = - ,
4  ' ■ . 2 ,

при х = 1 имеем 1 = зв или в = 4  при х = -2  имеем -5  = 6С или с  = - - .
Неизвестные коэффициенты А, В, С в данном случае найдены методом частных значений. 
Тогда Г— ‘̂ —1— ах= Г (1 .1 + - . - 1 — - — 1_)ах = : ,

н  З х (х -1 ) (х  +  2 ) У 2  х 3  х - Г  6 х +  2 '

= | |пН + 3 |п1х - 1 - | 1п1х + 21+ с -

Пример2. Найти Г- у Х + 1 ах.

Представление подынтегральной фунющи в виде суммы простейших дробей имеет вид:
‘ Зх +1 А 1  ̂ А ; В * А 1'х(х + 2 )ч -А ;(х  + 2) +  Вх2 д
х2(х + 2) ~ х , х 2 х + 2 х2(х + 2) ^  ”
Как и в предыдущем примере имеем тождественное равенство ’

Зх +  1 = А ,х (х  + 2 ) + А 2(х  + 2 ) + Вх2 (2.6)
Для определения неизвестных коэффициентов а 2 и в воспользуемся методом ча

стных значений.
При х = 0 получим 1.= 2А 2 ; или а 2 = ^ , при х  = -2 получим-5  = 4В или-в = - | .  Ко

эффициент а 2 найдем приравнивая коэффициенты при х2 в обеих частях равенства 
(2.6.) х2|о = а , + в . ‘

Следовательно, а , = - в = | .

• Окончательно получим Г -?х+—  ах = Т ( -  • -  + ~  4 -  -  -  • - ^ - М х  =
 ̂х2(х  4 2 ) ” 4 х 2 X2 4 х + 2 -■

- | |п:х1 - ^ - | |п1х ' 21 -с -

Пример 3. Найти Г - 2 4 ^ - б х .
• Зх(Х2 +4) ‘ •/ .....................

..... Представим подынтегральную функцию в видеюуммы простейших дробей и приве
дем их к общему знаменателю. ? -

х + 5 А  Вх + С  А (х2 +  4 ) + (Вх + С)х ? : '
х (х2 + 4 )  х х 2 + 4 х (х2 + 4 )  _ , " "!
Приравнивая числители, получим тождественное равенство

• х *-5 = А(х2 +4)+(Вх-*-С)х. ; ■■ ■ ‘ ■ ' • •  •
Для определения неизвестных коэффициентов а  ; в , с  получим систему уравнений:

Г 18 ' - ■ ........... . . ......... , ----------------- ,



0 = А + В
1 = С 
5 = 4А

решение которой, а  = - ,  в = - - , с = 1 .
4 4

Следовательно, Г— ^-- -ох = | ------ „—
Л х(х2 + 4 )  ̂ 4х  х 2 + 4

' \  ^
5 ГОх 5 Г2х0х Г Ох 5 , , , 5  Г0(х2 + 4 )  1 . х

= 4 \ т ~  8 Ь т Г  Ь т г  4 1ПИ -  в + 2 аГЙ 92 =

5 ! х - 1

=т |п1х1 -  1 |п(х2+4) +| агс*д |+с •

Задания для аудиторных занятий

1. Для данных правильных рациональных дробей записать вид разложения на про
стейшие, не вычисляя коэффициентов. .

2х2 - 6 х - 9  . с \  Зх3 - х 2 + 4 х - 1 . ‘ '- ; б )
Л — 1 ОХ

х2 - 8 х  + 12
(х2 -1 )2

- ; г )
2 х -4

а).

(х3 + 25х)(х  - 1)2 ’ 4  ( х - 1 ) 2(х2 + х  +  7)2 ’
Найти неопределенные интегралы: -

.3
г . р ^ ^ о х ;  0 т веТ: 4 + ^  + 4 + |п

х" - 4 х
„з V

х 2( х - 2 ) 5
(х + 2)

+ С.

3. (Ц -Ц -о х ; Ответах+ - + 1п(х 1) + с .
^х3 - х 2 2 |х | . , •

4. Г— 2x2 ~?х ~ 3— ох; Ответ:
■!(х -1 )(х2 - 2 х + 5)

5. —  о х ; Ответ: — агс(дх + —
З х4 - 1  2 4

5- Г-
•ч

2х
4 1П

х - 1

л/(Х2 -  2х + 5)3
х - 1|

1 - х + С.
1 + х

— агс(д-------+ С .
2 2

(х  +  1)(х 2 +  1)
Ох; Ответ: — ^ — 1п|х + 1 |+ -1п(1 + х2) + с .

2(х +1)

Задания для индивидуального выполнения
, , А

Найти неопределенные интегралы:
I

1 . Г 2 х 2  +  1 2 х  6  о х ;  2 . Г 3 x 2 + 1  о х ; 3 . Г6 9 х 0 х .  ,
•>(х +  1)(х2 + 8 х  + 1 5 )  •Л (х — 1){х2 — 1) •>х3 +  8

II 1. Г2х < - 7 х 3 + 2х2 + 1 3 а х . 2  Г х 2 - З х  + 2 й х ; 3 _ Г . 4 х - 1 0  ^  
■< (х2 - 5 х  +  6)(х +  1) ^ х 3 + 2 х 2 +  х  •>(х  +  2)(х 2 - 2 х  +  1 0 )

III 1 Г2х 4 - З х 3 - 2 ^ - 2 6 ^  2  Г 4х  3  Г 2х2 +  7Х+.7  ^  , 
■> (х2 - 5 х  +  4)(х +  3 )  -1(х2 -1 ) ( х  +  1) •> (х -  1)(х2 +  2х  +  5)

IV
1 . [  3 х 2 - 21 7 х + 2  о х ; 2 .  [ 6 х - 2 х22 - 1 о х ; 3 .  [ 4 х2 : х + 1 0 о х . , .... 

•> (х-1)(х2 + 5 х  +  6) •>х3 - 2 х2 + х  •) х 3 +  8



Ответы:
1 1.61п|х +  3 |-2 1 п |х  + 1 |-21п |х  + 5| + С ; 2 . 2 1 п |х - 1 | - ^ -  + 1п |х  + 1| + С; 

3 .21п|х + 2 | - !п |х 2 -  2х + 4 | -7 з а г с (д —^  + С . ..

II 1 .x 2 +  х + 21п|х + 1| +  1п |х -2 | +  1п |х -3 | + С ; 2. 21п|х| +  - ^ - 1 п | х  + 1| +  С ; 

З.^1п |х2 - 2 х  + ю |-1 п |х  + 2| + -^агс1д ^ -^  + С . :

III 1 .x 2 + х  + 41п |х-1 | + 1п|х + 3 | - 2 1 п |х -4 |  +  С ; 2. 1п |х -1 |-1п |х  + 1 | - ~ ^  +  С ;  

3. 21п |х-1 | + | а г с 1 д ^  + Ь . ' '

IV 1 .201п|х + 3 |-  1п|х - 1| - 1 61п|х + 2| +  С ; 2 . -1п|х| -  1п|х - 1| — ^  + С ;

3. 21п|х + 2| +  1п|х2 - г х + ^ и - У з а г с ф ^ ^  +  С .-
1 1 -Л

2.5. Интегрирование тригонометрических функций. 
Интегрирование некоторых иррациональных функций

Для нахождения интегралов вида Гз1п2 т  х с о з 2п х Ох ( т , п > 0 ) подынтегральную 
функцию надо преобразовать с помощью формул понижения степени: .

2 1 +  с о з 2 х  . 2  1 - С 0 3 2 ХСОЗ Х = ------------ , 31П Х = ------------- . ; .2 2
В интегралах |з'штсозпс1х , | з 1п т х з 1ппхс1х > |'созтхсозпхс)х, необходимо произ

ведение тригонометрических функций заменить суммой:
1

з ' т т х - с о з п х  = — (5 1 п (т  +  п )х  +  з 1 п ( т - п ) х ) ,■ 2 . / ..........  ■
- 1 '■31птх-51ппх = - (с о з (т -п )х -с о з (т  + п)х),

1соз т  х • соз п х = — (соз(т -  п)х + соз(т + п)х).

Интеграл вида | р (з1пх,созх)йх ; где к  - рациональная функция от зЮх и созх, с по-

щью универсальной тригонометри1 
интегралу от рациональной функции:
мощью универсальной тригонометрической подстановки 1д -  = 1 всегда можно свести к

|к (31П Х ,С 05Х )С )х  =

. к .
1дГ ‘’ 31ПХ = 21

1 + 12
. 2Ш .. 1-12 с1х  = ------- 5-, с о з 1 =

1 + 12 ’ .1 + 1'

= |н , ( 1 ) с Н .

Однако в ряде случаев для нахождения | к ( з 1пх,созх)с1х удобно использовать другие 
более простые подстановки: ”

а) если р (—з[пх,—с о з х )= Р (з 1п х .с о з х ), то применяют упрощенную подстановку 
1дх = 1, при ЭТОМ 0х = 7^ 5-, З 1 п х 4 - г = = ^ . созх = —̂ = =  .  ' ' ■



б) если К(-81пх,созх)=-Р(51пх,со5х),то используют подстановку созх = к  , ,
в) если К(51пх,- созх)= К(з1'пх,созх), то удобной является подстановка З1пх = 1.

Пример 1. Найти |з1п2хсоз2х й х .-  г *

5̂1П2 хсоз2 хйх = ~  5̂1П2 2хйх = ~ соз4х)йх = .... .
1. 1 . . , _ 1 1 . , „  •
8 У 4 '  8 32 .

Пример 2. Найти Г
У,

I:

ЙХ

йх

2з1П Х + З со зх  + 5
, х  . . 21
1д— =  1, 31пх  = — 5-2 щ 2

12$1ПХ + З С 0 8 Х  + 5
с!х = 261—г-, СОЗХ =  -♦2 л

1 -Г “
2й1

2 »  41 , 3(1 -  г )(1 + П ( 1 + Г  1 + Г
5)

4 ----------- ? ----------2 = = [*2— -----= ГЛ 41 + 3 -  312 + 5 + 512 ^ 2 +21 + 4 •!(
Й1

(1 +1) + 3
. х X

1 , 1 + 1 _ 1 , 1 + 19 2-7=-агс1д-т=- + С = —== а гс!д— т=^-
Д  Д  Д  Д

Пример 3. Найти | 1д32х й х .

+ с .

2хйх =
1д2х = I,
. 1 *  йх =

2 4 + 12
1 | ^  = 1 6 { _ ^ Т)Ш =
2 .1 1 + 12 2 1 ♦ I2

,2 г= —I2 ГД(< +21Ц - 1 2 - -1 п (1  + 12) +  С = - 1 д 22 х - -1 п (1  + 1д22х) +  С . ;4 4 У 1 + г  *14 4 4 4 - ; , .
Рассмотрим интегралы от некоторых иррациональных функций, которые с ’помощью 

определенных подстановок приводятся к интегралам от рациональных функций.
Интеграл вида |к(х,Ух,Ук..,Ух)йх, где к  рациональная функция своих аргументов,

замена х = 1п, где п- наименьшее общее кратное показателей к ,т ,- ,з  приводит к инте
гралу от рациональной функции переменной - 'и,   ̂ -

Интеграл более общего вида Гр (х,м^ ^ , ф(— — ....=/—~ ) й х  приводится
........  } . . .  У с х  +  й \ с х  +  й  У с х + .й  •

к интегралу от рациональной функции с помощью подстановки
меньшее общее кратное показателей к,т ,:..,з . 

Пример 4. Найти интеграл |  У * у у йх ,

ах + Ь 
сх + й

1п, где п-наи-

7  '

к Д ^йх = х = 112,7 х =  16,\/х  = I2 
Й х  =  12111й 1, У х  =  I 3

И - 1

Г 1° Г Г 1= .12 к .  • 1- .й1=12 7 - й1 =.II15 + I14 . Л -И

= 1 2 | Ч т Г С|1= 1 2 1(12 -»  + 1 -  — -  1 2 ^ - - -2- +1 - Ш|1 - 1| | + С  = 

= 4 У х - б У х + 1 2 1У х -1 2 1 п ( 'У х + 1 )  + С .

21



Пример 5. Найти Г
. .  - :

хОх

хйх

I:
? '^ (х  + 1)4 - ^ ( х  +  1)5 ;'- 

х + 1 = 1е, Ух +1 = I2 
йх = 6{5сИ ,^хТТ = I  ̂ 48- 1» ЛI3 —1^(х + 1)4 - ^ ( х  + 1)5

= 6 Г(13 + 1)с11 = 6(—  + 1) +  С  = - ^ ( х  +1)4 +  6&(х +1) +  С .
3 4 2

Задания для аудиторных занятий
. /  . . '

Найти неопределенные интегралы: . - .
Г 3 1 11. 51п4ЗхОх;ответ: —х - — з1пбх+-со512х + с .
■I 8 . 12 8

2. соз2х-51Пбхс1х; Ответ:----- созвх —  соз4х + С.1 : 16 8
Г 1 13. |созх-соз2х0х: ответ:—з1п х + —51пЗх+с.3 2 6 ■ . '

1  Г—.)з +
с1х . 1,---------, ответ. —!п
5 созх 4

2 + 1д

2-1д^
+ С.

5 . Г— -
.15 + 51

6. Г _ ^ _ ; <
1 3 + 51П X

2 2(э |  + 1--------; ответ: -==агс1д— ,
5ШХ + ЗС05Х л/15 ■ у/15 .

+ С.

;о тв е т :-1=агс1д ^ + с .  '
! 3 + 51 ГГ4 X 2%/3 л/з

7. [— 2 й* - -  2 ; ответ: ~ а г е {д ^ Е ^ + с .
3 3 з1гг  х  + 5 соз2 х  15 у/5

8 . ; Гс1д25хс1х ; ответ: - - с 4д5х - х + С '
' - .  "..Гг х 5 .. ... ' ‘ •.

9 . ) Г _ ^ 1 _ ;о т в е т :  6^ 1 2 ^ 1 2  |1̂ _ 1| :
г 5  5 . 5 I I . .

10 . Г .  ’ ; ответ: ~ ( 1 >/Зх + 4 -  21/Зх  + 4 + 41п $ 3х + 4 + 21) ) + с .
Зл/Зх + 4 + 21/Зх7 4  3 2 • . ,

X

Задания для индивидуального выполнения

1 1. |с о з 4 х й х ; 2. |з1п х .со 59хс)х ;3 . | з 1п3 х -с о з2 х й х ; г: ■ ; : .-1

4. Г 1дх о х ; 5. Г йх ;6 .  Г У * _ Л с ; 7 ,  Г ^ ± ^ й х .
.>1-с»д2х .13 +  2С 05Х-51П Х - Н - У х  V 2х + 1

II 1. |з1п2 х-со з4 хО х; . 2. |з1пЗх-31п5хс1х ; 3. |с о з3 х - з т 2 хс1х; : " :

4 . [  2 ах 2 ; 5 .: Г , . ' *  ; 6 . [  ^ х ; г.  г ^ ^ 1 > 2 .
зЗ соз2 х + 4з1п2 х З З з1п х - 4 с о зх  •'З х  + ^ х2 ■* 7 х +1 +  ^ х  + 1
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III 1. |з1П4 Х-С032 ХС|х; 2. |соз2х-81П бхс1х; 3. |з |'п 3 2Х -С032 2 х й х ;

/| Г Ох 5  Г Ох ' д Г Х - & 3 ;  -  ■
^7соз3 х + 2з1п3 х ’ ’ ^5  +  З с о з х - 5 з 1ПХ ’ ’ } х ( \  + $[х) ’ "  ‘

7 . г йх : ; : -   ̂ - ■ ■ г
. 3 \](2х  + 1)2 - , / 2 х + 1 . . . - . . ’Т- "  ' ■

IV 1. | з т 2 4 х й х ;2 .  |с о з 6 х -с о з 8 х 0 х ;3 . |с о з 3 2 х . 8 'т г 2 х 0 х ; -  ’

у| Г Ох - 5  Г Ох • . 0  г , / х 8 х . 7  г  ■ 4 х 0 х
^1 + 51П2 Х , ЛЗ +  5С03Х: «! 1 + ' » ^ (х  4- 1)2 +  у/х +  1 + 1  4 ‘

Ответы:
3 1 1 1 1' - .

1. — х +—зю2х +—-81П4Х + С; 2 .'— С08вх—— оэзЮх '+'С: 
8 4 32 16 20 ■ ;

1д—- 1
3. ■1со55 х - ^ со53 х +  С ; 4 . 4 |п |(д 4х -1 |  +  С ;  5. агс1д— \ —  + С |

5 . 3  . . . . . .  4  •... • 1 . . 2, • .

6. 4 ^ - х 4 ^ - 2 ^ - 4 ^ - 4 1 п| 1 - ^  + С ;5 3 - • 1 . .
7. ± (2 х  + 1) + - ^ ( 2 х - И ) 5 + С .

2 ; . 5  . • . , . . .  . . „ , ) V" • '

1 1  1 1 1 ‘1. ---X-----5Ш4х + —  51П32х +С; 2. — 31П2Х-----51П8Х+С;
16 64 48 4 16

‘д |+ 2
+ с ;3. ^81п3х --8 1 п5х'+с ; 4 . 4 = аг^ д ^ + с ;  5. —!п

з  5 |  г 7 з  л/ з  ; , 5

б.^ 'У х-^^х+'^^-агйд^х+С ; 7. ^ (х + 1 )7 ~(х + 1) + -^ (х  + 1}5 +С. 
3 3 9 7 ‘ 5

»д
х __1 
2 2

III 1. —  Х - — 51п4 х - — 81П3 2х + С ; 2 . соз8х - - соз4 х + С ;  
16 64 48 ; 16 8

3. —  со852х - —соз3б х + с ; 4. ~ 4 агс19 — + с ; 5. —1п
10 6 ,/14 V7 3

1д— 4 . 2
."‘X .‘д ~ - 1 * 2.

+ С ,

6. ^ -^х3 -^ /х + 1 п |\ /х + 1 | +  С ; 7. - ^ 2 х  + 1 + 3 ^ 2 х  +  1 +  1п|^2х + 1| +  С .

IV л л 1 1  1 1
1. - X --- -61П8х + С; 2. —81П2х  +  —-81П14х  +  С; 3. —81П32 х --- -51П5 2Х + С,'2 16 4 28 -• . 6 10

4.4агс1д(,/2(дх) + С; 5. 1п
>/2 4

« И

» д |+ 2
+ с ;

6. ^ \ / х ^ - х  +  ̂ $ ? - 2 л / х + 4 \ / х - 4 1 п | \ / х  +  1 |+ С ;  7 3 ^ х  + 1 - 4 ( х  + 1) +  С .
___5 3 . ’ :
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ГЛАВА 3. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

3.1. Вычисление определенного интеграла. Интеграл с переменным верхним преде
лом. Формула Ньютона-Лейбница. Замена переменной и интегрирование по частям

Пусть на отрезке [а;Ь] определена функция ?(х). Произвольно разобьем отрезок 
[а;Ь] на п частей точками а = х0 < х ,  < х 2 < . . .< х „  =  ь . Из каждого отрезка (х ^ .х , )  возь
мем произвольную точку ^ и составим сумму Х ^ ,)Д х , где Дх, = х,-х,_1. Эта сумма на-

.■ . . / . (-1 ,
зывается интегральной суммой, а ее предел при А =  т а х  Дх, -»  О, если он существует 
и конечен, называется определенным интегралом от функции цх) в пределах от а до ь

■ " *> ' . 4  п ■ ....... ’ '
и обозначается: тх)йх = И т ^ г ^ ^ х , .

,  »4.*>0 1-1 '
При этом говорят, что функция <(х) интегрируема на отрезке [а;Ь]. Для интегрируе

мости достаточно, чтобы на отрезке [а,-ь] функция была или непрерывна или имела ко
нечное число конечных разрывов.

Если функция Ц1) непрерывна на отрезке [а;Ь], то функция р<х) = |г(()сп, есть пер
* V ■ . а .'

вообразнаяфункции г(х),т.е. р'(х) = г(х) при а < х 2ь.

ь = Р(Ь)-Р(а), которая называется форму-а - 1.1
. , . а ' '■ :

пой Ньютона-Лейбница. Первообразная г(х) вычисляется путем1 нахождения неопреде
ленного интеграла | цх)йх = р(х) + с .

Если функция цх) непрерывна на отрезке [а,-ь], а функция х = ф(1) непрерывно 
дифференцируема на отрезке [ц .у ,  причем а = ску , ь = <р(12) , то

■ . ь .. . .
■ • |((Х)ЙХ = |(((р(1))-ф'(1)си. ■

- , .. <1 ...............................
Если функции и = и(х), V = у(х) и их производные и'(х) и непрерывны на отрезке

[а;ь], то справедлива следующая формула интегрирования по частям:
ь |ь . ь

; |и й у  = цу -  | у й и .
. а а

Тогда имеет место формула ГцхЩх = р ( х )

 ̂ Задания для аудиторных занятий
1. Вычислить интегралы.

Г Г хйх Т  ЙХ • . . 1  [ х  Л* ,.,
1 ^ 2 5  + Зх ’ 1 (х2 +Щ2 ’ Iх%/1+ 1пх ’ 1 х8 + 1 ’-3 О 1 О
2 1 2 1 \  ’

д) Г ^ йх; е) [—— - йх ; ж) [— — ------ ;з) Гсоз3 <рйф.
'  ^ х 2 М 2 х + 1  М 4 х2 + 4 х + 5 .о о „ ■ о . .. о - . , ‘ ■

Ответы: а) - ;  б) - ;  в)2 ; г) — ; д) е -  >/е; е) 2 - ш5; ж) - ( а г с щ - - агс!е—); з) | .
3  4  16 4  2 2 3

з
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2. Вычислить интегралы с помощью замены переменной, -
■ - • • : ~ • . • ■ я - •. •

а) ^  
31 + л/3х б) |

2_
>/3

;в )
1л2 ‘____
| 7 е х - 1  Ох
о ‘

Ох
-  Зсо зх ’

д) | е) | 7 з - 2 х - х2 о х .
0 1 + -31П х 

6

Ответы: а) |(3 + 1 п |) ;  б) | ; в )  2 - | ;  г) ±агсЩ2 ; д) е) _

3. Вычислить интегралы методом: интегрирования по частям.'
7С . :

1л2 4 1 > •
а) |х - е _хОх;б) | х 2 с о з 2 х 0 х ; в) | а ^ 51Пх о х ;

е 4 . 4 ■

г) Цп2х Ох; д) с|х ; е) |е 3х з1п4хОх.
1 О С08 Х О

Ответы: а) | ш | ;  б) в) *< /2 -4 ; г) е - 2 ;д) А ( ет
32 4  2 ' 25

Задания для индивидуального выполнения

1. Вычислить интегралы.

IV

Оха) р -Ц ^ О у ; б) ; в) Г- ----------,
1 у2 г х(1 ч- !п2 х) Ъ х 2 + 2 х  +  2

а )^ ; 6 ) р » а х ;в ) |_ _ _ ,с!х

а) С -р -= — ; 6) [ 1 ™ 0 х ;  в) [-
} х ^

с!х
х2 + 4 х  + 5 *

1:
- 2 4 '  1 ' '  ■ -0.5

с!х
. ^ 8  + 2х ~ х2

Ответы:
I

II
а)1 'п 1+2^ : ^ _с03^' в) 0,21п-^-;

III а )5(^16 -1 ); б ) | ;  в)агс(дЗ- агс1д2;

IV а) ^ ;  б )з1п1 ;в )|.

+ 1)



2. Вычислить интегралы с помощью замены переменной

IV

а).Г— ?  б ) Т — А = = ; ' в )
« 2х +  -УЗх + 1  « хл/з.- х 2 51пх

а) Г_5* ;б) Г ; в) Г— 2*— ;
31+->/х 3 х^ 1 +  4х 2 ЛЗ +  2созх

III

я) Г - йх ■'
-2 /  • 

’ ) г  йх •

- я  . ,

Л  йх •
' *  х +  л/2х —1 Хл/х2 - ! 1 З з  +  соэх 1 -

Я

а) Г— * . ; б )  С - Д = ; в )  Г-----------.
^1+  \/2х  + 1  ; х ^ 2 5 - х 1 4 5  +  481пх

с!х

Ответы:
1 а)о , 21п И 2 ; б )1п ( з + 78>; в ) ^ 5 ;  ,

II
а ) 4 - 2 1 п з ;  б ) ш ^ + 3 ; в ) ^ а г с < е - ^ ;

- - . 2 -^5 \ '5  ■■■
III а )2 (1 п 2 -—); б)агсз1п—-  — ; в) - ^ (а г с Щ -^ -а г с Щ -^ г ) ;  

4  3 6  ч/2 л/2 л/6
IV а )2 - 1п 2 ; б ) -1 (1 - ;  в ) - (а г с (8 3 -а г с { б - ) -2  2  3  3  ;

3. Вычислить интегралы методом Ответы: 
интегрирования по частям. . -

1

Я . .
4 1

а) | х  • 81п 2х й х  ; б )  | |п ( х + а) й х  ;
О О

II

я

а )  Г - - Й х  : б )  Гх 'ч х й х ;
ЛСОЗ X •»* 1 
6

III

я
2 ' -Гг 

а) | х  с08х й х ; б )  | х  • агс1§х й х ; 
о 0

IV а)~ [— йх ; б )  Гх 2 1п х й х . 
^$1па х Л я 1
4

1 а )-1 ; б) 2Ш2 - 1 ;

II а ) —  (5 л Т з -9 1 п З );  б )— — ;
18  4

III 2  ; 7 з  2  '

IV а Г ( Э - 4 ^ )  +  1 ,п б )8 |п 2 _ 7  
3 6  2 '  3 9
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3.2. Несобственные интегралы. Несобственные интегралы первого рода. 
Несобственные интегралы второго рода. Признаки сходимости. : 

Интегралы с бесконечными пределами

Если функция «х) непрерывна при а ^ х  < « , то несобственным интегралом с беско
нечным верхним пределом (несобственным интегралом первого рода) от этой функций

называется предел Г а д а х  = ит Г а д а х  . ̂ Ь-̂ +оо ̂

Если этот предел конечен, то несобственный интеграл называется сходящимся, если 
предел не существует или равен бесконечности, то он называется расходящимся.: 

Аналогично определяются несобственный интеграл с бесконечным нижним преде
лом и несобственный интеграл с обоими бесконечными пределами: -

Ь Ь +<» С Ь ... . .

Гадах = Пт Гадах; Гадах = Нт Гт(х)с1х + Пт Гадах. . ; 1
2 а->-« «I 2 •-►-оо 2 ь—►+« 2

-оо а -со в с : .
Признаки СХОДИМОСТИ. . ..

+с0
1. Пусть при а < х < + «  выполняется неравенство о < « (х )^ й х ). Если |е(х)с!х схо-

' а •
+00 ,. +00 . . +00 +00 . . ■> •

дится, то сходится и |а д а х ,  причем |а д а х <  |б(х)с!х. Если |а д а х  расходится, то
а а а а

+00 ' . ' •

расходится и |е(х)Ох. ,

2. Если при а 5 х < + Ц ;ц х )> о , е (*)>о  и существует конечный предел п т  —  * о ,; < +оо:;
3

то интеграл |а д а х  и |е(х)ах сходятся или расходятся одновременно. ■ -
а а ; * ' . . -V - . •

3. Если сходится |]г(х)|ах , то сходится Гадах и он называется абсолютно сходящимся.
а а . ■

4. Если г(х)>о и существует конечный предел Мт({(х)ха)=  а  ^ о ;  т.е. * ( х )= 4 г при
. '  ̂ Х-+00 . X

• +00 / ■■ ' 
х -> +сс, то при а > 1  интеграл [ Т(х)с1х сходится, а при а < 1  интеграл расходится. - 2

2) Интегралы от неопределенных функций. ч
Если функция ад.непрерывна при а ^ х с с  и ,с < х < с  и-в точке с она имеет беско

нечный разрыв, т.е. к с )= » ,.т р  несобственный интеграл от этой функции (несобствен
ный интеграл второго рода) определяется формулой: . '  •' . V " ' -

ь с ч  ь '
: Га д а х= Н т  Г а д а х + И т  Г а д а х  (3.1).

, 2 е^-»0 2 62-+0 2 ; • . ‘ . ,
■ •, а. а • С+62 ’ ' ‘ . ' ■ •

Если оба предела в правой части равенства (3.1.) существуют и конечны, то несобст
венный интеграл называется сходящимся, а если хотя бы один из них не существует, -  
расходящимся. - : ; : : < , , ‘ . 1 ' ' ;
- Вслучае с = а  или с = ь , в правой части равенства (3.1) будет только один предел:
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Признаки сходимости и расходимости несобственных интегралов от неограниченных 
функций аналогичны соответствующим признакам для интегралов с бесконечными пре
делами.

Задания для аудиторных занятий

, 1  Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость).
с!х

I х + 4х  + 9
ТОО +00 . , +00

д) Га-ГС>9\ - 0 Х I в) Г х -е "хс1х;ж) (, 51пхс1х. 
3 1 + 4х •! 1-4х-оо 0 0

Ответы: а) расходится; б) 1 ; в )1 ; г ) ~ ; д )о ; е) 1; ж) расходится.
к 3 л/5

,;2. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость).

Г ~ 2 ; ^  1*дхйх; г) Г ' ; Сх2 ; Д) [ :* 71-х2 • / х ^ х  у ^ В х - х 2 -Я ^

I  1 не) Н ^ :ж)

-------------- , м/ ,х  1пхйх;
2 7бХ - X 2 -  8 '  |

1 I

(Х -1Г
Ответы: а ) ^ ; б) расходится; в) расходится; г)тг; д ) -~ ;  е) расходится; ж) расходится.
3. исследовать сходимость интегралов.

+ос .........  +оо +оо ’ "
а) [ .......?х ; б) [ 4 ^ ;  в) [  йх

1 3 + 2х2 + 5х4 М х2 + 1 . 3 х2 + 7 7 7
= ; г ) р
1 .

-йх;

Ответы: а) сходится; б) расходится; в) сходится; г) сходится; д) расходится; 
е) сходится; ж) сходится; з) сходится.

Задания для индивидуального выполнения

1. Вычислить несобственные интегралы первого Ответы: 
рода или установить их расходимость. '  ̂ и

I . +оо " +ос - • +оо : •' :

•■ ■ ■ в ‘ ■ - ■ 0 ! ' ' ' -оо ■ • •
N.. •ко . , +оо . . .  . +оо • . . 

е 0 • • -ос - ;

1 а)—; б) расходится; в)2 72

II а) расходится; б) - ;  в) ;
6 731
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III +00 , ’ +00 ’ ■ ' '• '• . +00 ”, 
а) Г 6х2 ; б) [  .х. ! х_ ; в )  [  2 й х . ; ■1х1п'х ■ Ч х 2 + 5  •'х^+гх + ге 0  у ^ -оо

III а) 1 ; б) расходится; в) я;

IV +00 +00 +00 . 
а) 1 х с*х: б) |хе х с1х ; в) |

2 •• 0 ■■ ■ •

IV а) расходится; 6 )1 ; в ) ~ .г 2  ч/З

2. Вычислить несобствённые интегралы второго Ответы: 
рода или установить их расходимость. ' ‘ : >

3.3. Приложения определенного интеграла. Площадь плоской фигуры. 
Вычисление объёмов. Длина дуги плоской и пространственной кривых

Если непрерывная кривая задана в прямоугольных координатах уравнением у = т(х) 
(Г(х)>о), то площадь криволинейной трапеции, ограниченной этой кривой, двумя пря
мыми х = а , х = ь и отрезком оси абсцисс а < х < ь (рис.2.), определяется по формуле

■■ : 1 ’ ь - ■ ‘ ,
5=^Г(х)с1х. V

. . / а . . ‘ '
Площадь фигуры, ограниченной графиками непрерывных функций у = г,(х) и 

у - т , " №  -  ?2<х) й двумя прямыми х = а ; х = ь (рис.З.), вычисляется по формуле:
■ Ь /• ■

1 1
е ' 0 - 1 - 1' : •

а) Г йх2 ; б) Г в )  Гошках;'
М Х|П2 Х \ ^ 1 - х 2

и

а ) Ц х : б ) | ^ : В ) ) Х|ПХС)Х;
ш

1 0 * 1 *  0 ' ‘
IV я

е2 2 1 ,

а) |  ; б) |с1дхс!х; в) | х 2 1пхс!х. 
1 х>/ х 0 0

I а ) 1 ; б ) ^ ; в ) - | ; -

и а)2 ; б ) я ; в ) - 1 ; • •

ш а) расходится; б)— ; в )-цг. ; ; 8 ,, -

IV а) 2^ 2 ; б) расходится; в ) -1 .



Объемы ,тел, образованных вращением криволинейной трапеции (рис. 2) вокруг оси 
Ох и оси оу  выражаются соответственно равенствами: :

_ Ь Ь ' • Г ’ ‘ ‘ ‘ ■
;\/х - п | у 2с1х; Уу = 2 п |хуй х . . .

Если фигура ограничена кривой, имеющей параметрические уравненйя х = х((), 
у = у(1), прямыми х = а ,  х = ь  и осью .Ох,.та площадь ее и объёмы тел, образованных 
вращением этой фигуры вокруг осей, вычисляются по формулам: % ,

*2 . *2 : Ь ............
5 =  |у(1)х’(1)с1[, Ух = л |у 2{1)х'(()си, V,, = 2л |х (1)у(1)х'(()с11, где пределы интегрирова-

Ч ;Г ■' <1 А. ' ' ' : ' : -
ния находятся из уравнении/а = х (1, ) , ь = х{(2) (у(() > о на отрезке р , ; у ).

Пусть фигура ограничена графиком непрерывной функции г =  г(ф ) и двумя лучами 
Ф = а , ф = р (рис. 4), где ф и г - полярные координаты. , ■ ’

Тогда площадь криволинейного сектора, ограниченного дугой графика функции

Г =  Г ( ф ) , а  < ф  < Р , вычисляется ПО формуле 5 =  ^  у 2 ( ф ) 0 ф .

Если площадь 5(х) сечения тела плоскостью, перпендикулярной оси Ох, является 
непрерывной функцией на отрезке1 [а;ьь то объем "тела определяется по формуле:

V = |з(х)0х.

Длина дуги гладкой кривой у = г(х), содержащейся между двумя точками с абсцисса-
• •••.■• • _ ' • "  • ‘ Ь ' '' _ ' ' ' " . 

МИ х = а И х = Ь (а < Ь ), равна Г =  | %/ и ( у ' ) 2 Ох. _
а -

Если же кривая задана параметрическими уравнениями х =  х(0, у = у((), ( ( , < 1< (2),
*2 ■ - ‘ , 1 .. 

то ( = р (х ;)2+(У;)2си. ; : .

Аналогично выражается длина дуги пространственной кривой, заданной параметри
ческими уравнениями х = х(»), у = у(1), г  = г(1 ), Ц < 1 < 1 2: ‘ -• •

1 > , ' ч , ■. А-  >2 ______________________  : ' ' . ' - ■

( =  + (у ; )2 + (г;> 2 л .

В случае, если задано полярное уравнение гладкой кривой г = г ( ф )  , а < ф < р, то :
’ 11 ,

; -  (  =  | \ / г 2 +  (г')2 Оф.
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Задания для аудиторных занятий,

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной указанными линиями:, г '
а)ху = 4 , х  =  1 ,х  =  4 , у  =  0 ;  б )у  =  3 - 2 х - х 2 ,у  = о ; в )у 2 =  х3 , у  =  8 ,  х  =  о ; -

’х = а ((  — 31П1) .г)у  = 2 х - х 2 ,у  = - х |  д ) у =  2 - х 2 ,у 3 = х 2 ; е )
у = а (1 -с о з 1 ), у =  0

Ж) х а 1̂ ^  ; з )г  =  а з т З ф ;и ) г 2 = а 2 созф .
у = Ь(Т>-3 1 )

Ответы: а )8 1 п 2 ; б ) ^ ;  в ).19 ,2 ; г) 4 ,5 ; д ) ^ ;  е )З я а2 ;ж ) ^ - а Ь л /з ; з) - ^ - и ) а 2 .’ о . ~1о. о - 4
2. Вычислить объем тела, полученного вращением фигуры, ограниченной данными 

линиями, вокруг указанной оси.
х̂> " уа )у  = е х , х  =  0 ,  х = 1, у =  0 ,  % ,  \ /у ; б )х г — у2 = а 2 , х  =  ±2а, Л/х ;

в )у 2 =  4 - х ,  х = о , у у ; г)  у  = х2 , у  =  7 х ; д )
х =  асоз') 1 ".

Ъ » • у *у = а8ш
е) х + ‘у - 2 = о ;  х2 +  у2 = 4 ,  у х . ..... ...........................

Ответы: а) |< е 2 -Г ) ,  2Я ; б ) « |1 ;  в ) ^ ;  г ) ^ ;  д ) ^ 1 ;  е ) | , .

3. Вычислить дину дуги кривой. '

а )у  = 1пх, - У з 5 х 5 -Ув; б ) |х е С05*, о^1< 1 ; в )г= а (1  + созф); ; 
[у  = е ’ з Ы

г) х = а!2 , у =  а (1 + ^ Й ) ,  2 = а (1 -^ 1 3) ,. «3 о - -
Ответы: а )1 + ^ 1п | ; б ) л /2( е - 1) ; в ) 8а ; г ) 2ал/б. г

Задания для индивидуального выполнения

1.Вычислить площадь фигуры, ограниченной указанными линиями
1

а) у = 4х -  х2 , у =  о ; б) у =  х2 , у =  2 х ; в) г = а 81п 2ф; г) | х  _  _  соз 1)" у  =  о

II а )у  = 1п х,х  =  е , у = 0 ;  б )у  =  2 - х а ,у  = х2 ; в )г =  асозф ! г ) ( х  аС 03* . .....
-А'  [у  = Ь31П1

III /  Гх 21 — I2а )у 2 = 2х + 4 ,х  =  0 |  б )у  = х2 +  2 х ,у  =  х + 2 ;  в )г =  асозЗф ‘, г)1 .
, [у  =  212 - 1 3

IV . ,  „  ,  \  Л х  = 2соз3 1 
а )у  = х ,у  = 8 ,х  =  о; 0 ) у = х2 + 4 х ,у  = х + 4 ; В)г =  азш 5ф ; Гм ■ .

[у  = 231П3 1

Ответы: _____________

1 а)т :б )! :в )1 г :г)127'-
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II
Ф ;  б ) | ;  в ) ^ - ;  г)паь ."

III а )1® ;б )^ ;в )^ 1 ;г)-® -'. 
' 3 '2  '• 4 '15

IV а )12;б )2о | ; в ) ^ - ; г ) ^ .

2. Вычислить объем тела, полученного вращением фигуры; ограниченной данными 
линиями, вокруг указанной оси.

I а )у  = 51пх,0<х^71, \/х7 б)х2 — у2 = 4 , у .= ±2,\/у; в)г = а(1 + со5ф),Л/ ; '
И а )х у  = 4 , х  =  1 ,х  = 4 , у  =  о, м х \ б )у  = з ю х , 0 5 х 5 я , V ; в )1 х 7 а^ _ 8 'п ^  , у = о , \ /х ;• ’ [у= а (1 -со з1 )
III а )у 2 = 2 р х ,х  = н , у х ;б )у 2 = (х  + 4 ) \ х  =  о ,у  ; в) [х - а( * - 81П() 0 у  .

у [у  =  а (1 -со $ 1 ) у
IV а )у  = а х - х 2 ,у  = о , \/х; б )у  = х3 ,х  =  о ,у  = 8 ; \ / у ;в ){х _ а с 0 3 * , о < х < а , \ / х

у [у  = азш21, у =  0

Ответы:
1 о\ я2 . е \6 4 л  . 8 з. а) у . б )  — ,в )-7 1 а 3 ,

II а) 1 2 *; б) 2 л2 ; в )5л2а 3 ;
III а)лрь2 ; б) 5 8 ,5л; в)бл3а3 ;
IV а )— ; б )э ,2 л ; в )— ла3 . 

' 30 '  '1 5

3. Вычислить длину дуги кривой.
I а) у2 = х3, о < х < 1 ;  б) Iх = а(С031 + * 5|ПЯ ;

3 [у  = а(з1п1-1соз1), 0 2 1 < Т
II а )у  = 1п(з1п х ) , ^ < х 1< ^ ;  б)г = а ф ,0 ^ ф 5 2 л ;

III а) у = 2л/х , 0 < х 2 1 ; б)г,= 2( 1 -  созф );
IV \  |  . Гх = а(1-31п1) а ) х 3 + у 3 = а 3 ; бы . : [у - -а (1 -с о з ( ) ,  0 < 1 < 2 л

Ответы:
I а ) И ? . ; б ) .1-а Т 2 ; ' 27 ’ '2
II а )|п З ; 6)ла^1 + 4л2 + | |п ( 2 л  + >/1 +  4л2 ); * • '

III а)^(ЮлУТо-1); б)1б;

IV а)ба; б)8а.
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ГЛАВА 4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ И СИСТЕМЫ .

4.1. Дифференциальные уравнения первого порядка. Уравнения с разделяющими
ся переменными. Однородные уравнения и уравнения, приводящиеся к ним

; Дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение вида
; ' (4-1)
; связывающее независимую переменную х , неизвестную функцию у  и ее производную у ’ .

Если уравнение (4.1.) разрешимо относительно у ’ , то его можно записать в нор
мальной форме: : . 7 . . . . . .  ■ . . .  ... .......
: ' ' У ' =  ^(х ,У )  . - (4.2)

Иногда дифференциальное уравнение первого порядка удобно задавать в диффе
ренциальной форме: ................................  ; ■

Р(х,у)с1х +  С!(х,у)с1у =  0 (4.3)
• Решением (или интегралом) дифференциального уравнения (4.1 ., 4.2. или 4.3) назы
вается любая действительная функция у =  у (х ), которая вместе со своей производной 
обращает данное дифференциальное уравнение в тождество. В случае, если эта функ- 7 
ция задана в неявном виде, решение называется интегралом. Г рафик решения (или ин
теграла) дифференциального уравнения называется интегральной кривой.
’ Любое дифференциальное уравнение первого порядка имеет бесчисленное множе
ство решений. Для описания этого множества вводится понятие общего решения.

Общим решением дифференциального уравнения (4.1) (4.2.) или (4.3) называется 
функция у =  ср(х,С), где ,С - произвольная постоянная, обращающая данное уравне
ние в тождество. .. : , :

Общеерешение Р (х ,у ,С ) =  0 , заданное в неявном виде, называется общим интегралом. 
Геометрически общее |ешение (общий интеграл) представляет собой семейство ин

тегральных кривых на плоскости, зависящее от параметра С  . ' '  ’
. Частным решением дифференциального уравнения называется решение, получен
ное из общего решения при фиксированном значении С :« у  =  ф (х,С0), где С0 - число. 
Аналогично определяется частный интеграл: Ф (х ,у ,С 0) - 0 . . .  • > - ч
: Задача Коши для дифференциального уравнения первого порядка имеет следующую 
формулировку. Найти решение у =  у (х ) дифференциального уравнения первого по
рядка, удовлетворяющее начальному условию у (х 0) =  у0 ; другими словами, найти ин
тегральную кривую этого уравнения, проходящую через точку М0(х 0;у0 ).

Дифференциальным уравнением первого порядка с разделяющимися переменными 
называется уравнение вида - .

Х(х)У(у)с1х +  Х 1(х )У 1(у)с1у =  0 ;  ' (4.4)
где - Х ( х ) , Х ,(х )  - функции только от х ; . ^  : :
У (у ) , У ,(у ) - функции только от у . Предположив, что Х ,(х )У (у )  *■ 0 и разде- 

: лив на это произведение обе части уравнения (4.4), получим уравнение
X (х 1 V  (\/1 'п  ; с!х+ ■■■•— с1у =  0 , которое называется уравнением с разделенными пере- 
Х 2(х ) У 2(у ) • ■ ■ ■ • . : ■  ■“ '

менными. Оно имеет общий интеграл 7
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Корни уравнений Х.,(х) =  0 ,  У (у )  =  0  являются решениями уравнения (4.4).
2

; Пример 1. Найти общее решение уравнения у' =
...-.•Л \ — V •'< У +  уХ2 ' ■ ■ . .

Решение. Так как после замены у'.=  ^ д а н н о е  уравнение приводится к виду
•■'V.. '■ • ■" " ■ ' ■" ....... . ■ • а х  ''V. ■ ■ ' '

'• 'х(1 +  у 2)йх +  у(1 +  х2 )с!у =  О , то оно является уравнением с разделяющимися пе
ременными. Разделив обе части на (1 +  х 2)(1 +  у 2) * 0 ,  получим уравнение с разде-

ленными переменными Д 4 с 1 х  + — ^Ц -й у  =  0 или ——— с!х н— — с!у =  О
1 +  х " 1 + у... . 1 +  Х2 1 +  у 2

Интегрируя это уравнение, находим 1п(Т+х2) +  1п(1 + у2) =  1пС или 
(1+  Х2)(1+  у 2) =  С . '  .

Здесь произвольная постоянная, взята в логарифмической форме, что законно, по
скольку всякое действительное число С 1 может быть представлено как логарифм друго-
гочисла:С., =  1пС, где С  =  е 01: Ответ: (1 -+ х 2)(1 +  у 2) =  С .

-Функция Р (х ,у ) называется однородной т -о го  измерения, если для любых ( вы
полняется тождество Р(1хДу) =  Т1пР (х ,у ). ,

Дифференциальное уравнение первого порядка • ?
-  ̂ Р (х ,у )й х  +  <Э(х,у)с1у =  0 ^  (4.5)

, называется однородным, если функции Р (х ,у ), 0 (х ,у )  - однородные функции од
ного и того же измерения. ...................................... : ...........

С помощью новой перёменной и , вводимой по формуле у  =  и х , однородное урав
нение приводится к уравнению с разделяющимися переменными.

Пример 2. Решить дифференциальное уравнение (х  +  у)с1х +  хс1у =  0 . '
Решение: Здесь Р (х ,у )  =  х  +  у ,  0 ( х ,у )  =  х  - однородные функции первого изме

рения, так как Р(4х,1у) =  1x4- Ту - 1 ( х  +  у )  =  1 Р (х ,у ) и <Э(1х) =--1х =  Ю (х ) , т  =  1.
'Вводим новую переменную и через подстановку у  =  и х , тогда, йу  =  ис1х +  хс)и. 

Подставляя это выражение в уравнение, получим, (х  +  хи)с)х +  х(хс1и +  и й х ) =  0 или  
хйи  +  (2и +  1)с1х =  0 . "' ■ ' - 1 ' . .

Разделяем -переменные: с1и с1х
2и +  1 х :

■ Для удобства умножим обе части последнего равенства на 2 .

Тогда, интегрируя почленно, будем иметь: [  = - 2  Г— ;
; ^  ^ 2и +  1 )  х— Л

Отсюданаходим 1п|2и4-1| =  -21п|х| +  1п|С| и 2и +  1 =  ~ 2-.:

т  ■ у 2 у  . С  х С ,Так как и =  — ,то —  +  1 ■■---------------------- - 1—5- и, следовательно, у = ------
х *  , 2

где С , =  — - произвольная постоянная.

34



В процессе решения нам приходилось делить на функции х и 2и +  1. Приравнивая

их к нулю, получаем возможные решения: 1)х =  0 и 2)2и +  1 =  0 ; отсюда у =  Обе
функции 1) и 2), как легко убедиться проверкой, удовлетворяют данному уравнению: по-

х  С  - •следняя получается из общего решения при С , =  О . Ответ: у =  —  +  —1; С . е  К .
2 х

Уравнение
у , =  ах  +  Ьу +  с ) (4.6)

+  Ьцу +  с,
можно привести к однородному уравнению, с помощью преобразований х =  и +  Ь ,

. . .  .  : Т а й  +  Ьк +  с  =  0, “у = V + к , где п и к  определяются системой уравнении ( в случае,
; ■ . - ; • : (а ,й +  Ь,к +  с., =  О, ■' ■■

когда Д =

Если Д =

а Ь 
а, Ь, 

а  Ь

* 0 .

31 Ь,
= 0 , то дифференциальное уравнение (4.6.) сводится к диффе

ренциальному уравнению с разделяющимися переменными с помощью преобразования 
ах +  Ьу = г .  -

■ ■ -■ . --г ' ■ :! ; ■ ■ •; ' ' • х  — V '" ‘ • г; ‘
Пример 3. Решить дифференциальное уравнение у' = ---------- -— . . . .

, . , - . 2 х - 2 у  +  5  _
Решение: Для данного дифференциального уравнения выполняется условие ‘ ;

1 - 1  V . , V
=  0 . Вводим новую переменную г: х - у  =  2 . й х - й у  =  й г ,Д = 2 -2

с!у . х - у
. ТО

с!х — с!2 
с!х

:, 1 й г
22 +  5 ’ с!х 2г  +  5 ’

с1у = ЙХ -  Й2 . Поскольку
1 йх 2 ( х - у ) + 5

Й2 _ ^  2  22  +  5 - 2  Й2 2 +  5  .
йх 2 г  +  5 2 г  +  5  ’ йх 2 г  +  5 - 

Интегрируем полученное дифференциальное уравнение с разделяющимися пере-
22  "Ь 5  ' 5  ■' ^' ■ - . - • : '•*.

менными:-------— й г  =  й х , ( 2 - - — - ) й г  =  й х , 2 2 -5 1 п |2  +  5| =  х +  с .
2 + 5  . 2 + 5  1 Л  '

Подставим вместо 2 его выражение и получим ,общий интеграл исходного уравне
ния: х — 2 у  — 51п|х — у +  5| =  С . /

Задания для аудиторных занятий

1. Является ли функция у (х ,С ), где С  - произвольная постоянная, решением (ин
тегралом) данного дифференциального уравнения: >

а)у =  х2(1 +  С е х ), х 2у' +  ( 1 - 2 х ) у  =  х 2 ; б)у =  С е х - е “х , х у \+ 2 у '- г х у  =  0 ;

в)х2 + у4 = С у 2 , хуйх  =  (х 2 - у 4)йу; г )е х =  С у , х у у ' - у 2 -  х 2у . +  
Ответы: а) да; б) нет; в) да; г) да. ’ : :
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..... 2. . Найти общее решение (общий интеграл) дифференциального уравнения. ,
а) е х ' 3ус1у -- хс1х; . , , . . .  ......

'• б) у 'з 1П х  =  у 1п у ; ' • ............  . - : .• ■
в) (х  +  1)с1х +  ( у - 1)с1у =  0 ; '
г) (у  -ь 4)с1х +  (х  -  5)с1у =  0 . : . • .. . ■ :

Ответы: а) е3у =  3 (С  -  хе~х -  е "х); б) 1п у =  С 1 д | ; в) (х  + 1)2 +  (у  - 1)2 =  2 С ; 
г) ( х - 5 ) ( у  ‘ 4 )  - С .  ;  ̂ .  .•

... 3. Проинтегрировать дифференциальное уравнение, построить интегральную кри
вую, проходящую через указанную точку М0 .

а) у ' =  у ;  М 0 (0;1);- б) у' = X

V I + х
; М 0 (0;1);

в) у' = ~ ; м 0(1;1); г) у ’ =  у с 1дх; М0( - ; 3 ) .

■ Ответы: а) у -  С е х , у =  е х ; б) у =  Т Т + х 2 + С ,  у =  7 1 +  х2 ;

\в )  у =  ( ^ ~ 7 х ) 2 , у =  (2 - л/ х )2; г) у =  С з 1п х , у  =  3 л /2 з т х .
■" ■ • "  ■ - ■ . ■ /  ' ’

4. Найти общее или частное решение (общий или частный ин/еграл) дифференци
ального уравнения. ■ . . ' ' ' ' ; ’ '" ' ' 5 ‘

а) (2х +  у)с!у- (х  - 2у)с!х - 0 ; б) (у 4 - 2х3у)с1х +  {х4 — 2ху3)с1у =  0 ;.
2

В) у' =  - 4 ~ г - - .  у(1) = 1 ; Г) ху - у 2 =  (2 х 2 +  ху )у ', у(1) = 1;

Д ) У ' =

х -  2ху 
х + у +  3 

Зх +  Зу ( 1 .

Ответы: а )(у  - х )2 =  С 2(х  +  у ); б) х3 +  у3 =  Сху; в)

г) ^  +  21п-^ = 1 -1 п х ;д )  ( З у - х )  +  1п|х +  у +  1| =  С .

::+ '/ ■.;. Задания для индивидуального выполнения

1. Является ли функция у (х ,С ), где С  - произвольная постоянная, решением (ин
тегралом) данного дифференциального уравнения.

1 . ■ С х . ! ... 2 /у = ------- + 1 ; у -  ху =  1 +  х  у .
х + 1  ■

II у =  С с о з х  +  2 ; у'с1дх +  у  =  2 .
III

— = С х; х у ' - у  =  у2 . : 
у +  1

IV у =  с 7 х2 —' 1 ; (х 2 - 1) у ' - х у  =  0 .



2. Проинтегрировать дифференциальное уравнение и найти его частное решение.
1

>/1 — х2с1у — Зс!х =  0 , у (^ )  =  тг. . . . . .  ,
II хс!у -  (1 -  л/х)3с1х =  0 , у (1) =  2 . 1 •
III соз-Тх д х - у / х  с1у =  0 , ;у (0) =  1 ... ; , ,■ . . :
IV (ху2 +  у)с1х - х с 1у =  0 .... . . . 

Указание. Преобразовать уравнение, положив ху =  и), у(1) =  2 .

3. Найти общее решение (общий интеграл) дифференциального уравнения.
I ус1х - ( х  +  ^ х 2 +  у 2 )с1у =  0 .
II (х 2 +  у2 +  ху)с1х -  х 2с1у =  0 .
III 2х3у' =  у (2х2 - у 2 ).
IV х2у' =  у (х  +  у ).

I II III IV -
, х +  у , х -  2у -  3 , х +  у х +  у - 1  =

3 2х  +  2 у +  5 1 2х +  у  + 1 3 х +  4 у  +  3 х  +  2 у - 4 .

Ответы: I. да; II. да; III. да; IV. да.

2 .1.у =  3а гс з 1п х  + —; II. у =  1 п х - 6 \ /х  +  3 х -  —х 7 х  +  — ; III. у =  2з1п л /х+1;
2 • ' . .. . 3  3  • ,У: ■

IV. х 2(1 + —  ) = 2 Л
ху

3 .1.у2 -  2С х = С 2; II. у =  х1д(1пСх); III.у? =
1п(Сх)'

IV. у =  -
1п(Сх)

4.1. | ( х  + у )+ -1 п |3 х  + Зу + 5| = х + С . II. (у  + 2 х  + 1)2 = С 2 + 5 (х  + 1)2; - 
3 9

III. (2у  +  х +  1 ) ( 2 у - х  +  3 )3 = С 4 ;

IV. (х  +  2 )2 - 2 ( у - З)2 =  С 2( ^ ( у ~ 3 ) +  --+ 2 )8 
* \ / 2 ( у - 3 ) - х - 2

4.2. Дифференциальные уравнения первого порядка.
Линейные уравнения первого порядка. Уравнение Бернулли

Линейное дифференциальное уравнение первого порядка имеет вид , , ,
а (х )у ’ +  Ь (х)у +  С ( х ) - 0 ,  '  (4.7)

где а (х ),Ь (х ), С (х ) - заданные функции, Если а (х ) * 0 ,  то уравнение (4.7) можно 
записать в приведенном виде ■ ,

• : • у' +  р (х )у  =  Г(х), —  : -  (4.8)
ЫХ) С (Х) . - . ,',1.;.

где р (х) =  —-—- и С(х) = — —  (^(х) - свободный член или правая часть уравне- 
а (х ) а (х )
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ния). Предполагаем, что коэффициент; р (х ) и свободный член ^(х) уравнения (4.8) не
прерывны на некотором интервале (а ,Ь ). Если в уравнении (4.8) { (х ) =  О или 
р (х ) =  О, то получим дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными. 
В случае, ( (х )  =  О уравнение (4.8) называется однородным линейным дифференциаль
ным уравнением. • ...... ; .

Общее решение уравнения (4.8) всегда можно записать в виде

у =  е ^ р(х^ х Л ( х ) е ^ Р (Х ). с1х +  С ) , где С  - произвольная постоянная.
При решении уравнения (4.8) искомую функцию у  можно представить в виде произ

ведения двух множителей:'у я  иу,-где и и V функции от х . Так как у' =  и’у +  иу’ , то 
подстановка выражений для у и у' в уравнение (4.8) приводит его к виду 
иу' +  у(и' +  р (х )и )= Т (х ) /В  качестве и выбирают .одну из функций, удовлетворяющих 
уравнению и' +  р(х)и =  О; тогда функция V определяется уравнением иу' =  {(х ).

Подставляя полученные выражения для функций и и V в выражение у =  и у , полу
чим искомую функцию у . ' '  '

На практике нет необходимости линейное уравнение (4.7) приводить к виду (4.8); 
можно сразу применять подстановку у  =  и у . -

Пример 1. Решить уравнение ху' +  2у  =  х2 . , 1 '
Решение: Данное уравнение линейное. Полагаем у  =  и у , у' =  уи' +  и у '. Подстав

ляем эти выражения в уравнение, получаем у(хи' +  2и) +  хиу' =  х 2 . Подбираем 
. функцию и так, чтобы хи' +  2и =  О; тогда хиу' =  х2 . V  ,.

с1и _ с1и‘ _с1х ’’ Гс1и „  Гйхх —  =  - 2и , —  =  - 2 — ; интегрируя, находим I —  =  -2  | — , т.е. 
с1х  и х .1 и л х

1п)и| = -21п|х| + 1п|С0|.
Выбирая С0 — 1, получим и =  4 г .Т а к  как хиу' =  х2 , то х 4 г • —  =  х2 , —  = х3 , 

; X X2 с!х с!х

и, таким (
г  ,  х 4

образом, и =  ^  с!х =  — +  С ; где С -где С - произвольная постоянная. Итак, окон-

1 , х 4 Л  с
чательно находим у  =  и у  =  (—  +  С ) , т.е. у =  — : +  .

х 2 4  4  х 2 •
п  х2 С  -Ответ: у =  —  + . ■/„

4  х2
Уравнением Бернулли называется уравнение вида , . : .:

. . . : . У '  +  Р (х)у  =  Г(х)у“ , (4.9)
где - а  действительное число. Это уравнение является линейным, если а  =  0 , 

а  =  1. В других случаях оно сводится к линейному с помощью подстановки г =  у 1' “ .

- Пример2. Решить1 уравнение у '+  — =  х2у 2 ; " : ‘

•. Решение: Данное уравнение является уравнением Бернулли, для которого а  =  2 .
\1* 1

Разделим обе части уравнения на у 2 : +  —  =  х 2 . Введём новую переменную ,
1 .....;• "  1 У ху  .л ,- ■ ■■■ ’ .■■■■:
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1-2 -1 1 т  , 1 ,2 =  у  =  у  = — . Так как 2 =  — =■ у  , то последнее уравнение примет вид:
У У '

: 2 ? 2 О V , . ■
- 2' +  — =  х  или г '  —  =  - х  . Это линейное уравнение, его решение находится с

помощью подстановки 2 =  ш / . Подставляя функцию 2 и ее производную г '  =  и 'у  +  и у ' 
в последнее уравнение, получим: - - ‘ : ;л

и 'у  +  и у ' ---------= - х *  и л и  и  V +  и ( у ' — ) =  - х * .  а: „ • , - ^
х  X

Выберем функцию V. так, чтобы у ' -  — =  О, и 'у  =  - х 2 . Откуда следует, что V  =  х ,

2 2 „ X  X .и = С ------- ,а  г  =  х ( С —
2 1 2 '

1Возвращаясь к переменной у  по формуле у  =  - ,  приучаем общий интеграл исход

ного уравнения: у  =  - 1
( С - у ) х

или ху (С  -  — ) =  1.

Ответ: х у ( С - —-)  =  1.

Линейные уравнения и уравнения Бернулли можно решить методом вариации произ
вольной постоянной. Он состоит в следующем: сначала находят общее решение соот
ветствующего однородного уравнения (т.е. уравнения, для которого Т(х) =  0 ); затем ве
личину С , входящую в это общее решение, полагают функцией от х  и определяют её.

Пример 3. Решить методом вариации произвольной постоянной линейное диффе
ренциальное уравнение х у ' -  4 у  =  2 х 2 -  З х . ' .........  - * .......

Решение: Рассмотрим сначала соответствующее однородное уравнение: ' ”  .
с!у 4с!хх у ' - 4 у  =  0 ,  ху ’ =  4 у , -, 1п |у 1 =  41п |х | +  1п |С|, у  =  С х 4 , С * 0 .

Решение исходного уравнения ищем'в виде у  =  С (х )х 4 , где С (х )  - некоторая 

функция от х .  Подставляя в уравнение выражение для у  и у ' — С1[х)х4 + 4 С (х )х 3,
получаем: С'(х)х4 = 2 х - 3 ,  С (х ) =  Р Х Т ^  с1х, С (х ) =  +  4 г  +  С , , где

• ^ х 4 '" 'у с
С., - постоянная. Тогда решение исходного уравнения имеет вид:: :
у  =  С 1х 4 - х 2 +  х .
Ответ: у  = С ,х4 -  х 2 +  х .

, Задания для аудиторных занятий

1. Решить линейное дифференциальное уравнение. .
а) у ' з т х - у с о 5 х  =  з т х - х с о з х ;
б) х у ' - 2 у  =  2 з т х - х с о з х ;
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у
в) у '1 п х - А  =  1 - 1 п х ;  г

' х  ■ - '. . 9 • • •V Xг) у 'а гс1д х------ -  2 х а гс тд х ---------------- : .
...........  1 + х 1 + х

. . . .  ■ у  - ■. ->-Л.х "■ ' 'д) у  а г с з т х - - , = а г с з шх — .
7 Г - х 2

е) у 'сИ х -  узН х = 2с!тх -  -2 х з Н х  +  зМ х . - ^  '
Ответы: а) у  =  С з т х  +  х ;б )  у  =  С х 2 - з т х ; в )  у  =  С 1 п х - х ;

' г) у  =  Сагс1дх +  х 2; д) у /  С а гс з 1п х  +  х ;  е) у  =  С сЬ х +  2 х - 1

2. Найти решение, удовлетворяющее указанному условию. , . 
а) у ' - 2 у  =  е~х , у(0)_— —1; б) х у ' - 2 у  =  х ,  у(1) = 1;
в) х у ' - З у  =  3 - 4 х - х 2 , у(1) =  3 . : = •

2 е 2х +  е _хОтветы: а) у  = ---------------— ; б) у  =  2 х 2 - х ; в ) у  =  х 3 +  х 2 +  2 х - 1 .
, - . . . . . .  3  .

3. Проинтегрировать уравнение Бернулли. ;
а) у ' - ху  =  х 3у 2 ; б) х у ' + у  =  у 2 1пх;

в) 2 у ' +  у  =  —; г ) у '  +  ̂  =  - х у 2 . ’
* У - ■ ■ ■ ■ ■' • *  . •
, .... ■■■ : • ••. X2 : ■■■■ : ’ 1 ' '’■■■" •

Ответы:а) у (С е  2 - х 2 +  2 ) =  1 ;б ) у (С х  +  1п х  + 1 ) =  1;
в) у  =  С ё _х +  2 х  — 2 ; г) у (х 2 +  С х )  =  1. '

4; 'Решить уравнение методом вариации произвольных постоянных.
а) у ' - у  =  е х ;б ) у ' +  у  =  х ;в )  х у ' - 2 у  =  х 3 +  х .  ...  .
Ответы: а) у  =  С е х +  х е х ; б) у  =  Се~х +  х - 1 ;  в)у  =  С х 2 +  х 3 - х .

Задания для индивидуального выполнения

1. ) Найти общее решение линейного дифференциального уравнения.

I) у '+ .у ^д х  =  - ,  ' II) у ' +  — = 1 +  2 1пх ; .
с о з х  х

III) (х 2 - х ) у '  +  у  =  х 2( 2 х - 1 ) ;  : IV) у 'з 1 п х - у с о з х  =  1.
2. Найти частное решение (частный интеграл) линейного дифференциального урав

нения. .
I) х у ' - 2 у  =  2 х 4 , у(1) =  0 ;  II) у ' =  2 х (х 2 + у ) ,  у (0 ) =  0 ;

III) х ( у ' - у )  =  е х , у(1) — О ; IV) х у ' +  у  =  з1пх, у ( ^ )  =  - .
2 л

3. Найти общее решение уравнения Бернулли. - '
I) У' +  У =  Х л /у ; II) х у 2у ' =  х 2 +  у 3 ;
III) ух ' +  х  =  - у х 2 ; 1 У )у '-у 1 д х  +  у 2 с о з х  =  0.

40



4. Решить методом вариации произвольной постоянной и найти частное решение 
линейного дифференциального уравнения.' : :

I) ху ' +  у  =  з т х ,  у ( ^ )  =  —; II) (х 2 - 1 ) у ' - х у  =  х 3 -  х у ( Т 2 )  =  1;

III) (1 -  х 2 )у ' +  ху  =  1, у(О) =  1; • IV) х 2у ' =  2 х у  +  3 , у(1) = - 1 .  -
С  С хОтветы: I) у  =  (1дх +  С )с о з х ;  II) у  =  х1пх + — ; III) у  =  х 2 + —

1.

2.

IV) у  =  С з 1П Х - с о з х .  ' ■ . : -

I) у  = х 4 — х 2 ; II) у  = х 2 +1 — ех2; III) у  = ех 1пх'; IV) у  = -; ■ ^ - Х .

I) у  =  (х е ^  - 2 е ^  +  С )2 • е " * ; II) у  =  х ^ З ( С - 1 ) ; III) х  = у ( (^ [п у )-:

IV) у  = -------  -- V  : .V  .
(х  +  С )с о зх

4 .1) у  =  1 ^ с о з х ; П ) у  =  х 2 - 1 ;  Ш) у  =  х  +  >/1 -  х 2 ; IV) у  =  -

4.3. Дифференциальные уравнения высших порядков., 
Дифференциальные уравнения высших порядков, допускающие понижение 

порядка. Приложения к техническим задачам
Дифференциальным уравнением п -  ого порядка называется уравнение относитель

но неизвестной функции у. =  у ( х ) и  ее производных у ',  у " , у (п):
>:■ Р (х ,у ,у ',у , , . . . .у (п)) =  0 (4.10)

Если уравнение (4.1 Оуразрешимо относительно старшей производной, то его можно
представить в нормальной форме: ; ................  '

• у (п) =  ( ( х ,у ,у '..... у*"-1’ ) (4.11)
Решением дифференциального уравнения п - ого порядка называется любая дейст

вительная функция у  =  у (х ) ,  которая вместе со своими производными обращает дан
ное уравнение в тождество. ' ; •'

Задача Коши: найти решение у  =  у (х )  дифференциального уравнения п-ого поряд
ка, удовлетворяющее условиям: - : ' . ..

У (х 0 ) =  У 0 . У’( х о ) =  Уо>"-<У(П~1)(х о ) =  Уо(П_1)- :
Рассмотрим некоторые типы уравнений высших порядковкдопускающее понижение 

порядка. ; ■ ; ' : •
1. Общее решение уравнения вида ,у(п) =  ^ (х ), где правая часть является функци

ей только о т ’х ,  находят методом п-кратного интегрирования.
Пример 1. Найти общее решение уравнения у ”  -  З х  г  1. ,
Решение: Умножая обе части на с!х и интегрируя, получим

у " =  | ( З х  +  1)с1х =  ^ х 2 +  х -1-С 1. < ’

Повторяя эту операцию, приходим к уравнению первого порядка: ,

у ’ =  Г ( - х 2 +  х  +  С 1)с1х  =  ^ х 3 +  С 1х +  С 2 . ■
V 2 2  ; -
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И,: наконец, у  =  Г(— х 3 + —х 2 +  С ,х + С 2 )с1х = —х 4 + —х 3 +  ̂  х 2 + С ,х  +  С 3 
У2 2 1 2 8 6 2 2

„3  , И  ;;2  

2
Ответ: у  = —х 4 + —х 3 +  ~ х 2 +  С 2х  +  С 3 . .

8 6 2 2 3
2, Пусть уравнение (4.10) не содержит к - 1  первых последовательных производ

ных, т.е. имеет вид: -
- Р (х ,у (к),у (к_1)..... у (п)) =  0  (4.12)

Это уравнение подстановкой у (к> =  г  приводится к уравнению: 
Р (х ,2,2',2' , : : : ,2(пг к )) =  ^ 1 посадок которого равен п - к .  ....
Пример 2. Найти решение уравнения 51пху|' / - с о з у у "  =  0 , удовлетворяющее на

чальным условиям: у ( | )  =  3  -  к , у '( ^ )  =  - 3 ,  ,у * (^ )  =  0 ,  у ” (-^) =  1.
Решение: Данное дифференциальное уравнение четвертого порядка не содержит 

первых двух производных. Это уравнение вида (4.12). Введем новую неизвестную функ
цию 2 , положив у ”  =  2 . Поскольку у |У =  г ' , то искомое уравнение примет вид 
8 1 П Х 2 '  — С О 5 Х 2  =  0 .  ' :

Разделяя переменные и интегрируя, получим 1п|2| =  1п|з1пх| +  1п|С1|, откуда 
2 =  С 1 31п х , у"' =  С 131ПХ. -  ц-

Правая'часть полученного уравнения зависит только от х .  Интегрируя это уравне
ние, будем иметь: у '  =  С /с о з х  +  С 2 , у ' =  - С ,  з й х  +  С 2х +  С |

у  =  С 1с о з х  +  - ^ - х 2 +  С 3х  + С 4 .. , ....., :
; Общее решение данного уравнения содержит четыре произвольных постоянных, так 

как исходное уравнение является уравнением четвертого порядка. , ;
’ Найдем частное решение уравнения, удовлетворяющее заданным начальным усло

виям. Подставляя значение х  =  ^  в выражения для у ” , у ' ,  у ',  у  и приравнивая их 
данным числам, получим: ’ !

У '( § )  =  С , з ! п |  =  1, у ” ( | )  =  - С , с о з |  +  С 2 =  0 . .. ;

" у ’( | )  =  С 13 1 п | +  С 2 |  +  С 3 = - 3 .  , :  , . -■

Сз
2

,ТС \ л  71 ,7 1 ч2 «  / I  л  л
У (^ )  =  с 1 С О З - ( - 2- ( - ) 2 +  С 3 - .+ . С 4 = 3 - 7 1  Г

71

'2
из которых определяем значения произвольных постоянных: ... . ,

= 1 ,  С ^ =  О, С 3 =  - 2 |  С 4 '= 3 .  Подставляя найденные значения произвольных 
постоянных в общее решение’получим искомое частное решение: у  =  с о з х - 2 х  +  3 . 

Ответ: у  =  с о з х - 2 х  +  3 . 7
3. Рассмотрим дифференциальное уравнение второго порядка, не содержащее яв

но аргумента х :  Р(у, у ’, у *) =  О • - . (4.13)
В этом случае порядок уравнения можно понизить на единицу, вводя новую функцию 

Р(У) =  У '. где у  рассматривается как её аргумент. Используя правило дифференциро
вания сложной функции, получим: :
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Пример 3. Проинтегрировать уравнение у '  =  . .......... - -

Решение: Это уравнение вида (4.13). Применяя подстановку у ' =  р ," тогда
ф  6  , „  _3 ,примет вид р  ̂ =  л-1 поэтому р ф  =  6 у  Ф у ,’ =  р — . Уравнение 

с1у

Р 1 _ _ 1 .  +  С 
2 ~ у 2 + ° 1- Р‘ =  2 0 , -

1 = М 2 0 - - ?
4У

1
2С 1 -

6

У

■ =  ±с!х.

с!у

Р  =  ± < 1 2 С 1 - ^ - Следовательно,

Откуда
2С.

Л/2 С 1у 2 - 6  =  ± (х  +  С 2),

(С ,у 2 - 3 )  =  (х  +  С 2)2 , С ,у 2 - 3  =  2 С ,(х  +  С 2 )2 .
2 С 1

Ответ: С 1у 2 - 3  =  2С 1(х  +  С 2)2 . > '  ^
Решение многих научных и технических задач приводит к интегрированию диффе

ренциальных уравнений.: В этих задачах требуется установить зависимость между пе
ременными величинами некоторого физического, химического или другого процесса, 
найти уравнение линии или поверхности и т.д. . .. , _ .

При решении таких задач необходимо: : '
1. составить дифференциальное уравнение по условию задачи; \
2. определить тип порученного уравнения и выбрать метод его решения;
3. найти общее решение уравнения; ; .  . ;  . : . ^
4. получить частное'решение, удовлетворяющее данным начальным условиям; ■
5. в случае необходимости вычислить значения вспомогательных параметров; ■
6. найти, если это требуется, численные значения искомых величин. ■ ' 1
При составлении дифференциальных уравнений используются геометрический или 

механический смысл производной, кроме того, в зависимости от условия задачи, приме
няются соответствующие законы физики, механики и других наук, '

Пример 4. Определить закон движения материальной точки с массой т , брошенной 
с начальной скоростью у 0 вертикально вверх. . V .

Решение: Если пренебречь сопротивлением воздуха, то единственная сила, дейст
вующая на нашу точку, есть сила тяжести, численно равная т ‘д и направленная верти
кально вниз. Согласно закону Ньютона имеем дифференциальное уравнение'движения:

т с12х, ^  = - т д и л и - ^  =  - дс12х

С|Х|Кроме того, должны быть соблюдены начальные условия: х  ,_0=  0  и — Ь 0 =  ч0 .
, ”  . ' с!1 . ■

Произведя подстановку: V,
с!1

с12х Ф

с!у
ж

— 2- =  —  в ■ последнее уравнение,' получим
. , . . .  * > . . .  . . .

= - д  или Ф  =  -дсМ . Интегрируя, будем иметь V =  С , -  д17 Полагая здесь I =  0  и



используя начальные условия, находим . С , =  у 0 . Отсюда V = -д Г  или

^  =  у 0 -  д1. Интегрируя еще раз, будем иметь х  =  С 2 +  у 01 - - у .

Для определения С 2 заметим, что х  =  0 при I = 0  . Подставляя эти значения в на
ше последнее уравнение, получим С 2 =  0 .  Следовательно, закон движения,матери
альной точки, брошенной вертикально вверх с начальной скоростью VI) (без учета со-

у -  д1^ "  . ; • '
2  .

противления воздуха) равен: х  =; Уо*-
“ • - г'Ответ: х  =  у 01 -  — . /•

- Задания для аудиторных занятий
1. Проинтегрировать дифференциальные уравнения второго порядка,
а) у ” =  З х 2 - 4 х  +  1; б) у * =  х 2 - с о з х ;  в ) у ’  =  3 у ';
г) (1 +  х 2) у " - 2 х у '  = 0 ; д) У У ' - ( У ') 2 =  0 ; е ) у 2у ' =  -1 ;
Ж ) у у '  +  (у ')2 - 1 .  : г  Л

; 2 х 2 X2 ' ■ ; ■ ' '' ■
О тветы :а)у = ------------- : +  ■—  +  С 1х +  С ?;б )|у . =  —  +  с о з х  +  С 1х  +  С 2 ;4  3  2 1 2 '  У 12  г  1 2■. . ■■■ •■■■ 3 .■ ' '
в) у  =  С 1е 3х + С 2;г )  у  =  С ( у  +  х ) ;д )  у  =  С 2е С1Х; е) ,1 +  О^у2 =  (С 1х + 'С 2)2 ;

ж ) ( х  +  С 2)2 - у 2 - С 1. ....... ; ..........

2. Найти частные решения уравнений при указанных начальных условиях.
а) у '( х 2 + 1 ) =  2 х у ',  у (0 )  =  1, у '(0 )  =  3 ;
б) ху" +  х (у ')2 - у '  =  0 ,  у (2 )  =  2 ,  у '(2 )  =  1;

, :в )  2 у " - З у 2 , у ( - 2 )  =  1, у '( - 2 )  =  - 1 ;
г) 2 (у ')2 =  у " ( у - 1 ) ,  у(1) =  2 , у '(1) = - 1 ;  .
д) у т = х у ' +  у  +  1, у (0 ) =  1, у '(0 )  =  0 . . ■

Ответы: а) у  =  х 3 + З х  +  1; б) у  =  2  +  1п-^-; в) У = т — т ^ : г) У =  ;

-1 Х2 ■
. Д) У — 2 е 2 - 1  ,

3. Найти общее решение уравнений,

а) у "  =  4-; б) х у у  =  у |У ; в) у 'у ”  =  3 (у ’ )2 ; г)(у "

Ответы: а) у  = х 2 1п7х  +  С^х2 +  С 2х  +  С 3 ;
■■ б) у  =  С .х 5 +  С 2х 3 +  С 3х 2 +  С 4х  +  С 5 ; в) х  =  С ,у 2 +  С 2у  +  С 3 ;

,• ' А ■ . ' • ' '' '
г) у  =  С 2(х е с,х е С1Х) +  С 3 ; д) у  =  - С , с о з х - х  +  С 2 .

) г - У , ум,=  ( ^ - |  ;д) у"1дх =  у ' +  1.
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4. Записать уравнение кривой, проходящей через точку А (2 ;3 ) и обладающей сле
дующими свойством: длина перпендикуляра, опущенного из начала координат на каса
тельную к кривой, равна абсциссе точки касания. - ' .

п , 13.2  2 169  ' ’ ; " Ч -Ответ: (х  — —) +  у  =  —
4 16

Задания для индивидуального выполнения -

1. Найти общее решение дифференциального уравнения, допускающего понижения 
порядка. - . .. . ■. , ч

I а )у "  =  х ;б )  х у ’  =  у \
II а )у ”  =  с о з х ;б )  у '  =  у ' +  х .
III а) у "  =  е~х ; б) ху " =  у ' +  х 2 .
IV а) у "  =  зНх +  х ; б) ху " +  у ’ =  1п х

2. Решить задачу Коши для дифференциального уравнения, допускающего пониже
ние порядка. > , - - •

■ 1 )2 у /  =  ( у ')2,У (0 )  =  1 .У ( 0 )  =  1; И) у " : = 2 - у ,  у (0 )  =  2 ;у '( 0 )  =  2 ;.

|||) у '  = у ' +  (у ')2 , у(О) =  0 ,  у'(О ) =  1 ; IV) у" +  —| - ( у ' ) 2 =  О , у (0 ) =  0 ,  у '(0 )  =  1.

3. Проинтегрировать дифференциальные уравнения. .
I) у ' " з т х ~ у ’ с о з х  =  0 ; .... II) х у ” - у "  =  0 ;
III) у ^ з Н х - у ” с1гх =  0 ;  , IV) ( х  +  1)уу - у |У = 0 .  ,
4. Записать уравнение кривой, проходящей через точку А (х 0;у 0 ) и обладающей

следующими свойствамиГотрезок, который касательная в любой точке кривой отсекает 
на оси О у , равен квадрату абсциссы точки касания. • ■ "  4

I) А (4 ;1 ); II) А (3 ;0 ); III) А (2 ;8 ) ;  IV) А ( 3 ; -2 ) .  ■ ;
- Ответы: - ч  ч  " ‘Ч  :л" ‘" Л."

. .. . х 4 СчХ2 _  _  с . СчХ2
1 О а) У -  ̂  +  ~2 ~  +  ^ 2Х + -С з, б) у  -  ^  +  ^2 ■

' "  ' "  " ' ' х 2 ' ' '
I I)  а) у  = - З 1п х  + С 1х 2 + С 2х +  С3 ; б )у ■ =-—  ч х  + С ^е*+  С 2 . ' ‘

' ' ' ' ‘ ■ ' у 3 р  у2 ;? ’ ‘ ’ ■ '
Н1)а)у =  - е ' х + С 1х 2 +  С 2х  +  С 3 ;б )у  =  -— +  - ^ -  +  С 2 .

о г. >•
' х 4 -

IV) а) у  = — + с1гх + С 1х?.-нС2х  + С 3 ;б ) у  = (х + С 1)1п х - 2 х ч - С 2 . V

2 .1) у  = ( |  + 1)2 , у  =  1; II) у  =  2з1.пх +  2 ;  .

1И) х  =  1 п ^ - ^ ,  у  =  0 ;  IV) у  =  1— 3— . у  =  0 .  '
-■ : е у х  -г-1

3 .1) у  =  С 2х +  С 1з1пх +  С 3 ; II) у  =  С ,х 3 +  С 2х 2 +  С 3 ;
III) у  = С^сНх -г С 2х 2 +  С 3х -г С 4 ;
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4 |) У  =  - ^ т  ; Ч) у  =  З х  -  4 - х ^
=  З х  -  х 2 ;

- ^ - х 2 +  С 4х  +  С 5 .

III) у  =  6 х - х 2 ; IV) у.2 7 х

4.4. Однородные линейные дифференциальные уравнения. Однородные ЛДУ  
второго порядка. Однородные ЛДУ высших порядков с постоянными 

коэффициентами. Приложения к задачам теоретической механики

Уравнение вида у " +  р у ' +  я у  =  1 (х ) , где р , я  - постоянные числа, называется линей
ным дифференциальным уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами.

Если 1(х) = 0 , то уравцёние называется линейным однородным дифференциаль
ным уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами (или уравнение без 
правой части): . г  - . \  ,

у '  +  р у ' +  ЯУ =  0 . ’ '  (4.14)
Уравнение к 2 +  р к  +  я  =  0  называется характеристическим уравнением для урав

нения (4.14).
В зависимости от корней характеристического уравнения получаем общее решение 

этого уравнения: . , . .  ,
■ 1 л5 Если корни к., и к 2 характеристического уравнения действительны и различны,

то у  =  С ^ 1* +  С 2е к2Х, где С 4 и С 2 постоянные. : .. ^
2. Если корни к 1 и к 2 действительны и равны к , то у  =  С 1е кх ч- С 2хекх ;
3. Если корни к ,  и к 2 комплексные:числа, то (т.е. к 1’ ^ а - 1 р ,  к 2 =  а  +  1р)

у  = С 1е <̂ с о з р х  +  С 2е “ х 5 т р х . ;  -л : .. . • .

1 Прймер1. Найтйобщеё решение уравнения у ' - 2 у ' - 8 у  = 0 .  '
Решение: Так как корни характеристического уравнения .к 2 - 2 к  - 8  = 0  к ,  =  4 , 

к 2 =  - 2  действительны и различны, то общее решение однородного дифференциаль
ного уравнения имеет вид у  =  С 1е 4х + ,С 2е _2х. . .

Пример 2. Найти общее решение уравнения у " - 6 у '  +  9 у  =  0 .
Решение: Поскольку характеристическое уравнение к 2 - 6 к  +  9 =  0 , имеет один 

двукратный корень к ,  =  к 2 =  3 , то общее решение запишется в виде
у =  е3х(С 1 +  С 2х ) .  : и - ;■ . . . , ; .

Пример 3. Найти общее решение уравнения у ’  -  6 у ' + 1 3 у  =  0 .
Решение: Решая характеристическое уравнение к 2 - 6 к  + 13 =  0 ,  получим ком

плексные корни к ^ 2 =  3 ± 21. Здесь а  =  3  и р =  2 . Следовательно, общее решение
запишется в виде у  =  е3х(С 1с о 5 2 х  +  С 2 з1п2х). ' .

Уравнение вида у №).+ а ,у |к-1).+ . . . + а „у  =  0 ,  где а 1,а 2 , . . . ,а п- постоянные вели
чины, называется линейным однородным дифференциальным уравнением п -  ого по
рядка с постоянными коэффициентами. Общее решение такого уравнения определяется 
формулой у  =  С ,У1 +  С 2у 2 +  ... +  С пу п , где , ‘ .
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С 1)С 2 ,...,С П- произвольные постоянные, его находят так же, как и в случае уравне
ния второго порядка: . . . .. ..

1. Составляют характеристическое уравнение к п +  а 1к п-1 +  ;.. +  а п_1к  +  а п = 0 ;  ;
2. Вычисляют корни к , ,  к 2 ,..., к п этого характеристического уравнения; . ,■
3 . Выписывают частные линейно независимые решенияу1,у 2 ,.. . ,у п , причем прини

мают во внимание, что: ,
а) каждому действительному корню к  соответствует частное решение е кх ; :
б) каждой паре комплексно-сопряженных корней к <1) =  а - 1р , к (2 )~ а -и р .с о о т -  

ветствуетдва частных решения: е ахс о з р х ,  е а х 81п р х ;
в) каждому действительному корню к  кратности ц  соответствует ц  линейно незави

симых частных решений: е 1̂ ,  х е 101, х 2е кх,. . . ,х ц_1е кх; . . , ..... : и
г) каждой паре комплексно-сопряженных корней. к <1) =  а  -  |р , к (2) =  а  +  1р кратно

сти |л соответствует 2 ц  частных решения: е а хс о з р х ,  - . „  .
хеахс о з р х , . . . ,х ц_1е ахс о з р х ,  е а х з !п р х ,  х е а х 3 1 п р х ,...,х ^_1еа х 31прх. ,
Число частных решений равно степени характеристического уравнения.
4. Составляют общее решение, в котором у 1,у 2 ,...,уп - линейно независимые решения.

Пример 4. Найти общее решение уравнения у |У +  4 у "  +  7 у ' -  4 у ’ -  8 у ,=  0 . 
Решение: Решаем характеристическое уравнение к * > 4 к 3 +  7 к 2 - 4 к -  8  =  О , ко

торое приводится к виду ( к 2 - 1 ) ( к 2 + 'Я к + 8 ) =  0 . Уравнение имеет корни: к }  =  - 1 ,  
к 2 =  1, к 3 =  - 2 + 2 \ , к 4 =  - 2  -  2 | . Действительным корням соответствуют решения: 

у ^ е - * ;  у 2 =  е х , а комплексно-сопряженным - решения: Уз =  е~2хс о з 2 х , -
у 4 =  е _2хз т 2 х .  Следовательно, общее решение имеет вид: 
у  =  С 1е _ х + С 2е х +^Сзе-2 х сх)з2х  +  С 4е _2х31п2х или 
у  =  С 1е "х +  С 2ех +  е "2х(С 3 с о 5 2 х  +  С 4 51п2х).

Пример 5. Материальная точка массы т  притягивается кнёподвижному центру О  с 
силой, пропорциональной удалению  х  от притягивающего центра (упругая сила). Найти 
закон движения этой точки (пренебрегая сопротивлением среды). ;■ \  ; ,

' - ' Г  V.: с12х  ' > -  * V
Решение: Согласно закону Ньютона имеем т - ^ -  =  - к х , . .........

где к  - коэффициент пропорциональности и знак минус поставлен потому, что на
правление действующей силы обратно по знаку смещения х . $  - . *, \  ,.

Отсюда +  са2х  =  0 ,  ю =  ,
■ Л 2 1 У т  ; ' , ■■А'- ' >
Получено линейное уравнение второго порядка с ; постоянными коэффициентами. 

Корни соответствующего характеристического уравнения к 2 +  со2 =  0  являющегося чисто 
мнимым: к 1 » со!, к 2 =  -а л . Решение уравнения имеет вид: х  =  С 1 с о з ш ! +  С 2 81П©1. 
Можно наложить ^  =  Аз1пср, С 2 =  А с о з ф , , . '

где А  и ф - некоторые, другие произвольные постоянные. .Отсюда 
х  = А з т (© 1  +  ф), т.е. материальная точка в наших условиях совершает периодиче
ские гармонические колебания около центра с амплитудой А  й начальной фазой ф.
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- Задания для аудиторных занятий

1. Найти общее решение дифференциального уравнения. '
а) 4 у "— 1 1 у '-+ 6 у  =  0 ; б) 4 у " - 4 у '  +  у  =  0 ; '
в) у " - 2 у '  +  3 7 у - 0 ;  г ) у "  +  9 у ^ 0 ;  ’
Д) 4 у " +  у  =  0 . ' '  ■ - : ’

' ' ' ' Зх ' ' .. х х. : " ’
Ответы: а) у  =  С ,е 4 +  С 2е 2х; б )у  —С ^ ч - С ^ х е 2 ; - ...............

!<в)’у  =  е х(С 1с о з 6 х  +  С 2 5 1 п 6 х ) ;г )у  =  С 1с о 5 3 х н -С 2 51пЗх;
. „  х  ^  . х  ' з ■■■ ■ ■■ ' *д ).у  =  с 1с о з -  +  С 2 5 1 п -у  ..... г -

2. Найти общее решение дифференциального уравнения.
-  а) у ”  +  2 у " -  у ' -  2 у  =  6 ; б) у ”  +  2у" - 9 у ' - 1 8 у  = 0 ;  в)' у |У + 2 у " +  у  =  0 . 

Ответы: а) у  =  С 1е _2х +  С 2е “ х +  С 3е х ; б) у  =  С 1е 3х +  С 2е~2х +  С 3е _3х; 
в) у  =  (С , +  С 2х ) с о з х  +  (С 3 +  С 4х ) з 1п х .

, З..Найти частное решение дифференциального уравнения. :
а) у |У — у  =  0 ,  у (0 ) =  0 ,  у '(0 )  =  0 ,  у "(0 ) =  0 , у "'(0 ) =  —4 ;
б) у "  -  у '  +  4 у ' -  4 у  =  0 , у (0 )  =  - 1 ,  у '(0 )  =  0 .  у '( 0 )  = - 6 .

"О тветы :а) у  =  е " х - е х +  2 з !п х ;  б) у  =  - 2 е х + с о з 2 х  +  31п2х.
■ ' ■ ■ ■■■■■■■■ ' ■■■' ■ ’ /  ' ‘ ■' 1 -'‘ й, ' ■

4/: Концы каната цепного моста находятся на высоте Н = 5  м '(а  его середина -  на 
высоте Н =  4  м  от проезжей части моста. Длина моста 21. =  2 0  м . Найти кривую про
висания моста. . . . . . . . . .

.. х 2 "" ' /. ' ■ '
Ответ: у  -- 4 л-— — .- ■ " ч < з ^  •

ч, ... . 100.. . , . . . .
Задания для индивидуального выполнения

. ;1. Решить дифференциальные уравнения;
I) 4 у " +  4 у ' +  у  =  0 ; '  II) 2 у ” - 2 у '  +  3 у  =  0 ;
III) у ’  +  5 у ' =  0 ; . IV) у " +  у  — 0 .
2. Проинтегрировать дифференциальные уравнения. '

ь I) у ‘У - 1 0 у 'н -  9 у  =  0 ;  : II) у у  - у |У -  81у ' +  81у =  0 ;
III) у у  +  у |У - у ' - у  =  0 ; IV) у ”, - 5 у ” +  1 7 у '- 1 3 у  =  0 . .
3. Найти частное решение линейного однородного дифференциального уравнения.
I) у т +  3 у ' +  2 у ' =  0 . у (0 )  =  0 ,  у '(0 )  =  0 ,  у '(0 )  =  2 ;
II) у ”' +  9 у ' =  0 , у (0 )  =  0  , у '(0 )  = 9 ,  у '(0 )  = - 1 8 ;
III) у * -  1 3 у ’ ч-12 у ' =  0 ,  у (0 ) =  0 ,  у '(0 )  =  1; у '(0 )  =  1 3 3 ; !
IV) у ”  -  у ” +  у ' - у  -  0 ,  у (0 )  =  0 ,  у '(0 )  =  1, у '( 0 )  =  0 . ,/

; Л  *  / с "  /с
Ответы: 1)у =  (С 1х ч -С 2)е 2 ; Н)у = е 2(С 1с о з ^ - х  +  С 2 з 1 п ~ х ) ;

III) у  =  С , +  С 2е "6.х.; IV) У =  С 1с о 8Х + С 2 81ПХ.-. . .
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1.1) у  =  С 1ех +  С 2е“ х + С з е 3х +  С 4е -3х ; ■
II) у  = С.,ех +  С 2е 3х +  С 3е~3х +  С 4 с о з З х  +  С 5'з1 п З х ;
III) у  = С 1е х + (С 2 +  С 3х )е - Х + С 4 с о з х  +  С 5 5 т х ;  ■ .
IV) у  = С 1е х +  е 2х(С 2 с о з З х  +  С 3 з1пЗх). ,
2.1) у  =  1 - 2 е 'х -г-е~2х; II) у  = - 2  +  2 с о з З х  +  З з1 п З х ;
III) у  — 10 — 1 1ех +  е 12х; IV) у  =  з1пх. , ; . . .

4.5. Неоднородные линейные дифференциальные уравнения. Метод Гаусса. , 
Структура общего решения неоднородного ЛДУ. Неоднородные ЛДУ второго 
порядка с постоянными коэффициентами и со специальной правой частью. 
Неоднородные ЛДУ высших порядков с постоянными коэффициентами и со 

специальной правой частью , ,
Уравнение вида: . ' ■ "

У” +  РУ' +  ЧУ.= Д х ) ,  .. ■ (4.15)
где р ,ц  - постоянные, ( (х )  *  0 называется линейным неоднородным дифференци

альным уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами.
Его общее решение определяется формулой ; у, =  у 3 + у г , где у 0 - общее решение 

соответствующего однородного уравнения у " +  р у ' +  ц у  =  0 ,  а у ч - частное решение
уравнения (4.15). ■ ; : --ч’ г . о •: I: ' ' •

В простейших случаях, когда функция ( (х ) ,  входящая в уравнение (4.15), является 
показательной или многочленом, частное решение находится методом неопределенных 
коэффициентов. ' ,, . . . .  , ...

1) Если [ ( х ) ^ а е “ р  где а , а  - постоянные, то частное решение ищут в виде
уч = А е ах, когда а  на*является корнем характеристического уравнения, или в виде 
уч =  А х е ах, когда а -  простой корень характеристического уравнения,; или .в виде 
уч = А х 2е ах, когда а  - кратный корень характеристического уравнения. - ’ ;

2) Если 1г(х )  =  а с о з р х  +  Ь з т р х ,  где а ,Ь ,р  - постоянные, то частное решение
уравнения ищут в видеуч = А с о з р х ч -В з 1 п р х , когда р 2 +  ( ц - р 2)2 ^  0 , или в ви- 
деуч =  х (А с о з р х  +  В з1прх), когда р  =  0 , р =  р2 .' * ; ’ ‘

3) Если Т(х) =  Рп(х ) , где Рп(х ) -  многочлен степени п , то.частное решение урав
нения ищут в виде у ч =  О п(х) в случае, когда ц ^  0  или в^виде у ч =  х О п(х ) ,  когда 
ц =  0 , р * 0 ,  где О п(х )  - многочлен степени п . : ч; '

Пусть дано неоднородное уравнение: [  ; ; ,
, у '  +  р у ’ + ч у  =  к ,(х ) +  ?2(х ) ,  . (4.16)

правая часть которого есть сумма двух функций !п(х )  и Ф2(х ) .  Если у™, является 
частным решением уравнения у" +  р у ' +  ц у  =  ^ ( х ) ,  а у!,21 является частным решением 
уравнения у ” +  ру ' +  ц у  =  Г2( х ) , то у™ +  у[,2) - частное решение уравнения (4.16)..

Пример 1. Решить дифференциальное уравнение>у' - 4 у '  + 1 3 у  =  2 х + .1 -л ; _
Решение: Рассмотрим соответствующее однородное уравнение у " -  4 / , + 1 3 у  =  0 .  

Характеристическое уравнение имеет вид: к 2 - 4 к  +  3  =  0 ,  его корни к 12 =  2 ± Зк
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Общее решение однородного уравнения запишется так: 
у 0 =  е 2х(С 1с о 5 3 х  +  С 2 51пЗх). г >
Частное решение неоднородного уравнения ищем в виде у ч =  А х  +  В .
Отсюда Уц =  А  и у ' = 0 .  Подставляя эти выражения в неоднородное уравнение, 

получим - 4  А  + 1 3 (А х  +  В ) =  2 х  + 1 , приравнивая коэффициенты при одинаковых сте
пенях х  в левой и правой частях последнего тождества, будем иметь 1 3 А  =  2 ,

2 21- 4 А  +  13В  =  1. Решая совместно эту систему уравнений,'получим А  =  — , В =  ^ ^ .

. . . .  ..............г . ... .  - , . „  . . .  . 2  2 1  ;
Следовательно, частное решение неоднородного уравнения имеет вид: уч = — х + — .

Поэтому общее решение есть у  =  е2х(С 1с о з З х  +  С 2 51пЗ х)+  —

Рассмотрим линейное неоднородное уравнение' п -  ого порядка с постоянными ко
эффициентами: ...

- у (п) +  а1у (п” ?1+а2У(" “ 2 )+'... +  а п. 1у ' + апу = 1(х), (4.17)
-соответствующее ему однородное уравнение: -  •

• ■ у ^  +  а 1у (п_1). +  а 2у (п_2) +  +  а ^ у '  +  а „у  =  0 .  . (4.18)
г Общее решение уравнения (4.17) определяется формулой у  =  у 0 + у м , где 

•: у 0 - общее решение уравнения (4.18), у г - частное решение уравнения (4.17). В про
стейших случаях частные решения определяются методом неопределенных коэффици
ентов. Рассмотрим их. -  • : ’  ‘ V - ' 1 - : ' V .'1 ‘ '

•1.Пусть 1(х) =  Рп(х )е ах, где Рп( х ) -  многочлен степени п . Тогда у ч =  О п(х )е ах, 
где О п(х )  - многочлен той же степени п с неопределенными коэффициентами, если 
число а  не является корнем характеристического уравнения и у ч =  х т О п(х )е “ х, если
число а  - корень кратности т  этого уравнения.

;,2.Пусть 1 (х) =  а со 5 р х -*-Ь 5 1 п р х , где а , Ь , (3-постоянные.
Тогда у ч =  А с о з р х  +  В з т р х ,  где А  и В - произвольные постоянные, если число р1 
не является корнем характеристического уравнение и уч' =  х т (А с о з р  • х  +  В з т р • х ) ,
если число р| - корень кратности т  характеристического уравнения. ■

3. Пусть 1 (х) =  Рп(х )е а хс о з р х  +  О т (х )е а х51прх ,тд еР п(х ) ,  , ■
<Эт (х )  - многочлен от х .  Тогдауч =1 )у(х )е ахс о з р - х  + У у(х )е ах5 1 п р -х , где 

у  = 1т а х ( т , п ) ,  если число;а  +  р1'.не является корнем характеристического уравнения, 
и уч =  х т ( Ц ( х )е ахс о з р - х  +  \ /у(х )е “ 31 'пр -х), если число а  +  р! - корень кратности 
т  этого уравнения. ' : .
• Пример 2. Решить дифференциальное уравнение у '  +  у  =  4 х  з |п  х .
"■ Решение: Рассмотрим соответствующее однородное уравнение, у ” +  у  =  0 . Характе

ристическое уравнение имеет вид: к 2 ‘+ 1  =  0 , его корни к, = | ,  к 2 =  - ) .  Общее решение 
однородного уравнения равно: у^  =  С., с о з  х  +  С 2 31П х . Частное решение ищем в виде: 

у  =  х [(А х  +  В ) с о з х  +  (А 1х  +  В 1) з т х ] . " ...
Имеем у '  =  [ - А х 2 +  (4 А 1- В ) х  +  (2 А  +  2 В ^ ) ]с о з х +  ................
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- г Н М 2 -  (4 А  +  В 1)х  +  (2 А 1 -  2В )]31П х. / ; ' ; ;  ‘ ’ г  ’Л
Подставляя в уравнение, находим - ' V: - ■ и -  м г. .<
[2А1Х + (А + В1)]С05Х + [-2Ах + (А1-В)]51ПХ = 2Х81ПХ. : V; V
Это равенство будет тождественным только при 2 А , =  О, А  +  В 1 =  О , - 2 А  =  2 , 

^ . , - 6  =  0 . ■ 
Отсюда А  =  - 1 ,  В =  0 ,  =  О, В 1 =  1. Следовательно, получаем частное реше

ние у ч =  х (зш  х  -  х с о з х ) .  Общее решение задается формулой: 
у  =  С 1С05Х +  С 2 31ПХ +  Х (31П Х -Х С 05Х ).
Рассмотрим метод вариации произвольных постоянных, который позволяет отыскать 

частное решение линейного уравнения с правой частью у '  +  р у  - +  ц у  =  1 (х) (4.15), где 
1(х) - любая функция. Пусть соответствующее однородное уравнение имеет общее ре
шение у  =  +  С 2у 2 , где С , и С 2 - произвольные постоянные. ч . .

Будем искать решение уравнения (4.15) в виде у  =  С 1(х )у 1 +  С 2(х )у 2 , где 
С ^ х )  и С 2(х )  - неизвестные функции, подлежащие определению, а у , и у 2 - из

вестные частные решения однородного уравнения. Составляем систему уравнений:, 
г с ,1(х )у 1+ с '2(х )у 2 = о  ‘
| с '1(х )у ^ + с 2(х )у 2 = ц х )  . V ,  ....
Из этой системы находим С !,(х) и С 2(х ) ,  а затем интегрированием и сами функции 

0 , (х )  и С 2(х ) .  Если при интегрировании производных СЦ(х) й С 2(х )  ввести произ
вольные постоянные, то мы сразу получим общее решение неоднородного уравнения.

Методом вариации произвольных постоянных решается и уравнение вида (4.17), где 
неизвестные функции С ,(х ) (| =  1 ,2 ,...,п ) определяются из системы: - . г . >.

С '(х )у 1 + С '2 ( х ) у |ч - . . . + С 'п (х ) у п = 0  ' , . . .  !
С ,  ( х У ,  + С '2 ( х )у  2 + . . . + С 'п (х )у 'п =  0  •

С ', ( х ) у |п"1* +  С '2 (х)у^п' 1̂ + . . . - ь С 'п (х)УпП' 1̂ = 0  . . . .  ^
Пример 3. Решить дифференциальное уравнение уТ +  у  =  1дх. .
Решение: Однородному уравнению у ” +  у  =  О соответствует характеристическое 

уравнение к 2 +  1 =  0 .'Е го  корни к., =  1 и к 2 =  н.,Поэтому. у и = с о з х < и  у 2 =  31пх. 
Запишем решение однородного уравнения в виде у  =  С 1( х ) с о з х  + С 2( х ) з т х  и со
ставим систему уравнений для отыскания С ,(х )  и С 2(х ) :

|С , ( х ) с о з х  +  С'2( х ) з т х  =  0  ■' . -
[ -С '1( х ) з 1ПХ +  С 2(х ) с о з х  =  1дх‘ ; . п

Решив эту систему, найдем С ',(х ) = ------------ , С'2(х )  =  з т х .  ’Л Г  . Ч
с о з х  . ;.

Гз1П2 х  Г * ’  1 'Интегрирование дает: С 1(х )  =  -  ----------с1х= ( с о з х - - — - ) с !х  =
^ С О З Х  Л СОЗХ

- з т х - 1 п 1 д ( — +  —) + С 1, С 2( х ) =  Гз1пхс1х =  - с о з х  +  С 2 , ;
4  2  ^
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где С 1 и С 2 - произвольные постоянные.
Запишем общее решение данного уравнения:

у  = [з 1П х  -  1п 1д(^ +  ^ )  +  С ^ с о з  х +  [ - с о з  х  +  С 2] з т  х  =

71 X=  С 1с о з х  +  С 2 з т х - с о з х 1 п 1 д ( — +  —).

Задания для аудиторных занятий

1. Найти общее решение дифференциального уравнения. > : :
а) у " + 5 у ' =  7 2 е 2х; $  ■ ■ ? ~ б) у " - 2 у '  + у  =  4 е х ;
в ) у "  +  2 у ' +  3 7 у  =  3 7 х 2 - З З х  +  7 4 ; г) у " +- у ' =  9 х 2 +  4 х - 6 ;
д) у * - 4 у '  +  3 у  =  2 0 Ь о з 2 х  +  2 7 ’з1п2х ; . ’
е) у " +  5 у ' + 6 у  =  - 5 0 з т 4 х ;  ж) у " +  у  =  1 4 с о з х  +  6 з т х .
Ответы: : 'Ч  ' ;
а) у  =  С 1 +  С 2е ‘ 5 х + З е 2х; -
б) у  = +  С 2х е х +  2 х 2е х ;
в) у  =  е " х(С 1с о з 6 х  +  С 2 51п6х) +  х 2 - х  +  2 ;
г )  .у =  С 1 +  С 2е_х +  З х 3 - 7 х 2 +  8 х ;
д) у  =  С ,е х + С 2е 3 х +  4 с о з 2 х - З з 1 п 2 х ;
е) у  = С 1е "2х +  С 2е_3х +  з 1 п 4 х + 2 с о 5 4 х ;
ж) у  =  С 1 с о з х  +  С 2 з 1п х  +  х ( 7 5 1 п х - З с о з х ) ;

2. Найти частное решение дифференциального уравнения, удовлетворяющее дан
ным начальным условиям. • ; : ;

а) у" +  2 у ' +  2 у  =  2 х 2 +  8 х  +  6 ,  у (0 ) =  1, у '(0 )  =  4 ;
б) у ” - 1 0 у ' +  2 5 у  =  е 5х, у (0 )  =  1, у '(0 )  =  0 ;  : . . . . . .
в) у " - 9 у '  +  1 8 у  =  2 6 с о з х - 8 з т х ,  у (0 ) =  0 ,  у '(0 ) =  2 ;  '
г) у " +  2 у ' =  6 х 2 +  2 x4 -1 , у (0 ) =  2 , у '(0 )  = 2 .
Ответы: " ■ т - . .
а) у  =  е “ х ( с о з х + З з т х )  +  х 2 + 2 х ;  б) у  =  3 е 5х - 2 х е 5 х +  х 2е 5х;

“  в) у  +  2 е 6 х - З е 3 х - з т х  +  с о з х ;  . г )у  =  3 — е “ 2х +  х 3 -  х 2 .

3. Найти общее решение дифференциального уравнения. .
а) У ' +  У =  2 с о з х - ( 4 х  +  4 ) з т х ;
б) у " +  у ' - б у  =  (6 х + 1 )е 3х;
в) у', - 2 у '  +  3 7 у  =  3 6 е х с о з 6 х ;  у (0 )  =  6 ,  у '(0 )  =  6 ;  -
г) у ”  +  2 у ” -  у ' -  2 у  =  2 х 2 +  4 ; ”
д) у ”  -  2 у " +  у ' -  2 у  =  2 с о з  х  +  8  з т  х . > .. . ^
Ответы: ■
а) у = С 1созх + С 281пх  + (х2 + 2х)со з х ; .
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б) у  = С 1е ^ х +  С 2е 2 х + (х -< 1 )е 3* ; ! -
в) у  = е х з т  6 х  +  З х  е х з1п 6 х ;
г) у  =  С 1е~2х +  С 2е~х +  С 3е х - х 2 +  х - 5 ;
д) у  = С 1е 2х + С 2 с о 5 х  +  С 3 51пх +  х ( с о з х  +  2 з т х ) ;

4. Решить дифференциальное уравнение методом вариации произвольных постоянных.

а) у " -  2 у ' +  у  = 

Ответы:
б) у " +  у  =  -

X ■ . ". .. С О З Х  . ■:

а) у  = ( - х  +  ^  )ех +  (1п х  +  С 2 )х е х ; б) у  =  (1п |соз х| +  С , )с о з  х  +  (х  +  С 2) з1п х . 

Задания для индивидуального выполнения

1. Решить дифференциальные уравнения.
I) у ' - 7 у '  +  12 у  =  3 е 4х; 7
II) у ' - б у ’ +  ЗДу =  1 8 с о з5 х  +  6051п 5 х :
III) у '  -  2 у ' =  6  + 1 2 х  -  2 4 х 2 ;
IV) 4 у ' - 4 у '  +  у  =  - 2 5 с о з х . ;

2. Найти частное решение дифференциального уравнения, удовлетворяющее дан
ным начальным условиям. ; : . _  1 ■

I) у '' +  у  =  х 3 - 4 х 2 +  7 х - 1 0 ,  у (0 ) =  2 ,  у '(0 )  =  3 ;  ■ : г
II) у ’  +  у ' - 1 2 у  =  (1.6х +  2 2 )е 4х, у (0 ) =  3 ,  у '(0 )  =  5 ;
III) у" +  6 у  =  е х( с о ^ 4 х - 8 з 1 п 4 х ) 1 у (0 )  =  0 ,  у '(0 )  =  5 ; ............. '
IV) у * - 6 /  +  2 5 у 4 ( 3 2 х -  1 2 )з 1 п х - З б х с о з З х , у (0 ) =  4 ,  у '(0 )  =  0 .

3. Решить дифференциальное уравнение методом вариации произвольных постоянных.

I)  у '  +  9у  =  - _ 1 _ ;  . И) У" -  У' =  е 2х з1п е х : - ■
з т З х  ■

р- ^ .
III) у ” +  2 у ' +  у  = — ; 1У).у" +  у  =  - с !д 2х .
• ' - х  ■ ' '

"■ Ответы: :■ ■ . ... ■■
1. 1)у =  С 1е 3х +  С 2е 4х +  З хе 4х: '
II) у  =  е 3х(С 1с о ё 5 х  +  С 2 з1п5х) +  2 с о 5 5 х ; ...... . /
III) у  - С ,  + С 2ё 2х +  4 х 3 +  З х 2 +  З х ; /7

X ,  X • , . : > ■

IV) у  = 0 ^ 2  + С 2х е 2 +  З с о з х  +  4 з 1 п х .‘ :
2. I) у  =  4 с о 5 х  +  2 з 1п х +,х 3 - 4 х 2 +  х - 2 ;  . , ,
Н )у  = е3х +  е '4х +  (2 х  +  1)е4х; , ,
III) у  =  з 1 п 4 х - с о з 4 х  +  е х с о з 4 х ;  . : ,
IV) у  =  е3х( 4 с о з 4 х - З з 1 п 4 х )  +  2 х з | 'п З х . ';  :: ;
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1 13. I) у  =  (— х  +  С 1)с о з З х  +  (— 1п |з 1п Зх | +  С 2) 81п Зх ; 
3 9  ,

II) у  =  С 1 +  С 2е х -3 1 п е х ;
III) у  =  ( - х  +  С 1 )е~х +  (1п х  +  С 2 )хе7х ;

IV) у  =  С 1с о з х  +  С 2 з1пх +  со зх1 п +  2 .

4.6. Системы линейных дифференциальных уравнений. Метод исключения. 
Решение с помощью характеристического уравнения

Системой дифференциальных уравнений называется система, связывающая неза
висимую переменную, неизвестные функций этой переменной и производные функций 
по независимой переменной:

у\ = ацу, + а,2у2 +... + ащуп + ГДх),
У2 = а21У1 + а22У2 + — + а2пУп +  ^ (х)> /4

У'п = ап1У1 + ап2У2 + -  + аппУп + ^(Х)
где у , =  у 1(х ) ,  у 2 =  у 2( х ) .....у п =  у п(х )  - неизвестные функции переменной х :

а |к 0,к  =  1,2,..., к )  - постоянные величины; 1к (х )  (к  =  1,2,...,п)|заданны е функции.
Если 1к (х )  =  0  (к  =  1 ,2 ,...,п ), то система называется однородной, в противном 

случае неоднородной. Если в левой части системы будут находиться производные пер
вого порядка, а правые части не содержат производных, то такая система дифференци
альных уравнений называется нормальной. ~ . „

Решением такой системы (4.19) называется совокупность п функций у 1 =  у ^ х ) ,  
у 2 =  у 2(х )  ,...,у п =  у п(х ) ,  обращающих каждое из уравнений этой системы в тождество.

Задача Коши для системы (4.19) имеет следующую формулировку: найти решение 
системы (4.19), удовлетворяющее начальным условиям :

У 1( Х о )  =  У 10. У 2 ( х о )  =  У 2о . - . У п ( х 0 )  =  Упо-.,  :
Система дифференциальных уравнений может быть решена методом исключения, 

когда путем дифференцирования одного из уравнений системы и использования других 
уравнений системы данная система сводится к одному уравнению высшего порядка с 
одним неизвестным. Решая последнее уравнение, находим эту одну неизвестную функ
цию, которая будет найденной и для системы. А затем, используя уравнения исходной 
системы и одну найденную неизвестную, находим и остальные неизвестные функции.

Пример 1. Решить систему уравнений | Х X ’ -. .
| у  =  - х + 4 у

Решение; Дифференцируем второе уравнение и принимаем во внимание выраже
ния для х ' и у ',  находим у ’  =  - х '  +  4 у ' =  - ( 4 х - у )  +  4 ( - х  +  4 у )  =  - 8 х  +  1 7 у .

Рассмотрим систему
у ' =  - х  + 4 у ,
у '  =  - 8 х  +  1 7 у  ;
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Из первого уравнения выразим х  =  4 у  -  у ' и подставим полученное выражение во 
второе уравнение системы, получим: -  - ; . :

у ’ - 8 у '  +  1 5 у  =  0 .
Составляем характеристическое уравнение к 2 - 8 к  +  15 =  0 ;  где к., =  3 ,  к 2 =  5 .  

Уравнение имеет решение, у  =  + С 2е6}  >. ■ : ; • .л  >
Для нахождения второй функции х(1) воспользуемся выражением х  =  4 у  -  у ' и 

найдем у '=  ЗС 1е31 +  5 С 2е5<.- •
Тогда х  =  4 (С 1е 31 +  С 2е 51) - ( З Ц е 31 +  5 С 2е 51),= С.,е31 -  С 2е 5‘ . '  ̂ : ^
В результате преобразований получаем ответ: " . ....... . . .  .
х  =  С^е34 -  С 2е 51, у  =  а ,е 3‘ +  С 2е 54. .  ’ ’ "
Системы дифференциальных уравнений можно решать и другим методом, который 

называется методом Эйлера. С этой целью составляют характеристическое уравнение 
а ц - к  а 12... а 1п 
а 21 а 22 —к... а ,

3п1 зп2.

2п

а Пп - к

=  0 ,

представляющее уравнение п -ой степени относительно к  . '  •
В зависимости от вида корней характеристического уравнения (действительны и 

различные, действительны и совпадающие; комплексно-сопряженные) решения систе
мы имеют различный вид.

Сущность метода Эйлера покажем на примере. . '

Пример 2. Решить сиртему дифференциальных уравнений.
' : Гх' =  4 х - 8 у ,  ■“  ' .

Составим характеристическое уравнение

- 8 х  +  4 у  
4 - к  8 
- 8  4 - к

(4.20)

=  0 ,

( 4 - к ) 2 - 6 4  =  0 ,  где к 1 = 1 2 ,  к 2 =  ~ 4 . Корни действительны и различны. Тогда 
решение системы имеет вид: . .

- г  . ... х  =  а е и , у  =  р е к(. . ..
Подставим решение (4.21) в систему (4.20): ^
(а к е к4 =  4 а е к4 -  8 р е к4, , ч  .

[Р ке м = - 8 а е н  +  4 р е к‘ ;
Сократив на ек4 ф  0 , получим , /  |

(к  -  4 )а  +  8 р  =  0  ;
8 а  +  ( к  -  4 )р  =  О

а) подставим в полученную систему (4.22) к., - 1 2 ,  получим

(4.21)

(4.22)

8 а  +  8 р  =  0  

8 а  +  8 р  =  0

55



,:п Откуда следует, что р =  - а .  Пусть а  =  1, тогда р =  - 1 .  Частное решение (4.21)
имеет вид х., =  е 12‘ , у 1 =  - е 12'.

б) подставим в систему (4.22) значение корня к 2 =  - 4 ,  получим -8а + 8р = 0 
8а -  8р = О

Следует, что а  =  р . Пусть р =  1, тогда а  =  1. Частное решение (4.21) имеет вид
х 2 : е~4\  у 2 =  е -4' .

,-41
Общее решение системы:

_) X — С 1х 1 +  С 2х 2 — 0^6  +  С 2е

[у  =  С 1у 1 +  С 2у 2 =  - С ^ 121 +  С 2е"^,-41

(4.23)

Если корни характеристического уравнения системы дифференциальных уравнений 
, • /  Г х ^ а ^ х  +  а ^ у  -

. { у " ~ а 21х  +  а 22У ’
кратности 2 , то решение системы ищут в виде: :
х  =  ( А 1* +  А 2)е м ) у  =  (В.|1 +  В 2 )е к { . ,
Когда корни характеристического уравнения комплексно-сопряжённые числа, то ре

шения системы надо искать в виде х  =  а е к‘ , у  =  р е К1. При дальнейшем решении рас-

х?сматриваются линейные комбинации х 1 =  Х1 +  Хг V. -  ± !— Л2Х 1 - х 2 • У1 +  У2
~ 2 ~ Т ‘ Уч ~  2 ~

;■ Уг = У1 2 У.2 с применением формулы Эйлера е “  =  с о з  х  -ш 51п х .

Задания для аудиторных занятий

1. Методом исключений решить следующие системы дифференциальных уравнений. 
Ох -  х  I 5 у

а) х : =  4 х - у  ;б )  
[ у  =  - х  +  4 у

01
Оу
01

=  X -  Зу, х (0 ) =  - 2 ,  у (0 ) =  1

О т м ™ !)  *  =  С .в , + с зв ' 6у х о ( , | „ | - 2 с о 8 | ) е ^  ; ;
[ у  =  С^е31 -  С 2е 51 [ у  =  с о з 1 е '(

; ■ 2. Решить системы дифференциальных уравнений с помощью характеристического 
уравнения. : : : / ■■■•: ; : -

ГОх ■ '
с  х 6у , ..............а) I х ; — 5 '1+ 2 У ; 6)

' .V  •>. %

Ответы:
х = С̂ е-41 + С2е-7*

Оу
01 =  2 х  -  у

а)
Гх =  бС ^со зЗ ^бС о Зш З! 

у  =  -^ С 1еТ41 - С 2е -71’ , ‘ [ у  =  С 1(соз31 + 351п31) +  С 2(з1п31-  Зсоз31)'
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3. Решить неоднородную линейную систему дифференциальных уравнений с по
стоянными коэффициентами., . -

Йх =  х ,  2 у  +  161е‘ ' Ч
с!(
с!у
ей

- 2 х - 2 у

Ответ- I х =  2С 1е2Ж С 2е~31 -  (121 +  13 )е ‘ 
• ’ ( у  =  С 1е 2! - 2 С 2е -3' - ( 8 1  +  6 )е ‘ '

Задания для индивидуального выполнения

1. Методом исключения решить системы дифференциальных уравнений.
Гс!х

1 ) Г = 2 х + у  ;11)
Ч / . - е х - з у

с1х
ж = у + *
Р1у
ей

,111)
=  X — I

ей = -З х -4 у

^  +  2 х  +  5 у  =  О, х (0 )  =  1, у (0 ) =  4
1сЙ ,...... . ■ . . ,

2. Методом Эйлера найти общее решение данных систем дифференциальных 
уравнений. ' "

с!х
Ж

= 8 у - х

сГу
1Ж  = Х+У

;||)

дх
“ей =  Х - У

ду ; ш)

с1х .— = 4 х - 5 у  ■■

^ , =  х ,х (0 )  =  0 ,у (0 )  = 1 
ей .........

3. Проинтегрировать неоднородные линейные системы дифференциальных урав
нений с постоянными коэффициентами. ■' ' • I '

О

с!х
ж
е*У

= 3 - 2 у
;||)

=  2 х - 2 1

с!х 
-ей. 
ду 

. (Й

= х + у + е

= х  +  у - е
.ей

Ответы: . ... ......................
1 I) { х  = с 1 +  с 2е_‘ . ,Л х  =  с Ж  -  С 2е -1 +  1 - 1  ; М х  =  - 2 е " 1 +  Зе~7'

[у  =  - 2 С 1- З С 2е“ ‘ [ у  =  С.,е‘ +  С 2е " ‘ - 1  +  1 ■. [у  =  е " ' +  З е "7'

2. I)
[ х  =  г С ^ 3* -  4 С 2е~3‘ : ]  х  =  С , +  С 2е * .

;» ) ; Ш)
х  =  - 5 е 21з т 1

у  =  С^е31 +  С 2е "31 | у  =  С.| [у  =  е 2*(с о з 1 -2 з 1 п 1 )

^ | х  =  С 1соз21 +  С 2 51п21 +  1 | х  =  С 1е 21+ С 2 + е* 
' { у  =  С , 51П 21 -  С 2 С0321 +1  ’ : 1 у  =  с ,е 2‘ -  С 2 -  е*



ГЛАВА 5. КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

5.1. Двойной интеграл. Вычисление двойного интеграла по правильным облас
тям. Двойной интеграл в полярных координатах

На плоскости О ху  рассмотрим область (3 )  площадью 5 ,  ограниченную замкнутой 
кривой у . Пусть в этой области определена функция 2  =  Г (х ,у ) . Разобьём область 
(3 )  сеткой линий на конечное число областей ( Д З ^ Д З з ) .....(Д 5 П) площади кото
рых Д 5 1, Д 5  .......  Д 5  „ соответственно.' В каждой I -й элементарной области (Д 5 ,)
выберем произвольно одну точку М ^ х ^ у ,) ,  значение функций в этой точке ^(х ;;у 8) ум
ножим на величину площади Д З , соответствующей области и все произведения сло- 
жим(рис.5). - " У 0 -  ‘ . ■ г

' '  1 . Рис.5’ ' " ’ I  ' . ..
П . . . . 

Полученная сумма 1„ =  у ,)а з  , называется интегральной суммой для функ-
м. ! • - :

ции Г (х ,у ) вобласти (3 ) .  ‘ ;
Двойным интегралом от функции Т (х ;у ) в области ( 5 ) 'называется конечный пре-, 

дел I интегральной суммы 1П при X ->  0 , где X - наибольший из диаметров элементар

ных областей (Д З ,):
Я .1=1

I

Геометрический смысл двойного интеграла. * ' . ,
Если Г (х ,у ) >  О, то двойной интеграл от функции 2. =  Г (х ,у ) по области (3 )  равен 

объёму тела, ограниченного сверху поверхностью 2  =  Г(х, у ), снизу плоскостью 2  =  0 ,: 
с боков цилиндрической поверхностью, образующие которой параллельны оси 0 2 ,  а 
направляющей служит контур у фигуры (3 ) .  ; "  . ,

Механический смысл двойного интеграла. ' ' -
Двойной интеграл от функции 2  =  Г ( х ,у ) > 0  по области;(3) представляет собой 

массу фигуры (3 ) ,  если подынтегральную функцию Г (х ,у ) считать плотностью этой 
фигуры в точке М (х, у ) .  “

Свойства двойного интеграла. . . . ■ , : ' -
1. ЦсГ(х,у)с1з = С Дг(х,у)с!з (С = сопз1);

(5) (5)

=  ||дх ,у)с1хс1у. 
(5)

Обозначения двойного интеграла: 1 =  |р ( х ,у ) с ! з ,  
. -  (3)
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2. Л ( ( ( х , у )  +  <р(х,у))с15 =  Д г(х !у )с 1 8 ±  ^ ( Х , у ) с ( 5 ^
(5 ) . . (8 ) ; (5 ) .

3. если ^ ( х .у ) ^  ф (х ,у ), то .Ц г(х ,у )с1з — ;^_[ф(х ,У )с !з ; .

Цт(х,у)с15 < ||дх,у)|с15;
(3 ) (5 ) . , • ■

5. Л < :(х ,у )с )5 =  Д ? (х ,у )с1 з  +  Л Г(х ’ у )с |3 ' где ( 3 1) , . ( 3 2) - облэсти, ыэкоторью
(3) <80

разбита область (5 ) ;
<з2> :

6. если в области (3 )  т < Т ( х , у ) ^ М ,  то т З <  ,у )с !з < М 3 ,  откуда
"  " ........................".......  :■ (3) ' ' ' ’

Цг(х,у)с15 = ц 5  ( т < ц < М ) .
(3) - ""

Область интегрирования (3 )  называется правильной в направлении оси О х ; (оси 
О у), если любая прямая, параллельная оси О х , (оси О у ), пересекает границу у об
ласти (3 )  не более двух раз. ; ; ‘ ■ ;

Для вычисления двойного интеграла нужно проинтегрировать подынтегральную 
функцию 2  =  Г (х ,у ), по одной из переменных (в пределах ее изменения в правильной об-' 
ласти (3 ) )  при любом постоянном значении другой переменной. Полученный результат 
проинтегрировать по второй переменной в максимальном диапазоне её изменения в (3 ) .

Пусть требуется вычислить двойной интеграл по некоторой области. Различают об
ласти интегрирования двух основных видов: ' * ..........■

1. Область первого вида ( 3 , ) ,  т.е; область А 1А 2В 2В 1, ограниченную слева и спра
ва прямыми х  =  а , х  =  Ь (а  <  Ь) соответственно, снизу кривой у  =  ср^х), сверху кри
вой у  =  ф 2 ( х )  (рис.6). ; . :

■ '■ ' ■'.-Рис.6 . . г\
Ь <!>2(х) '

||*(х ,у )с1хс1у=  |с1х |  Г(х,у)с1у. .
(3 ) а <и(х) ...... -  х5)' ,
Правая часть равенства называется повторным интегралом.
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Двойной интеграл вычисляется по правилу: внутреннее интегрирование ведется по' 
переменной у , а внешнее -  по переменной х .

2. область второго вида ( 3 2), т.е. С р р ^ ,  ограничена снизу и сверху прямыми 
у  = с ,  у  =  с1 соответственно, слева-кривой х  =  ср^(у), справа кривой х  =  ср2(у ).

, -. . . й : Ф2 ( У ) , ■ - •• -
| ] | ( х ,у)с1у =  |й у  ]>(х,у)с1х

(5 ) с < 4 (у)
(рис.7).

у 4

/ - V  <(У)

й1

х=ф2(у) .

С1 Сг

Рис. 7
- Внутреннее интегрирование ведется по переменной х , а внешнее -п о  переменной у . 

Пример 1. Вычислить двойной интеграл Д ( х  + у)йхс!у подобласти (3 ) ,  ограни-
• . - .. . ( 3 )  *1 2 ’ ’ ■ ■ • ■ > - ■ ценной линиями у  =  х  и у  =  х  . ■
. Решение: Изобразим область.(3 )  в прямоугольной системе координат. Рис.8.

Интегрируя сначала по у ,  а потом по х ,  получаем:
: ■ 1 X ■ ‘ 1 2

/ | ( х  +  у)с!хйу =  | й х  | ( х  +  у)с!у =  : | [ ( х у  +  ̂ - )  
(3 ) о х2

V, 2 X2 з X4 . , .X3
.Г  2  2  2

, ]0 х  =

, х 3 И _ х ! т  
4  10

1 = ^ _  

0 20 '

с

О
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Правильность результата можно проверить, изменив порядок интегрирования:
ГГ V Ъ  V V V/2
^^(х + у)с!хс1у = |Чу | ( х + у )с1х =  ^ |  + у Т у - у -  У2)с1у =

( 5 )

1

№**&■
3

- Т >
,_3_
2 0 '

Для того чтобы преобразовать двойной интеграл в декартовых координатах в двой
ной интеграл в полярных координатах, нужно х  и у  в подынтегральной функции заме
нить соответственно через р с о зф , р з т с р , а произведение с!хс1у заменить произве
дением р ф скр . ,

Вычисление двойного интеграла в полярной системе координат сводится к последова
тельному интегрированию по переменным р и <р. Укажем правила расстановки пределов. 

1) Пусть полюс не содержится внутри области интегрирования (3)(рис. 9).

Рис. 9 .

’ ’ Ф2 • Р2С<Р> , : ■ -'• ■■ ■ ' ■■■:

тогда повторный интеграл имеет вид: |с!<р ^  1г(рсо з< р ;р з1Пср)рс1р.

$  Ф1 Р1<4>) ' '  ..............
2) Пусть полюс содержится внутри области интегрирования и любой полярный ради

ус пересекает границу в одной точке. Интегрируя сначала по р , а затем по-ср, получим
2л р ( ф ) Г • "

м  %>соз(р;р51Пф)рс1р, где р = р (ф ) есть полярное уравнение границы области.

Пример 2. Вычислить двойной интеграл Я* + ,у 2)с1хс1у, где (3 )  - область, огра-
(3 )

ниченная линиями: х 2 +  у 2 =  9 , х 2 +  у 2 =  2 5 , у  =  х ,  у  =  л/Зх.
Решение: Изобразим в прямоугольной системе координат область (3 )  (рис.10). 

Область (3 )  представляет, собой часть кругового кольца! Перейдём к полярнЬ1м ко
ординатам по формулам: х  =  р с о зф , у  =  р з 1Пф. Запишем подынтегральную функ
цию и уравнения границ области (5 )  -  криволинейного четырехугольника •

х 2 +  у 2 =  р2 с о з 2 ф-Ьр2 31П2 ф - р 2, р2 =  9 ,  р2 =  2 5 , ■ ' ' . : | ! ;;
• . .  К  1р со зф  =  рз1Пф, 1дф =  1, ф1 =  — ;

р51Пф =  л /зрсозф , 1дф =  л /3 , ф2 =  — .
3

о
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Получаем, Д ( х 2 
(3 )

. : .... Я , . . 71 ,
... . .. 3  , 5 3 4

+  у 2 )с1хс1у =  | л р  | р ф =
1  3 ' ■ я
4 4

)с!ф =  1 3 6 ф
3471
I - '

Задания для аудиторных занятий
1. Изменить порядок интегрирования. |

1 X2 2 2 -х  -1 0  ̂ 0 О
а) | й х  | | :(х,у)с1у +  |с1х | < г(х ,у)<3у;б ) |с !у  |  т(х,у)с1х+ |с !у  Г Т(х; у )с !х .

о о ГО- •: м .. .г о ; ' ; ; -2  - ,/2+у ■ : I "  -1 - /-у
2. Вычислить повторный интеграл. ’

■ , ...Я .• ; •- . К  ■ . . ■
% ' 4 2 . . „ . . -  . 2 3 . . . ,   ̂ ' . . .  ‘ . .

а) |с !ф |р 2 51П2 фс1р; б) |с!ф | р 2 созфс1р.
о о 71 О

.......... ' ' " ’ ■ 6 '
3. Вычислить двойной интеграл по указанной области (5 ) .

а) Д ( х  +  у)с1хс1у, если (3 )  ограничена прямыми 2 х  +  у  = 1, 2 х  + у - 3 ,
( 3 )

X -  у  == - 1 ,  х  -  у  =  2 ; ; \  ?:• "

б) | | ( х  -  2 у )ё х д у , если (8 )  ограничена линиями х  =  0 ,  у  =  7 - х ,  у  =  ^ х  +  1.

4. Вычислить двойной интеграл, введя полярные координаты. у

а) Д с о з л /х 2 +  у 2с1хс1у; (3 )  определена неравенствами -^ ~ <  х 2 +  у 2 < 4 я 2 ;
(3 )

«Я с!хс1у (8 )  - круг х 2 +  у 2 < 1 6 .
(3 ) ^ 2 5 - х 2 - у '
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Ответы:
1 2

1
О - х *

• а) |с !у  I  Т(х,у)с1х; б) |с !х  |  Г (х ,у )с !у .
-1  х 2 - 2О л/У

2. а) — ; б) 4 ,5 . 3. а)2 ,5 ; б) - 7 2 .  4. а ) 2 т г - л 2 ; б)4тг.
О - >' ' ■

1. Изменить порядок интегрирования. 
1 Ту 2 2

Задания для индивидуального выполнения

4 3 ^1 уУ 2 2 -у  4 Эух :
I) |с !у  | ( ( х ,у )с 1 х +  |с !у  |  Т (х ,у)с !х ; И) |с !х  |  Г (х ,у )с !у ;

о о 1 0 О Зх^ 
8

6 7 -х1 Т у _ ., ■ 4 -V. Т у  , . . .  ..............................

III) |с1у |Т (х ,у )с 1 х +  |с !у  |? (х ,у )с 1 х ; IV) |с1х | < :(х ,у )с1у . :
0 - 7 7  1 у - 2  1 6

.......... . - ■ . х ■. • ... •*.
2. Вычислить двойной интеграл на указанной области.

I) ||хс !хс1 у ; (5 )  ограничена линиями: х у  =  6 , х  +  у -  7  =  0 ;
(3) ‘л

II) Д х 4ус1хс1у; (5 )  ограничена линиями: ху  =  1 , у - х  =  0 , х  =  2 ;
.(3) ... .. ..р ■ . ...■ . ■. .«-м

III) | | ( х у 2 +  1)с1хс1у; (5 )  определена неравенствами: 0 < х < 2 , - ^ < у <  ^ ;
(3)

IV) | | ( х  +  2у)с!хс1у; (5 )  - треугольник с вершинами А (3 ;4 ) ,  В (6 ;2 ); С (3 ;—).
(5 ) - -  - -  : • •-■■■■'• '■ (  ‘ ' : :  "  '■

3. Вычислить двойной интеграл, введя полярные координаты.

I) | | ( х 4 +  2 х 2у 2 +  у 4 )с1хс1у; (5 )  определена неравенствами: х 2 +  у 2 >
(3 )

2 +  у 2 < 4 ; \ #  ■. ■
II) Д ( х 2 -  у 2)с1хс1у; (5 )  ограничена лемнискатой ( х 2 4 -у2)2 =  а 2( х 2 - у 2 );

(3 ) : ; ) .

III) Ц ( х 2 +  у 2)с1хс1у| (5 )  ограничена окружностью х 2 .+ у 2 =  4 х ;
(8 ) ; :

IV) Ц "(4 х  -  х  -  у)с!хс1у; (5 )  ограничена окружностью х 2 +  у 2 =  2 х .
(3 )

Ответы:



1 2 - х

1.1) |с !х  |  Г(х, у)с1у; 
о х2

2 Х+2

III) |с !х  | < :(х,у)с1у;

8У
6 V з

И) |с1у |  *(х,у)с1х;
О у2

Т
6 7 - у  '

1 ч | ч у |  Г(х,у)с1х.
1 6 . 

У

2 .1 ) — ; II) 7 — ; I I I ) I V )  4 3 - .  '
1 6 1 21 1 105 1 4

а 4 - ■ . '■ - :
3.1) 21л; II) — ; III) 24тг; IV) Зтг.

3  ,, ■

5.2. Приложение двойного интеграла. Площадь плоской фигуры. Вычисление 
объёмов. Масса пластинки. Центр масс и моменты инерции тонкой пластинки

илиПлощадь 3  плоской области (5 )  вычисляется по формуле 3  =  Я *  I
■; . . . . . . .  Л , ; . . |  (3) . ..

5 =  []с1хс1у V  (5.1).

,2 2аПример 1. Найти площадь, ограниченную гиперболами у  =  — , у  = ------  (а  > 0 ) и
х  х

прямыми х  =  1, х  =  2 .  . ■ . . .  - : :
' ' -  . ' ■ ' а 2 

Решение: Изобразим эту область. Она ограничена снизу гиперболой у  =  — , свер-
N....... . . .  . ■ , ■ х
• ■ ’ ■ 2 а 2 ■ ' - ' ■ ' " ’ * •

ху гиперболой у  =  , слева прямой х  =  1 и справа прямой х  =  2  (рис. 11)

На основании формулы (5.1) получим, что площадь 3  равна:
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2 а 2
2  х

5  = |с1х |  « у  -  » а г  Л  = а г 1п|х| 2 , „ г
1

а 2 1п2 и  0 ,7 а 2 (кв.ед).

Объём тела,' ограниченного'сверху непрерывной поверхностью т. =  Ц х ,у )  снизу 
плоскостью 2 =  0 и с боков прямой цилиндрической поверхностью вычисляется по 
формуле:

”  (5.2.)
(3)

Пример 2. Найти объём тела, ограниченного поверхностями 2 =  х? , 2 =  0 , - х  =  О, 
у  - 0 , х  +  у  =  1. . ■ у . . .

Решение: Изобразим тело в прямоугольной системе координат в пространстве (рис.12).

ванный линиями х  =  0 ,  у  =  0 ,  х  +  у  =  1, и ограничено сверху параболическим цилин
дром 2 =  х 2 /Отсюда на основании формулы (5.2.) получим:

1 - х .
1 1 -х

V  =  | | х 2с!хс1у = |с !х  |  х 2с ! у = | ( х 2у1 Х)с1х= | х 2(1 -х )с 1 х  =
(3 )

,3  „ 4

( 3 4  МО 3  4  “ 12

о

(куб.ед).

Если (3 )  область плоскости О ху  , на которой распределена масса с поверхностной 
плотностью у = у (х ,у ) ,  то масса т  этой области (пластинки) определяется формулой:

т =  ||у(х,у)с1хс1у
( 3 ) . . . .

(5.3)

Если пластинка однородна, то у (х ,у )  =  сопз1 . Статистические моменты М х и М у 
относительно осей О х и О у  определяются формулами: , ;

=  Цуу(х.У)с1хс1у ' М у =  Ц ху(х,у)с1хс1у ; (5.4)
(3 ) (3 )
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Если С (х 0;у 0 ) -центрмасс пластинки, то: .

„  Ч .. : „ , Ч  , ; Х о - ^ . у о = ^ .  Л  : ■ (5-5) •
где т  - масса пластинки, М х ,М у - статистические моменты относительно осей ко

ординат. Моменты инерции пластинки (3 )  относительно осей О х и О у  выражаются

соответственно формулами: 1Х =  Ц у 2у(х , у)с1хс1у

< 3 >

/  1у = Д х 2у(х,у)с1хс1у,
У  (3 ) .
носительно начала коорди!

- 'о =  р  +  У2 )у(х,у)с1хс1у =  1Х +  1

. .V (3)
а ее момент инерции относительно начала координат - формулой

(5.6)

(5.7)

Задания для аудиторных занятий
1. Вычислить площадь фигур, ограниченных следующим линиями:
а) у  =  -У х , у  =  2 -\/х , х = - 4 ;  :
б) у 2 = 1 0х  +  2 5 ,  у 2 =  - 6 х  +  9 ;  |
в) р =  аз1п2ф , а > 0 .  -
2. Вычислить объем тел, ограниченных указанными поверхностями:
а) плоскостями х  =  0 , у  =  0 , г  =  0 , х  =  4 , у  =  4 и  параболоидом 2 =  1 +  х 2 + у 2;
б) цилиндрами х 2 +  у 2 =  ГС2 , х 2 +  г 2 =  К 2 ;
в) параболоидом 2 = х 2 + у 2 и плоскостями 2 =  0 , у  =  1, у  =  2 х ,  у  =  6  — х ;

. . .  г) цилиндром х 2 +  у 2 =  4  И ПЛОСКОСТЯМИ,2  =  0 , 2  =  Х +  у +  10 . ( ; ' : .
3. а) Вычислить координаты центра масс однородной плоской фигуры, лежащей в 

плоскости О ху  и ограниченной линиями у 2 = ‘4 х  + 4 ,  у 2 =  - 2 х  + 4 ;
б) найти координаты центра масс однородной плоской фигуры, ограниченной кар

диоидой р =  а(1 +  созср). . ■ ' !\ ,
4. Вычислить моменты инерции относительно начала координат и осей координат 

пластины плотностью у (х ,у )  =  х 2у , лежащей в плоскости О ху  и ограниченной линия
ми у  = х 2 , у  = 1 .
• Ответы: • ■- ■■

, 1 6  С,; 1 6 'Л 5  . 1 2-с '  ; в) — тга^.1- а) у :  б) 3
16ГС3 ; в) 7 8 1 | ; г) 4 0 д .

2 53. а) х 0 =  — , у 0 =  0 ;  б) х 0 =  —, у 0 =  0 .
о  о ; . ,

2. а ) 1 8 б | ; б )  з

104
4 9 5  ’ х 3 3 ’ х 4 5 :
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Задания для индивидуального выполнения

1. Вычислить площадь плоской области ( 3 ) ,  ограниченной заданными пиниями.
I) у 2 =  х  +  2 , х  =  2 ; II) х  =  с о з у ,  х < у  +  1 , - х > 0 ;

Н1 )^ -  +  ̂ ~  = 1, у < ^ х ,  у > 0 ;  IV) р =  асоз2<р.
2. Вычислить объем тела, ограниченного заданными поверхностями. ■ •,
I) 2 =  х 2, х - 2 у  +  2 =  0 , х  +  у - 7  =  0 , 2 > 0 ;
Н ) у  =  1 - х 2 , х  +  у  +  2 =  3 , у > 0 , 2 ^ 0 ;  ............
III) х 2 +  у 2 = 1 , 2 - 2 - х 2 - у 2, 2 > 0 ;
IV) 2 =  у 2 , х  +  у  =  1, Х > 6 ,2 .2 .0 .  ' . . .  . ....
3. I) Вычислить координаты центра масс пластинки, лежащей в плоскости О х у  и ог

раниченной линиями у, =  х , у  =  2 х , х  =  2  .если ее плотность у (х ,у )  =  х у .
II) Вычислить массу неоднородной пластинки, ограниченной линиями х  =  0 ,  у  =  1,

у  = х ,если  поверхностная плотность у (х ,у )  =  х 2 +  2 у 2 . ^ ^
III) Найти статистические моменты относительно осей координат пластинки, ограни

ченной линиями х у =  8 , х + у  =  9  (пластина однородная). ; • ; . ‘ Г ;
IV) Найти массу пластинки, ограниченную линиями >х2 ч - у 2 =  4 ,  х 2 + у 2 = 1 6

х
( х  > 0 ,  у  > 0 ), если ее поверхностная плотность у (х , у )  =  . -  .

: V х 2  +  у 2
Ответы: ,,

1- | ) у ; н ) | ; | | | ) | ; | \ 0 ^ .  ;

2. | ) 3 2 ; 1 1 ) М ; „ , ) | Е : ^ ; '  ;

3. 1)Хо = | , У о = ^ ;1 1 ) ^ ;1 1 1 ) М х = М у = 5 7 1 :1 \0 6 .

5.3. Тройной интеграл. Вычисление тройного интеграла.
Тройной интеграл в цилиндрических и сферических координатах

Рассмотрим замкнутую пространственную область ( \ ф и  функцию ( ( х .у . г ) ,  опре
деленную в этой области. Область (V )  разобьем произвольным способом на п эле
ментарных областей ( Д У Д  ( д у а ( ДУ П)  с диаметрами , с12 .....с1п и объёмами
ДУ1, Д У2 .....Д У П. Наибольший из диаметров обозначим буквой с1. ■’

В каждой элементарной области Д у к ‘ выберем произвольно одну точку 
Мк (х к ;у к ;2 к ) и составим произведение1(хк; у к;2 к )ДУ к . - ; .

Интегральная сумма для функции 1(х, у, 2) по области (V) имеет вид ’ У к >2 к к .
. .  ... . . к=1

Тройным интегралом от функции Т(х, у, 2) по области (V )  называется конечный
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предел интегральной суммы при с) ->  0 : -
Д | :( х ,у ,2)с1У =  П тГ (хк , у к , г к ) д \ / к ;

Основные свойства тройных, интегралов аналогичны свойствам двойных интегра
лов. В прямоугольных декартовых координатах тройной интеграл обычно записывается 
в виде: ■■■■ - ■ : + ; .. \  •/■ . ■ ■: ' ' . ' ■

Л |т(х ,у ,г)с1хс1ус1г. , л  - • -
(V )  '• \  • :■ ■

Если область интегрирования (V )  определяется неравенствами:
х, < х < х2 , у1( х )< у ( < у 2(х ), 21( х ,у ) < 2 < 2 2(х ,у), где У1(х )|У 2(х ),

21(х ,у ) ,22(х,у) - непрерывные функции своих аргументов, то тройной интеграл вы
числяется по формуле: ,Г ' -  •

"  х 2 У 2 (х ) г 2 ( х у )  •

Д | ( ( х , у , 2)с1хс)ус12=  И х  Г с!у Г Г(Х,у,2)с12. (5.8)
(V )  Х1 У1<х) 7 , (х ,у )

Область (V )  ограничена сверху поверхностью 2 =  г 2( х ,у ) ,  снизу поверхностью 
2 = г \(х ,у ) ,  а с боков цилиндрической поверхностью с образующими, параллельными 
оси О г ,  вырезающей на плоскости О ху  область 'З ху, определенную неравенствами 
, х ^ < х < х 2; у 1( х ) < у < у 2(х) (рис.  13) -  : Т

В частном случае, если функции у 1( х ) , у 2(х ) , 21( х , у ) , 22(х ,у )  являются постоян
ными у 1( у 2 , 2^  г 2 , то область,интегрирования представляет собой прямоугольный 
параллелепипед и формула (5.8.) принимает вид:

уг,

• ,  ,  ' -у -:
(у ) . Х1 У1 *1 ...

Отметим, что порядок интегрирования в тройном интеграле может быть изменен. Его 
можно вычислить шестью различными способами. .  ̂ <

При переходе от декартовых координат х , у ,2 к цилиндрическим координатам р, 
Ф ,2 (рис.14) связанным' с х , у , г  формулами: х  =  рс о з ф ,  у  =  31Пф, г  = 2 
(О <  р < +оо, 0 <  ф < 2 л , -оо <  г  <  ,+со), якобиан, преобразования I =  р , формула

Д р ( х ,  У,2)с1хйус12 =  |й х  |с |у  |; (х ,У ,2 )С |2 ....

'' ' ' ' ' (
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(5.8.) имеет вид: ]У ]> ( х ,у ,2 ) с М у а г -  Д |т (р С 0 3 ф 1р5тф,2)рС|рс1фС12.
(V )  - ‘ (V !)  •• .

Рис. 14

При переходе от декартовых ко
ординат х , у ,2 к сферическим ко
ординатам р , ф, 0 (рис.15), свя- 

: занными с х , у , 2 соотношениями: 
X =  Р 31П 0СОЗ ф , у  =  р 51П 0 51П ф , 
2  =  рСОЗО (0  <  Р <  -ТО О  ,

0 < ф  < 2 я , 0 2  0 < я ) , якобиан 
преобразования I = р2 з т 0 , фор
мула (5.8.) примет вид:

Л |1 ( х ,  у, 2 )с1хс1ус12 =  Л р ( р  31П 0  со з ф, р 31П 0  31П ф, р с о з  0 ) р2 31П 0с1рс1фс10.
(V )  (V ,)

Рис. 15

Пример. Вычислить тройной 'инте

грал Р х2 +  у 2 +  22)5с1хс1ус121
(V )

где ( V )  - шар х 2 +  у 2 +  22 <ГС2 .
Решение:5 Чтобы вычислить этот 

интеграл, перейдем к сферическим 
координатам:;',

Х =  р51П0СОЗф,У = /351П(9-81Пф| 2 =  р с о з 0  (5.9)
Преобразование (5.9) переводит область (V) в область (\Л) для которой 0  <  ф  <  2 я , 

О < 0 < я ,  0 < р < К .  Поскольку подынтегральная функция
д/(х2 +  у 2 + 22)5 =  а/ ( р 2)5 =  Р5 и якобиан преобразования (5.9) I =  р 2 з т  0 , то получаем

р х 2 +  у 2 т 2 2 )5с1хс1ус12 =  р р 2 зт 0с1фс10с1р =
(V )  (V !)

2п  я К  .. 2л: тс . . ^

=  |с1ф |с10 | р 7 31П0с1р =  /  |"с1ф | ( 5 1 П 0 ~ Р = К )П0 =
р =  0  , ,
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*
8

8 -  л Я 8
2 л  л . д 2 л  Л  . в 2 л

| й ( р | з 1П080 - | ( - с о з 0 ^ ) 8ф =  —  18 <р 
о о  о о

Задания для аудиторных занятий

1. Расставить пределы интегрирования в тройном интеграле Л | г ( х , у , 2)с1хс1ус1г ,
, ' ■ ( V)

если область (V) ограничена указанными поверхностями. Начертить область интегрирования. 
к а) ( У ) : х  +  у  +  2 - 1  =  0 ^ х  =  р > у  =  0 ,  2 =  0 ;

6 ) ( \ / ) : 2  =  х 2 +  у 2 1 г ^ с ( с > 0 ) .
2. Вычислить тройной интеграл по данной области V .

а) | | | ( 6х  +  8у  +  4 2  +  5 )с1х 8ус12; (V )  -куб: 0 < х < 1 ,  0 < у  <1 ,  0 < 2 < 1;
( V )  : ' ■- ■ ..

8хс1у 82 . ( V )  - ограничена плоскостями х  =  0 , у  =  0 ,  2 =  0 ,6> ЖI (1 +  X +  у  +  2)( V ) ' 1 > ,
X +  у  +  2 =  1 . '

3. Вычислить тройной интеграл, перейдя к цилиндрическим координатам.

а) Д [(*2 + У2 +  г 2)3с1хс1ус12; (V )  - ограничена поверхностями х 2 + 22 = 1,
(V) 5

у  =  0 , у  = 1 .

б) | | | ( х 2 +  у 2 +  г 2)с!хс!ус12; (V )  - ограничена поверхностями у 2 + 22 = Ь 2 ,
(V) • .

х = 0,.х = а.. ....
‘ 4.'‘ Перейдя к сферическим координатам, вычислить тройной интеграл, 

а) р (х 2 +  у 2 +  22)3с!хс1ус12; (V )  - верхняя половина шара х 2 +  у 2 +  22 < Я 2; 
( V )  \

1,2 +  у 2 +  22)3с1хс1ус1г ; (V )  - нижняя половина шара х 2 +  у 2 +  г 2 * < 1.
: (V)

1 1 -х  1 - х - у„ 2л с -Тг
Ответы: а) |с1х | с ! у  |  1( х ,у ,2 )с12; б) |с !ф  |^(рсозср,р51Пф,2)рс1р; 
"■ о о о о о о ,

5 .  „ ?431л А  , 2,а 2 Ь2; , , лЯ 6 „  928л
2  12  8  "  "

О о о

2 ,а ) Д 4 ;б )  ̂  (1п 2 -  ̂ ) ; 3. а ) ^ Ц ; б) лаЬ2( ^ . +  ^ - ) ; 4. а) ; б)
3 153  2 "  ' 3

Задания для индивидуального выполнения

1. Расставить пределы интегрирования в интеграле: Д | ( ( х ,  у, 2 )8x 0̂ 82 , если об

ласть (V )  ограничена указанными поверхностями.
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I) ( \ / ) : у  =  х , у - 0 1х  =  1 12 =  1, г  =  1 +  х 2 +  у 2 ; • . . .
II) (V )  : х 2 +  у 2 =  4 ,  2 =  1 ,2 =  2  +  х? +  у 2 ; , :  "
III) ( V ) :  х 2 +  у 2 +  г 2 =  4 , у  =  0  ( у  > 0 ) ;
IV) ( V ) :  определяется неравенствами 0 ^ х < 1 ,  0 5 у  < х ,  0  < 2 <  х у .
2. Вычислить тройной интеграл по области (V ) .  . ....... . и , :

I) | | | ( 7 х - 5 у  +  3 2  +  1)с1хс1ус12; (V )  - параллелепипед: 0 < х < 2 ,  0 < у < 3 ,
( V)  '  ;

О < 2 < 4 ;  , . . . . ,, . , ' : ■ , ... - .:  , ....

II) Ц|ху2с1хс1ус12; (V )-пирам ида: х  =  0 ,  у - 0 , 2  =  0 , х  +  у  +  2 =  1;
( V )

III) Ц | х 2у 22с1хс1ус12; (V )  - определяется неравенствами 0 < х < 1 , 0 < у< х , 0 < 2 < х /;

IV) | | | ( 2 х  +  у)с1хс1ус12; (V )  -ограничена поверхностями: у  =  х ,  у  =  0 ,  2 =  1,
( V)  " ' ' '  ‘ ' '  ‘ ' ' ‘ ' ' ' '  ' ' '

х  =  1, 2 =  1 +  х 2 +  у 2 . 1 < 1
3. Вычислить тройной интеграл с помощью цилиндрических или сферических координат. 

I) | | | 2 2с1хс1ус12; ( \ / ) : 1 < х 2 +  у 2 < 3 6 ,  у  > х ,  х > 0 ,  2 > 0 ;  ■
( V)

П /\  ■ \/2 л „2х 2 +  у  = 2 х ,  х  +  г  =  2 ,  у  > 0 ,2 > 0 ;■ ш т т
Ш) | | | ( х 2 +  у 2 +  22 )с1хс1ус12; ( V ) : х 2 +  у 2 +  г 2 =  4 ,  х > 0 ,  у  > 0 ,  г > 0 ;  ;

( V )  . . . . .

IV) ; (V ) : х 2 +  у 2 =  4 у , у  +  2 =  4 ,  2 >  0.
( V)

Ответы:
о 5

1 х  1+х‘ + у 2л 2. 2+р

I) |с1х|с1у |  Т(х,у,г)с12; - II) |с1<р|с1р Л  Т(р созф , р 51П <р,2)рс12: 
0 0 1 О 0 .1 .

|с1ф |с!0 |т(р31п0СО5ф,р5т051Пф,рСО50)р2з1п0с1р;
0 О 1
1 х  ху

IV) |с1х|с1у |г(х ,у ,2 )с1 2 ;

2- 0 1 5 6 ; II) « и ) ш )  Щ н о у -
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5.4. Приложение тройного интеграла. Вычисление объемов, массы 
неоднородного тела. Центр масс и моменты инерции тела

Объем V  области (V )  выражается формулой:

(V )

(5.10)

(5.11)

(5.12)

В цилиндрических координатах этот интеграл имеет вид:

^=л и > ^
В сферических координатах этот интеграл имеет вид:

V  =  ' Д | р з т 6  фсЮскр
?? (^2) ,

Если тело занимает объём V  и у =  у (х ,у ,2 ) - его объемная плотность в точке

М (х ,у ,2 ), то масса тела т =  Ц|у(х,у,2)с1хс1ус12 (5.13)

Координаты центра масс (центра тяжести) тела вычисляется по формулам:

Х° =  1  Ц|ухс1хс1ус12, Уо =  “  | | | у у  С1хс1ус12, 2 0 =  ~  Ц|у2С1хс1ус12 (5.14)
“  (V )  (V )  , « У ) '  ' ‘ . .

где т  - масса тела. Если тело однородно, то в формулах (5.13) и (5,14) можно поло
жить у(х , у, 2) =  1; тогда т  =  V , где V  - объем тела. ■ •

Момент инерции тела относительно начала координат определяется по формуле:
!0 =  Л ( х 2 +  у 2 +  2 2 )у(х,у,2)с1хс1ус12 (5.15)

(V)
Моменты инерции тела относительно координатных осей Ох, Оу, От соответственно равны:

=  Л | ( У 2 +  2 2 )у(х,У,2)с1хс1ус12,
(V )

К Л +  2 2 )у (х ,у ,2 )с1хс1ус12 ,

<

-  №
(V)

'2 = Ш(х2 + у2)у(х ’ у '2)с1хс1ус|2 :
' (V) '

о координатных плоскосте! 

Л|2?у(Х,у,2)с1хс1ус12,
)
Ц | х 2у(Х,у,2)с1хс1ус12, ;
(V) , . , :

г  Л | у2у (х ,у ,2 )с1хс1ус12 .

(5.16)

V.

Моменты инерции относительно координатных плоскостей Оху, Оуг, 0x2 соответственно:

■ху

(5.17)

,Х 2  5

^  ...... (V )'
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}

Статистические моменты тела относительно координатных плоскостей Оху. Оуг, Охг
с о о тв е тс тв е н н о :

^ М х = Я Ь ^ - У ’ 2 ^ ^ 2
; (V )  (  , . - г  ■ -

<
М у =  Я [ у у ( х ,у ,2 ) с 1 х с 1 у с 1 2 , (5 .1 8 )

(V )  ;

М г =  Д М к у . , ) ^ .

Ч. (у ) '. . О 0Пример 1. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностью г  =  у 2 -  х 2 и плос
костями 2 = 0 , у  =  0 , у  =  Ь . ........  :

Решение: Данное тело/ ограничено сверху-гиперболическим параболоидом 
2 =  у 2 - х 2 , плоскость Оху, пересекает,его по двум прямым у  =  ± х  (рис.16). Тело 
проектируется в область 5  плоскости О х у , ограниченную прямыми у - ± х ,  у  =  Ь.  ,

2 2у  у - х

По формуле (5.10) получаем V  =  Д|с1хс1ус12 =  |с !у  ^с !х  ^  6т.
(V )  ^ о

Ьг
о

3 IV  —
= Х )с !х =  |с !у  | ( у 2 - х 2)с1х= |  ( у 2х - у ) *  =  ^

О - у
ь

о - у .
с1У =

= | (2 у 3 - | у3)с1у = | / у3йу =
ь !
3

V - и с ■ :
Пример 2. Вычислить координаты центра масс однородного тела, занимающего об

ласть V ,  ограниченную поверхностями у  =  ^  7 х 2 +  т.2 , у  =  2 .

Решение: Данное тело симметрично относительно оси О у , поэтому х 0 =  20 =  0 . 
Тело ограничено конусом второго порядка,'симметричным относительно оси О у , и 

плоскостью у  =  2  (рис. 17). Тело проектируется в область (5 )  плоскости О х г ,  ограни
ченную окружностью х 2 +  22 = 4 .  Т.к. тело однородное, то его объемная плотность
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>у(х ,у ,2 ) =  1. По формуле.(5.13) найдем массу тела,-предварительно переходим к ци
линдрическим координатам: ..........

Х =  рС 03ф , Л =  р51Пф, у  =  у .  . , * '

Тогда т  =  Ц|с1хс]ус12 =  ,Ц|рс1фс1рс1у =  |с !ф  |рс1р |с1у =  :
(V ) (V ,) ' 0 0 Р IО О Р *

. . .  . . . . ' 2  
Найдем статистический момент относительно плоскости О х г  :

. . 2г. 4 2

м у =  Щурс1рс1фс1у =  |с)ф |рс1р |ус1у =  16я.
(V) (V,) О О Р 

2
Следовательно, у 0 =  — 4  и центр масс С ( 0 ; - ;0 ) .

т  3 2л  2 ' 2  .

Задания для аудиторных занятий

1. С помощью тройного интеграла вычислить объем тела, ограниченного указанны
ми поверхностями. Сделать чертеж. 1

а) 6 х  +  4 у  +  З г - 1 2  =  0 ,  х  =  0 ,  у  =  0 ,  2 =  0 ;

б) 2 =  2 - х 2 - у 2 , 2 =  д /х2 +  у 2 ; . , ;

ответы: а) 4 ; б) . . . . .

2. Вычислить координаты центра масстоднородного тела, занимающего область 
(V ) ,  ограниченную указанными поверхностями (у (х ,у ,2) =  1).

а) З г  =  л/х2 +  у 2 , х 2 +  у 2 =  4 , 2 =  0 ; , г  , ,у ^
: б) х  =  у 2 +  22 , у 2 +  22 =  9 ,  х  =  0 . - '

Ответы: а) С (0 ;0 ; - ) ;  б) С (3 ;0 ;0 ).
4
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3. Вычислить момент инерции относительно указанной оси координаты однородного 
тела, занимающего область ( V ) ,  ограниченную данным поверхностями ( у ( х ,у , г )  =  1).

а) х2 = .у2 +  г 2 , у?,+ 2* =  1 г х  =  О ' , - О х ; ' ............
б) X =  2 ^ у 2 +  22 , х  =  2 , О х ; .
в) г  =  3  -  х 2 -  у 2 , г  -  0 , О г

Ответы: а ) — ; б ) —; в ) — . 
. ■ 5  ; 5 . 2 _ ,  :

, , , .  Задания для индивидуального выполнения ~ г

1. Найти объем тела, ограниченного указанными поверхностями. Сделать чертеж.
I) х  +  г  =  2 , х = 0 ,  у= 0 , 2 = 0 , у  =  3;  II) у  =  1 - х 2 , у  =  -л/1 -  х 2 ,2  =  0 , 2 =  6 ; 
III) у  > 0 ,  2 ^ 0 ,  х  =  4 , у  =  2 х ,  2 =  х 2 ; IV) 2 ^ 0 ,  х 2 +  у 2 =  9 ,  2 =  5 - х - у .
2. Вычислить массу тела, ограниченного указанными поверхностями, при заданной

ПЛОТНОСТИ у (х ,у , 2 ) .  ............................... :
I) Х 2 + у 2 =  1, 2  =  0 , 2 =  2 , у (х ,у ,2 )  =  (х 2 +  у 2 +  г ) 2 ;
II) Х 2 +  у 2 = 2 , 2 =  4 ,  у (х ,у ,2 ) =  X 2 +  у 2 +  2 ;

III) х 2 +  у 2 +  22 =  9 , у (х ,у ,2 ) =  а/ х 2 +  у 2 +  22 ; '
2 2 2

IV) 72 +  ^ 2  +  ̂ 9  =  1 ; У(Х,У.2) =
,2 -.2 \ 22/  2 X у

ч а 2 +  Ь2 +  с 2 ,а  Ь с
3. Найти координату центра масс тела, ограниченного указанными поверхностями, 

при заданной плотносп| у (х ,у , г ) .  .................
I) X2 +  у 2 =  а 2 , 2 =  0 , 2 =  с  (с  >  0 ) ,  у (х ,у ,2) =  х 2 +  у 2.~

II) 2 х  =  у 2 +  22 у 2 +  22
III) X2 + 22

4 , х  =  0 ,  у (х ,у ,2 ) = 1; 
4 у ,  у  =  9  , у (х ,у ,2 ) =  1;

IV) х  =  0 ,  у  =  0 , 2 =  0 , х  +  у  +  2 =  3 , у (х ,у ,2) =  1.
4. Вычислить момент инерции относительно указанной оси координат однородного 

тела, ограниченного данными поверхностями. Плотность тела у (х ,у ,2) =  1.
I) 2 х  +  3 у  =  6 ,  х  =  0 , у  =  0 ,  2 =  0 ;2  =  4 )  О у ; .•* ’ - '
II) х  +  у  +  г  =  а ( а > 0 ) ,  х  =  0 ,  у  =  0 ,  2 =  0 ,  О г ;  ?*
III) х 2 =  у 2 +  г 2, х  =  2 ,  О х ; 
Ответы: ‘

IV) 2 г  =  х 2 +  у 2 Х2'+  у 2 = 4 ,  2 = О, 0 2 .

1. I) 6 ; II) Зл +  8 ; III) 1 2 8 ; IV) 4 5 я . 2. I) II) 3 2 я ;  III) 81л; IV) - я а Ь с Г
„ .. ^  7

3. 1 ) С ( 0 ;0 ; | ) ;1 1 ) С ( | ;0 ;0 ) ;1 1 1 ) С ( 0 ;Щ ;1 \О С Й | ; | ) .
2  3 . 4  4  4..... , , .........

4. 1)1у =  82;11)12 =  | 1 ; 1 1 1 ) 1 | ^ ; | У ) ^ .  ,

75



ГЛАВА 6. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

6.1. Криволинейные интегралы первого рода. Вычисление криволинейного 
интеграла первого рода. Приложения: масса и центр масс дуги

Пусть функция Т (х,у) определена и непрерывна в точках дуги А В  гладкой кривой, 
имеющей уравнение у  =  ср(х) (а  < х  < Ь). Разобьем дугу А В  произвольным образом 
на л элементарных дуг точками А  =  А 0 , А 1( А 2..., А п = В  и пусть Д З к - длина дуги 
А к_.|Ак . На каждой элементарной дуге выберем произвольную точку Мк ( х к ; у к ) и со

/  п ,
ставим интегральную сумму Е  1(хк ,у к ) Л 5 . Предел этой суммы при п - > с о  и 

■ &  к=1 . . 
т а х  Д 5 к ->  0  называется криволинейным интегралом первого рода.

„ Д ' т  2 Ж - у * )л з  =  Г г(х ,у )с1з ; ' '
'.1 та х Л -3 .- *0  . . •" - ' ; “  ’ \АВт а х Л $ „ - * 0  и

(с15- дифференциал дуги); который вычисляется по формуле: 
ь _________

■ \2 ,

Г:
-I

|  Ц х ,  у)с15 =  ]> (х , ф (х )У 1  +  (ф '(х ))20 х  .
АВ : : а  ; ‘ 5 ■ - ; ■■ ■
Если кривая С  задана параметрическими уравнениями: 
х  =  х(1), у  -  у(1) (Ц < 1 < 1 2) , то

*? ' ' '' ■
|( ( х ,у ) с ) 5 =  ^ (х (1 ),у (4 ))л /(х '(1 ))2 +  (у '(1))2й1.

Для пространственной кривой С , заданной уравнениями 
х  =  х(1), у  = у(1) 2 =  2(1) (Ц < I < 12 ), , .

: •• '' '■ *2 ' ' -■ ■ ■_____________
] г ( х ,у ,2 )(13 = |т(х(1 ),у(1 ),2 (1 )> /(х '(1 ))2 +  (у ’(1))2 +
С Ц " ,  .. ' ' ' . . . ,

, . Е сл и 4 (х ,у ) > 0 , то криволинейный интеграл первого рода•..^(х,у)с15 представля-
. . . .  - ■ ‘ ■ ' " ■ : - с •' ' ■

ет собой массу кривой С , имеющей переменную линейную плотность р =  Ц х ,у ) .
Координаты центра масс (х ; у )  дуги кривой С  вычисляются по формулам:

х  =  —  Гхр(х,у)с18, у  =  —  Гур(х,у)с13, где т  - масса д у ги ,'р (х ,у ) - линейная 
гп л гп у

с с
ПЛОТНОСТЬ. > : ■« , .

Задания для аудиторных занятий

1. Вычислить криволинейные интегралы
■ ■ Г с!3 -а) —7.-...=  -■ = , где С  - отрезок прямой у  =  2 х , 0  < х  < 1;

“ л/х2 +  у 2 +  4  '
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б) , где С - дуга полукубической параболы у 2 =  — х 3 , 3 <  х  < 8 ;
3 ^ х  '■ "  ■ ' ' 9с . . . . ■■■■■■■■ •■■■■' ■,

. г  г г ^  - • ■  |х  =  а ( 1 - з т 1 ) - Г
в )  | ^ й 3 , г д е с :  • 'у = а(1-соз1), 0 < 1 < 2 к  

х = 1соз1 (
г) | ( 2 г - л / х 2 +  у 2 )с13, где С : у  =  1 з т 1

2 =  1, 0 < 1 < 2 л  : ;

Д) | ( х  +  у )с !3 , гДе С - правый лепесток лемнискаты г2 =  а 2 соз2ф.
С . ' ' . . Г.-

Ответы': а ) 1 п - 5 ^ Г б ) ^ Р ; в ) 4 я а > ^ Г ;  г ) ~ ( ( 1  +  2 я 2 ) 2 - 1 ) ;  д )а 27 2 .
• 2  ■ 4 5  ■ ■ 3  .. .

2. Найти массу дуги кривой С , имеющей линейную плотность р (х ,у ) .  . *
а ) С :  у  =  1пх,  1 <  х < 2 ;  р (х ,у )  =  х 2 ; ,

[ х  =  с о з  I ..........
[ у  =  31п1, 0 <  I < я; р (х ,у )  =  у '  ' ' ;

в ) С :  г =  а(1 +  созф ); р (х ,у )  =  Ц / х 2 +  у 2 .

О тв е ты :а )-(5 2 - 2 2 ) ; 6 ) 2 ; в)2клал/2а .  ' " V ;

3. Найти координаты центра масс однородной дуги кривой х  =  е *соз4,
' : . _•••• 2 ' 2 .  -| _  1  ■ " 

у  =  е 131п1, 2 = е ' (-оо <  I < 0 ) .  Ответ:х =  — ;у  =  —  ; г  =  —.
5 5 2

б) С :

с

Задания для индивидуального выполнения

1. Вычислить криволинейные интегралы, Ответы:
где С - отрезок прямой у  =  к х  +  Ь ....................... ....

| / & Э ГО

II
;2-: ;Я -.-с-:

III ^ | П 2 .. 4 ;.

IV /5 1 п 2

1 Т -— У = 3 х ,  1 < х < 2 ;  
з х  +  у 
с

II | ( х - у ) с 1 5 ,  у  =  — х , 0 < х < 4 ;
-'с ■' - '

III [ - ^ | - , У  =  ^ х - 1 , 2 < х < 3 ;
З х + 2 у  2 ...........с

IV Р ®  , у  =  - х - 2 , . 0 < х < 4 .  
^ х  — у  ^ 2  ■
с

77



2. Вычислить криволинейные интегралы, Ответы:
где С -д у га  кривой, -  - о ■ ‘ . г ; : ■

1 г, 2 ; очз л-» „  Гх = асоз1 (х 2 + у2)3с13, С :{
Г  ■ ' [у = азт1, 0 < 1 < 2л

II
з-хг +  у* с .

х = асоз! ' ‘ 
у = аз1п1 '
2 = а1, 0 < 1 < 2л

ш
Г ,  „ Гх = а(1-31п1:) ‘|у2 с!3, С: У  ’
■' [У = а(1г со51),0 < 1 < 2л ,

IV С 03 -  Д.
1х2+у2(+22 ’ с 1

х = асозТ
у.= азт1 . .
2  = Ы, 0 < 1 < 2л

1 2ла7 .

II

СОк03
СО 1 СО

Ш 256аз
15

IV ■7а2 + Ь2 , 2лЬ-----г— агс1д----аЬ ‘ а

3. Найти массу дуги кривой С , если плотность ее р (х ,у ) .

1 С :
х  =  соз1
у  =  з т 1  , р (х ,у )  =  7 х 2 +  у 2 +  22 ; 
2  =  1, 0  < 1 < 2 л

II С :
х  =  соз1  , ' ' ’ '■

III С : г 2 =  а 2 соз2ф,  р (х ,у )  =  к ^ /х 2 +  у 2 ;
IV С : х 2 ч у 2 =  К 2 , у  > 0 ,  р ( х , у ) - к у 3

Ответы:

1 7 2 ( л 71 +  4 л 2 + ^ 1 п (2 л  +  71 +  4 л 2 ));

II 2 :
III к л а 2 ; -  "■ ■ ■

IV
.......

6.2. Криволинейный интеграл второго рода. Независимость криволинейного 
интеграла от пути интегрирования. Формула Грина

Пусть функции Р (х ,у )  и 0 ( х ,у )  непрерывны в точках дуги А В  гладкой кривой С, 
имеющей уравнение у  =.<р(х) (а  <  х  <  Ь ). Криволинейным интегралом второго рода 
по направлению дуги А В  называется предел интегральной суммы, при условии, что 
т а х Д х ( --> 0 и т а х А у ,  ->  0 : ;

; ■ -• п .■ : ■

Г Р(х,у)с1х + 0(>с;у)с1у = ^ _ >0Е ( р (х 1-У |)Л хЯ ч ( х , - У > У 1),
д>, г ’ . птах А у) -+0 1-1 .
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где Д х( , Д у( - проекции элементарной дуги на о с и О х  и О у .
Криволинейный интеграл второго рода есть работа, совершаемая переменной силой 
Р =  Р (х ,у ) | +  (2 (х ,у ) ] вдоль кривой интегрирования С . _  *:
Интеграл вычисляется по формуле:1 1 ’ • 1 ' '

ь
|р (х ,у )с1 х  + <3(х,у)с1у -  |(Р (х ,ф (х ))  +  ф '(х)0(х,ф (х))с1х. ' 1
С ; .'5 а - ^  т ' ■' ■ V.'. ; ’
Если кривая С  задана параметрическим уравнениями х  =  х(1), у  =  у(1), . 
где I, < 1 < 1 2 ,тоимеем \  о - . -  !

12

|р ( х ,  у  )с1х +  0 (х ,у )с1у  =  |(Р (х (1 ), у(1))х'(1) +  0 (х (1 ), у(1)у'(1))сИ •
с  Ч ' -г '
Криволинейный интеграл второго рода меняет свой знак на противоположный при 

изменении направления пути интегрирования: ’

| р  фс +  (3 ду  =  - | р  с1х +  р  с!у . , :
АВ ВА ' ■
Если в некоторой односвязной области й  . . .
Р(х,у)с1х +  0(х ,у)с1у =  с!11(х,у), то интеграл - . , , : : )
(Х2'.У2) . :  у . ......... ■ , .

Р(х,у)с1х + <Э(х,у)с1у =  11(х2;у 2) -  У С х^У !) и не зависит от пути интегриро:
(Х1;У!)

вания А В , взятого в этой области, , ; ,
В частности, если контур интегрирования С  замкнут, то
^ Р (х ,у )с 1 х + (г $ ,у )с 1 у = 0
с
Пусть контур С  содержится внутри области О и функции Р (х ,у )  и <2(х,у) вместе 

со своими частными производными первого порядка непрерывны в этой .области, то не
обходимым и достаточным условием для существования функции 1)(х, у )  является вы-

<
полнение в области Э  равенства <ЭР =  Ю  

ду дх

Формула Грина сГрс!х +  ( }с !у  =  ГГ(—  -  —  )с!х с1у. преобразует криволиней-
1 ■ • : ■. М  дх.. ду ■ ' у ■ '• ..........с . ■ . о 4 . . . .

ный интеграл, взятый по замкнутому контуру С  (против часовой стрелки),-в двойной ин
теграл по области О , ограниченной этим контуром.

Площадь области О , ограниченной замкнутым контуром С , равна: ' ■ г  "

5 = -с [х с 1 у -у с 1 х  . У :(г' '

Работа силы, имеющей проекции Х  =  Х (х ,у ,2) ,  У  =  У ( х ,у , г ) ,  2  =  2 (х ,у , г ) ,

вдоль пути С  выражается интегралом А  =  |х с 1 у  +  V  с1у +  2 с Ь . ■ -
с
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Задания для аудиторных занятий

1. Вычислить криволинейные интегралы. ’ ,

а) | у с ! х - ( у  +  х 2)с1у1 где С - дуга параболы у  =  2 х - х 2 , расположенная над
С /

осью О х  и пробегаемая по ходу часовой стрелки; ■ , \
б) 1 2 х у  й х  -  х 2 с1у, взятый вдоль различных путей, выходящих из начала коорди

нат 0 (0 ;0 )  и заканчивающихся в точке А (2;1): ■

1) прямой у  =  —, /  _ ,

2) параболы у 2 =  ^~,

3) ломаной линии О В А ,  В (2 ;0 ); ‘

в) , где С  - полуокружность х= а с о з1 , у  =  аз1п1 от I, = О до 12 = л .
3 х 2 + у
С . ..  . . . ,

4 12 4 ' ' '
Ответы: а) 4 ; б)—, — , — 4 ;  в)——а.  -  , -  .

. 3 5 '  3  |
2. Вычислить криволинейные интегралы от выражений, являющихся полными диф

ференциалами. • '1 • - л‘ " : - ! ‘\ У
(2;1) . • '

а) |  У С*Х (п° пути, не пересекающему ось О х ); “
(1:2) У "  "  , " ..

(3;0) ■ : 1 ;

б )  2 [  ( х 4 +  4 х у 3)с1х +  (6 х 2у 2 - 5 у 4)с1у.
’ • (-2;-1) ' ' ' "  . ' . .
>- ■'■■■! ... ■ ' ■' '

Ответы: а)—; 6 )6 2 . ■ • • : ■ ■ '

3. Применяя формулу Грина, вычислить интегралы. *■<
а) ^ У 2<*х +  (х +  у )2с1у > где С  - пробегаемый в положительном направлении контур

треугольника с вершинами в точках5 А (а ;0 ), В (а ;а ), С (0 ;а );
б) : | - х гуйх + х у гйу ,  где С  - окружность х 2 +  у 2 =  К 2 , пробегаемая против хода

часовой стрелки. ^  .-.-у. ". .у...* Л -.'у.
_ ,2 а 3 лГС4 ’ •О твела)— ; б)— . , _

;■ 4. Вычислить площадь, ограниченную астроидой х  =  а с о з 3 1, у  =  а з )п 3 1.
_ Зла2 ' .О твет:-------- .
: 8 .  .
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5. Вычислить работу силового поля В =  у  1 — х ] при перемещении материальной

точки вдоль верхней половины эллипса =  1 из точки А (а ; 0 ) в точку В ( -а ; 0 ) .
, з. Ь2

Ответ: лаЬ .
6. Проекции силы на оси координат задаются формулами х  =  2 х у  и у  =  х 2 . Пока

зать, что работа силы при перемещении точки зависит только от начального и конечного 
ее положения и не зависит от формы пути. Вычислить величину работы при перемеще
нии из точки (1;0) в точку (0 ;3 ) : . :

Ответ: 0 . ■ . . • ' ,

Задания для индивидуального выполнения

1. Вычислить криволинейные интегралы, взятые вдоль различных путей, выходя
щих из начала координат 0 (0 ;0 )  и заканчивающихся в точке А ( х :у ) .  :

_______________ . . ...... ; " Ответы: -

1

| ( х  +  у  )с!х — хс1у, А (4 ;2 )
ОЛ ’

а )  прямая О А : у  =  -^ ,,

X2б) парабола О А : у  = — ,

в) ломаная О В А ‘,В (2 ;2 );

II

| у 2с1х +  х 2с1у| А(1;1).
ОА
а )  прямая О А : у  =  х ,
б) парабола О А : у 2 =  х ,
в) ломаная О В А ,  В(1;0).

III

| ( х  + у)с1х, А (2 ;2 ). ,
ОА . , . .
а )  прямая О А : у - х ,

- -  " ■: X2 - -'■■■■б) парабола О А : у  =  — ,

в )  ломаная О В А ,  В (2 ;0 ).

IV

|х у с 1 х  +  ( у - х ) с 1 у ,  А(1;1).

а) прямая О А : у  = х ,
б) парабола О А : у 2 =  х ,  .
в )  ломаная О В А ,  В (1;0). ■

I а ) 8 ,  б ) ^ , в ) 4

II а ) | ,  6 )0 ,7 , в)1

. г
:а ) 4 , б ) ^ , в ) 2

IV ,1  „ 1 7  , 1  а ) - ,  б)— , в ) - .  
' 3  ' 3 0  2
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2. Вычислить криволинейные интегралы • Ответы: 
от полных дифференциалов: .

1
(3;4) ■ /  , и : .п = ;ч : '

х й х + у с 1 у ;
(0;1)

II
< т .  ‘

( х  г у)с!х т  (х  +  у )с !у ;

(0:0) '

III
(2;1) . ,  у

2хус1х +  х 2с1у; У 
•> •(0;0) •

IV
(2,3) ;"

х  с!у +  у  с1х
(-1:2)

I 12

II 2

III 4

IV 8

3. Применяя формулу Грина, вычислить интегралы по контуру треугольника, пробе
гаемого против хода часовой стрелки, с вершинами в точках А (х ;у ) ,  В (х ;у ) , С (х ;у ) .

; . ■ ' Ответы:

Г | СО
. I

II 4
3

III -1

IV 1
3

I ^ 2 ( х г +  у*)ф с +  (х  +  у )2с1у _ А (1 ;1 ),В (2 ;2 ),С (1 ;3 )
С ' " - ! ■ ■

II ^ ( х +  у ) 2с 1 х - ( х - у ) 2(1у А (1;0) В(1;1),С(0;1) 
с

III ^ ( х  +  у)с1х - ( х  - у ) й у  а (0 ;0 ),В (1 ;0 ), С(0;1)
с :

IV ^ ( х +  У )2(1х +  (х 2 +  у 2)с1у , А (0 ;0 ),В (1 ;0 )! С(0;1)

Литература

1. Бугров Я.С., Никольский С. М. Дифференциальные уравнения. Кратные интегралы. 
Ряды. Функции комплексного переменного. -  М.: Наука, 1998.
2. Жевняк Р. М., Карпук А. А. Высшая математика. Части 2 й 3.' -  Мн.: Выш. шк., 1985. -1992.
3. Индивидуальные задания по высшей математике. Часть 2 и 3 / Под редакцией
А.П. Рябушко. -  Мн.: Выш. ш‘к., 1991.-2000. . ; . ;  о
4. Данко П.Е., Попов А. Г., Кожевникова Т. Я. Высшая математика в упражнениях и зада
чах. Часть 1 .-М .: Выш. шк., 1997. , - ' : ^
5. Гурский Е.И. Руководство к решению задач по высшей математике. Части 1и 2. -  Мн.:
Выш. шк., 1989,2000. : <; ■ . .
6. Тузик А.И. Интегрирование функций одной и нескольких переменных. -  Брест: БрГТУ, 2000
7. Гусак А. А. Задачи и упражнения по высшей математике. Части 1 й 2. Мн., Выш. шк., 1988.
8. Гусак А.А., Гусак Г. М., Бричикова Е. А. Справочник по высшей математике. -  Мн.: 
ТетраСистемс, 1999.
82



. Содержание
Глава 1. Комплексные числа....................... ............................ .......................... ....................3
1.1. Формы записи комплексных чисел. Изображение комплексных чисел. Операции
над комплексными числами.................................. ............ ........ .............. ................... .......... 3
Глава 2. Неопределенный интеграл........................................................................ ....... . 7
2.1. Простейшие методы интегрирования.................. ......... ............ ........ .............. .......... ...7
2.2. Интегрирование методом замены. Интегрирование по частям......... ................. .......10
2.3. Интегрирование выражений, содержащих квадратный трехчлен. Интегрирование
простейших дробей.................... ................................................... ........■...-................... ........ ....14
2.4. Интегрирование рациональных функций................. ...................................... ........... . 17
2.5. Интегрирование тригонометрических функций. Интегрирование некоторых
иррациональных функций........................... ......... ......... ....... ............ ........ ..............................20
Глава 3. Определенный интеграл.......... .......... ............. ........................................... ......... . 24
3.1. Вычисление определенного интеграла. Интеграл с переменным верхним пределом.
Формула Ньютона-Лейбница. Замена переменной и интегрирование по частям......... 24
3.2. Несобственные интегралы. Несобственные интегралы первого рода. Несобственные 
интегралы второго рода. Признаки сходимости. Интегралы с бесконечными пределами.. 27

. 3.3. Приложения определенного интеграла. Площадь плоской фигуры. Вычисление
объёмов. Длина дуги плоской и пространственных кривых.............................. ........... ......29
Глава 4. Дифференциальные уравнения и системы ..*.:..\г................ ........ •....-.................... 33
4.1. Дифференциальные уравнения первого порядка. Уравнения с разделяющимися
переменными. Однородные уравнения и уравнения, приводящиеся к ним ............ . 33
4.2. Дифференциальные уравнения первого порядка. Линейные уравнения первого по
рядка. Уравнение Бернулли ................... ...!.'...... ............. .................. ............... .......37
4.3. Дифференциальные уравнения высших порядков. Дифференциальные уравнения выс
ших порядков, допускающие понижение порядка. Приложения к техническим задачам.......41
4.4. Однородные линейные дифференциальные уравнения. Однородные ЛДУ второго
порядка. Однородные ЛДУ высших порядков с постоянными коэффициентами. 
Приложения к задачам теоретической механики............. ..................... ................................46
4.5. Неоднородные линейные дифференциальные уравнения. Метод Гаусса. Структура
общего решения неоднородного ЛДУ. Неоднородные ЛДУ второго порядка с постоянны
ми коэффициентами и со специальной правой частью. Неоднородные ЛДУ высших по
рядков с постоянными коэффициентами и со специальной правой частью............ . 49
4.6. Системы линейных дифференциальных уравнений. Метод исключения. Решение
с помощью характеристического_уравнения................................................... .......... ........... 54
Глава 5. Кратные и н т е гр а Н й ;^ .^ .3;^..?.'.^.:!.'...’.;!..... ........... ..............................................58
5.1. Двойной интеграл. Вычисление'двойного интеграла по правильным областям.
Двойной интеграл в полярных координатах.............................. .А ....................... ................58
5.2. Приложение двойного интеграла. Площадь плоской фигуры. Вычисление объёмов.
Масса пластинки. Центр масс и моменты инерции тонкой пластинки..................... 64
5.3. Тройной интеграл. Вычисление тройного интеграла. Тройной интеграл в цилиндри
ческих и сферических координатах.................. .............. ........................................................ 67
5.4. Приложение тройного интеграла. Вычисление объемов, масса неоднородного тела.
Центр масс и моменты инерции тела................. ............................ . 72
Г лава 6. Криволинейные интегралы.................;.............. ....... ......... .................... ........... . 76
6.1. Криволинейные интегралы первого рода. Вычисление криволинейного интеграла
первого рода. Приложения: масса и центр масс дуги....;......у..^ 76
6.2. Криволинейный интеграл второго рода. Независимость криволинейного интеграла
от пути интегрирования. Формула Грина................ ............ ..у...,.....:..........................’...,..... 78
Литература....................................................................... ......... 1 . . . ......... .................................82

83



Учебное издание.

Составители: Лизунова Ирина Владимировна ' '  
' Денисович Ольга Константиновна 

' Остапчук Евгений Матвеевич ;

.. ^Интегралы. .......
Дифференциальные уравнения

... . Практикум по дисциплине «Высшая математика».......
' ' " для студентов^тёхничёских специальностей

Ответственный за выпуск: Лизунова Й .В ... 
- ' '  Редактор: Строкач Т:В.^ '• •- ■ 

Компьютерная верстка: Кармаш Е.Л.
,, :; , Корректор: Никитчйк Ё.В. , .

Подписано к печати 26.02.2009 г.: Формат 60х841/1б. Бумага «Снегурочка». Усл.п.л. 4,9. 
Уч.изд.л. 5,25..Тираж 150 экз. Заказ №231: Отпечатано на ризографе учреждения обра
зования «Брестский государственный технический университет». ■ ■ ■ ■:. ■ .•
224017;Брест,ул.Московская,267.....  чч: ; .. . .. .. .


