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Элементы линейной алгебры
1.1 Определители 2, 3 и 4 порядков

Определителем второго порядка называется число

д=
Определителем третьего порядка называется число

Д  = “ 2| '.""“ 23 ■•и “ 22 “ 31

1̂1 ‘ ®>2 ' 2̂3 4;2 ' 2̂1 ' а31'
Этот способ вычисления определителя называется правилом тре­

угольника. .
Отметим некоторые свойства  определителей:

1. Общий множитель элементов строки (столбца) можно вынести за 
•знак определителя.
2 . Если в определителе строка (столбец) нулей, то он равен нулю.
3. Величина определителя не изменится, если к элементам некоторой 
строки (столбца) добавить соответствующие элементы другой строки 
(столбца), умноженные на одно и то же число.
4. Определитель равен сумме произведений элементов некоторой стро­
ки (столбца) на их алгебраические дополнения.
; Алгебраическое дополнение элемента ач определяется по формуле 
’Д /  *  ( - ! № , ,  • где M,J -м и н о р  элемента а,г

В определителе третьего порядка минор элемента atj- это определи­
тель второго порядка, получаемый при вычеркивании / : ой строки и J- 
ого столбца в основном определителе. -Х П

Определители четвертого;и  выше порядков обладают всеми пере­
численными свойствами. Для. их вычисления применяем свойство 4 6 
разложении определителя по элементам строки или столбца. /
Пример. Вычислить определитель четвертого порядка (

--2 - 3 - 5 .4
2 0 з • -1

-1 2 4 0
3 1 2 -1

Вычислим данный определитель двумя способами.- 
а) Разложим определитель по элементам второй строки. - ;

3 - 5  4 - 2  3 4 - 2  3 - 5
Д = 2-(-1 )г“  • 2 . .4  0 + 3 (-1 )м  • -1  2 0 -Ь .(-1 )2*4- -1  2 4

1 2 - I 3 1 -1 3 1 2

-2 (-1 2  + 16-'16 -10)-3 (4  -  4 -  24 -  3 )-1 (-8  + 5 + 36 + 30 + 8 + 6) = 44 + 81-77 = 48.
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б) Выполним следующие операции.' Элементы четвертой строки умно­
жим на (-3) и сложим с соответствующими элементами первой строки; 
затем'элементы четвертой строки умножим на (-2) и сложим с элементами 
третьей строки. Получим определитель, равный данному,' у которого во 
втором столбце все элементы, кроме четвертого, будут равны нулю.

- 2 >3 - 5 4 - И . 0 - и 7
2 0 3 -1 2 0 3 -1

-1 2 4 0 - 7 0 0 2
3 Г 2 -1 3 1 2 -1

Полученный определитель раскладываем по элементам второго столбца.

= ( - 1 Н - 1 ) 2+5'

-11 -11 7 3 10 7
д = 1 -( -1 )4+г- 2 3 -1 = 0 0 -1

- 7 0 2 - 3 6 2

3
- 3

= 18 + 30 = 48.

Чтобы получить нули во второй строке, надо сначала элементы третьего 
столбца умножить на 2 и сложить с элементами первого столбца, а за­
тем умножаем на 3 элементы третьего столбца и складываем С-Элемен- 
тами второго столбца.

Задания для аудиторной  работы  
Вычислить определители:

3" 2' 1 -1 "2 'о-1  4
, 2.

2 6
, з.

cosx - s in л *
1.

3 7 - 5  3 sin л cos х , 4. 2 5 3 , 5. 3 1 4
1 4 2 2 - 3 5

' + '■ ^ 2 1 5 0а2 +1 ab а с 15325 15323 37527
Г 3 0 -1

ab Ъ1 +1 Ьс 7. 23737, 23735 17417 , 8.
0 2 2 4

а с Ьс с2 + 1 23735 23737 17418
3 0 - 2 1

Решить уравнения:

sin8x sin 5*
9. „  =0;cosSx cos5*

3 х -4 2 -1  2
10. 2 - 1  3 

х + Ю 1 1
= 0; 11. 3 5 3 

1 6 х + 5
Решить неравенства:

3 - 2  1 2 х + 2- -1
1 х —2 <1; 13. 1 1 - 2

-1 2 -1 5 - 3 X

5
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Задания д л я  и нд ивид уал ьной  работы .
1 Вычислить определитель третьего порядка а) разложив его по эле­
ментам / -ой строки; б) получив предварительно нули в i.-ом столбце.
2. Вычислить определитель четвертого порядка, предварительно упростив его.

1 3 > 2 '.  4] •

Вариант № 1 . I.
1 - 2 3
2 6 - 5 /  =  2;.. 2.
2 8 4

- 2  4 3 1
3 0 - 1  2

- 1 2  1 3

1 4 5
Вариант № 2. 1. 2 3 1 

7 5 2

(Nсп11

7 1
8 - 6

- 6  2
- 1  6

Вариант № 3. 1.

Вариант № 4 . 1.

-1  2 4
1 5 7 11 N)

- 8  3 6

2 1 3
- 4  7,. 2 1 =  2; 2.
1 6, 5

О 3 
- 1 2  
3 1

2 3 
1 2
0 - 4
1 3

1 2 
О -2 
4 3

0 1 2

3 I - 2  О 
0 2 1 4
3 4 2 -1
-3  0 - 4  1

1.2 Решение систем  л и н е й н ы х  уравнений  методом  
определителей. Ф орм ул ы  Крамера

Рассмотрим систему линейных уравнений вида
а,х + b,y + c,z = к,
a2x + b1y + c1z = h1, (1)
а,х + b,y + c,z = k-

Введем следующие определители:
а, 6, с, А Ь, с, а, И, с, а, 6, А,

Д = «2 *2 С2 , А, = К Ьг С2 а2 Лг с, . А г = Ь2 к
а, Ь, с, h, b3 с, ^2 ^3 3̂ а, Ь; h,

а) Случай неоднородной  систем ы  (1) (не все к,  i~ 1,2,3 равны нулю):
-  если Д * о ,  то система (1) имеет единственное решение, которое оп­
ределяется по формулам Крамера

Д . А , А,х = — , у = — , z =
Д Д Д
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-  если д  = 0, а хотя бы один из вспомогательных определителей 
A t ,A „,Д . не равен нулю, то система (1) решений не имеет;
-  если все четыре определителя равны нулю, то  система имеет бесчис­
ленное множество решений.

б) Случай од нородной  систем ы  (все А,, / = 1,2,3 равны нулю):
-  если Д * 0 ,  то система (1) имеет единственное (тривиальное) решение
х = 0 ,  у = 0 ,  z = 0;
-  если А = 0, то решений у  однородной системы бесчисленное множество. 

Если система (1) имеет хотя бы одно решение, то она совм естна. В
противном случае система уравнений несовм естна.

Задания д ля  ауд иторной  работы
Решить системы линейных алгебраических уравнений: .

x -  2y + 4z = -12, Г 2 x -  y+ г = 3, 2x -  у + z = 7,
2x + 2z = -2, 2. | - x  + 3y -  2z = 2, 3, ; -x  + 3 y - 2 z  = -5,

4x -  2y -  z = 9. ! 4 x - 7 y  + 5z = - l . x +  2 у -  z = 2.

x + 2у -  4z = 0, 
Зх -  у  + 2z = 0, 
3x -  7 y  + 3z = 0.

f -2x + 3y -  4z = 0, 
5. ] Зх -  у + 3z = 0, . 

[ x + 2y -  z = 0.
6. .

3x + 5 y - 3 z  + 2/ = 12, 
4 x - 2 y +  5z + 3f = 27, 
7x + 8у -  z + St = 40, 

6x + 4y + 5z + 3r = 41.

Задания д л я  и нд и вид уал ьн ой  работы
Решить системы линейных алгебраических уравнений методом опреде­
лителей. -
Вариант № 1.

1х + 5 у -  г - 10,
2х -  у  + 2z = 4, 2 . 
х - 2 у + 3z = I.

3 x + 4 y  + 7z + l = 0, 
- 2х  + 5у -  3z - 1  = 0, 3. 
5 x - 6 y  + l l z  + 3 = 0.

х + 2у  -  z = 1,
2х - З у  + 2z = 3, 4. 
х -  5у  + 3z = 2.

x + 5 y - z  = 0, 
2x + 3 y - 4 z  = 0, 
x - 2 y - 3 z  = 0.

Вариант №  2.
fx  I 2y  4z  =  =3,

1. x + 3y + 2z = 11, 2.
| б х -  2y + 3z = 8.

Зх -  у  +  z -  S =  0, 
x  + 2 y  -  3z  -  8 =  0, 3.

2 x -  3 y  +  4 z -  6 =  0.

3x +  y  -  2z  =  2, 
2 x - 2 y + 2 z  =  4, 4. 
x +  3 y -  4z  =  - 2 .

2x  -  3y  -  z =  0, 
5x +  2 y  + 4z  =  0, 
7x  -  у  +  3z = 0.

Вариант №  3.
f  Зх  -  2 y  -  z  =  0, 

1. j  2 x  +  2 y  -  3z  =  1, 
| x  +  y - 4 z  =  - 2 .  

Вариант №  4.
f 3 x -  2 y  +  2z  =  6, 

1. j  x  + 3 y - 5 z  =  - 3 ,  
[ - 2 x  + у  +  2z  =  4.

2.

2

2 x - y  + z + 2 = 0, 
x + 2y + 3z + l = 0, 3. 
x -  3y -  2z -  3 = 0.

- 2x  + y - 2 z  = -5, 
2x — 4y + z = 0, 
2 x - 7 y  = -5.

4.
x + 2y + 3z = 0, 

2x -  2y + 6z = 0, 
- x  + 4y -  3z = 0.

3 x - y  +  2 z - 5  = 0,  f x + . 2 y  -  3 z . = - 4 ,  Г x +  5 y - z - 0 ,  
2x  -  у  z  -  2 ~  0, 3.  j  2 x  -  у  +  2z  =  5, 4.  j  2 x  +  3 y  -  4z  =  0,

4 x - 2 y - 2 z +  3 =  0. . [ x  — 2 y  +  5z  — 9. [ x - 2 y - 3 z  =  0.

7



1.3 М атрицы . О перации над ними. О братная матрица. 
Решение л ин е й н ы х  систем  м атричны м  способом

М атрицей порядка т на п называется прямоугольная таблица чисел 
или функций, состоящая из m строк и п столбцов.

4 , „ „ = | М 1 ’ i =  j  =  l ,n.
Матрицы, у  которых число строк равно числу столбцов, называются 
квадратны м и. Если /= 1 , то получаем матрицу -  строку, если у =1, то 
имеем матрицу -  столбец.
;;Две матрицы ,4=||a.J и ■8 = р’„ |  равны, если у  них одинаковые раз­

меры и равные элементы a:j = b.r  ; ■

Д ействия  над матрицами:
1. Складываются (вычитаются) Матрицы одинаковых размеров, причём

A±B = \a,i ±blj\  i -l ,m, j  = l,n.
2. При умножении матрицы на число все ее элементы умножаются на 
это число.

Л -/4 = |Д -а 0 || / = \,т , j  — Л = const.
3. Умножаются матрицы согласованных размеров A„xi ■ Btxn = С„ где

си = • к  + а,г • ьц + а,У -К+- •+«.* А  г
Произведение матриц (как правило) не перестановочно: А-В* В-А. 
Всегда верно равенство5 (АВ)С = А(ВС)."

Пример 1. Найти произведения матриц АВ и ВА, если

'4  - 2  3 '
' - 2 4 )

,1 5 8,
и 5  = 3 - 1

1 5 о ,
Решение.

- 2  3 '
3 - 1

— 8 — 6 + 15 16 +  2 +  0 ' '  1 18Л

5 8 / ^ п 2 + 15  + 40 4 - 5 + 0 , ,53 - 1 ,1 5  0 J
- 2 4 ^

Г4 - 2  3'
Г -8  + 4 4 + 20 - 6  + 32^ ' - 4 24 26^

ВА = 3 -1 = 12-1  - 6 - 5 9 - 8 — 11 -11 1
’ l l  5 8

1 5  ■ о . \  / \  20 -10 15 > , 20 -10 15,
В данном случае А-ВфВ-А.

Квадратная матрица называется невы рож денной , если ее опреде­
литель не равен нулю. Для нее существует обратная матрица А~'.

Справедливо равенство А • А~' = A'l -A = E, Е -  единичная матрица 
(это квадратная матрица, у которой по главной диагонали стоят 1, а ос­
тальные элементы равны 0).
8



а\\ 1̂2 А > '
, то А = ——  

. d e t  А

г л ' ,̂ 2Г 4 i.'|
Если А = а21 а23 4 4 Ап

1Я3| --W. к .4 ~Ап 4  j
где det А *  О, Ач -  алгебраические дополнения элементов ajj.

Пример 2. Записать систему уравнений одним матричным уравнени­
ем, решить его, получить решение данной системы.

х +  2у -  г =  -3 ,
■ 2 x - 3 z  =  -4 ,

-  х  +  4у + z =  -3 .
Решение. Введем следующие матрицы

' \ 2 - Т ( X
^ 31

2 0 - 3 , х  = У , В = - 4
4 l j Л - v

Тогда систему уравнений можно записать одним матричным уравнением 
■ А-X = В.

Считаем определитель матрицы А:
А(А) = 0 -1 -6 -8 -0  + 1 2 -4  = 6 * 0 ,  =>3 А~'. Выписываем матричное ре­
шение X = А~' - В. Чтобы составить обратную матрицу, находим все ал­
гебраические дополнения элементов матрицы А.

4=(-Г

4 = ( - Г

4 = ( - Г

о - з
4 1 
2 -3 

-1  1 
2 0 

-1  4

-12 , 4 = Н Г

= 1, Ап =(~1Гг 

= 8, А„ = (-1 )2

2 -1 
4 1
1 -1  

-1  1 
1 2 

-1  4

=  -6 , 4 = ( - 1 Г

=о, л2=(-1)3:?

= -6 , Ап = ( - ! ) ’?

2-  - \

0 - 3
1 -1  
2- - 3  
1 2
2 6

- 6 ,  

-1 ,

= -4 . -ь

Запишем обратную матрицу, подставим ее в матричное решение.

to 1 G\ -6} ' 1 2 - 6 - 6 ' ' - 3 ' 36+24+18' г  п
1 0 1 ' X — -  ’ л ~ f, 1 0 1 - 4 _ 1 

(L - 3 + 0 - 3 = - I
J  - 6 - 4

О
1 -3 ;

О 24+ 24+ 12> 1 2 ',
отсюда следует, что х  = 1; у = - 1; z = 2; получили единственное реше­
ние исходной системы (1;-1;2). Гу . , :

, Задания для аудиторной работы
1. Проверить, справедливо ли равенство {А + В)2 = А2 +2А-В + В1дпя за­
данных матриц

' ■ е • -С 3
г



Гз i ''2. Найти А+ЗВ, если А=\ и 5  = '1 - 5 '
• : и  2, Л  6 ,

3. Найти произведения матриц АВ и ВА:

ч Г 3 4V ■ (0 -2) з о Г '-3 1 4'
“> /|’U  i) ВЧз 7> Ь) А = 2 - 4  2

,-з 1 oj
, в = 0

I 2
-1  5
4 ‘7,

11
C-J «-«
Ч___ , В = {-1 2 6>, J) А =

'2 \ 1 N 
3 1 0

l3J 1 “2>
4. Найти f(A), если / ( * )  = 2х2- х  + 5,

А  1 " 2 Л
3 о » л-а) А =г -1

V3 - 5
- 4  1 

2
5. Для заданных матриц А  найти обратные и проверить выполнимость 
равенств А-А~' =А~' -а = е , еели

а) А ■- '1 3 , \ '  \ -1  2 '

,2- - 4 /

сз- Ч»
' И - 3  0 1

ч 4 1 - 2 ,
6. Решить матричное уравнение

2'\

Г
(3  - 2 ) 

5 - 4
- 8

-3 6
7. Решить системы линейных уравнений матричным способом:

а)
х + у -  z -  О, 

2х-5у + 2z = -2 , 
Зх-y-i- 2z = 7;

Ь)

2х + у — z = 2, 
2 x -3 y + 4 z  = 3, 
х -  5у + 2z = -2 .

Задания для индивидуальной работы
1. Найти А-В-В-А.
2. Решить систему линейных уравнений матричным методом.
3. Решить матричное уравнение.
Вариант № 1.

'2 - 2  4 ' "1 - 2 0 '
1. А- 3 0  2 > й  = 2  3 1 2.  •

ч1 3 - 1 U  1 - -3>
Г 3 - г .л - 2 4 ' Г 5 2)3. =■ U 1 . V 1 - 1 1 - з  О

х + 2 у - z = l, 
2х -  3 у + 2 z = 3,

10



Вариант № 2.

К-
* и

2 4 '  

2 0 2 Си
 - 

II

'  1 2 

- 2  3

0 N 

4 2. ■

И  - 3  - 1 J v- 4  1 - 3 j -

3.
-2
"l

3 ' 
- I

6 - 2
-3  .4

Зх + у  -  2z =  2, 

2* -  2jy + 2z = 4, 

x -  Ay + 2z = 1.

Вариант № 3.

1. A =
f  1 2 ' 4 ' f l  - 2  3 ' -  2x + jy -  2z = -5 ,

- 3 0 3 , 5  = 0 - 1 2 . 2.  • 2 x - 4 j ;  + .z = 0,

U  - 3 2, l 4 1 ' - 3 ; x  -  Зд1 + 2г = 2.

' - 3 2V(5 7 '

v 1 - i j ,3 i ,

Вариант № 4.
' 2  1 - 3 ' ' 1 - 2  - P

II - 4  0 2 > 5  = 0 3 2 ■ 2. ■

, 1 2  " I j  2 - 3 ,

3.
'  3 - 2 ' ( - 5  2 'l

■ x -  ;
- 2 1 2 L 4 - 2 j

15

- 3

x + y - 3 z  = - 4 ,  

2x -  у  + 2z = 5, 

x -  2y  + z =  0.

1.4 С обственны е векторы  и соб стве нны е  значения м атрицы
Дана квадратная матрица а и матрица -  столбец X.

3x3

(
a a

>
a 'X

1! 12 13

Л = a a a , x= у
21 22 23

a a a 2\ 3! 32 33 )

х2 +.v2 + z ’ ^  0.

Ненулевой вектор X  называется соб ственны м  вектором  матрицы 
А, если справедливо равенство А-X = Л-X, Л -  собственное значение, 
соответствующее данному собственному вектору.

Для нахождения собственных значений составляем характеристиче­
ское уравнение матрицы

<*12 <*,Г,
■*21 2̂2 ~ ^  «23 = 0 .

«21 «32 «33 ' Л

«И А 
«„

.11



Для каждого действительного корня Я характеристического уравнения 
решаем однородную систему линейных уравнений относительно x,y,z:

(all-A)x + aliy + a„z = 0> я  ;
a2lx + (an -  A)y + asz = 0, 
a»x + a2ly  + (a„~A)z = 0.

В результате получим собственные векторы данной матрицы. я
Пример. Найти собственные значения и собственные векторы матрицы.

( 0  1 O']
А= - 3  4 0

- 2  1 2  . . .
Решение. Составляем характеристическое уравнение матрицы и его 
решаем.
0 -Я  1
-3  4 -Я
- 2  1

0
0

2 -Я

4 -Я= 0, (-Я)- { 0
2 -Я

- 3  0
- 2  2 -Я = 0,

(-Я)(4 -  Л)(2 -  Я) + 3(2 -  Я) =  0; Л,= 2, -4 Я  + Яг +3 = 0, А1 -4 Я  + 3 = 0, v
Л  = 1. Л  = 3. /  .
Составляем однородную систему для координат собственных векторов.

— Ах + у = 0, -  2х + у = 0, jc = 0, "O'
-  Зх + (4 -  А)у = 0, Я, = 2 • -  Зх + 2у = 0, =>■ IIоIIгч 0

-  2х + у + (2 -  A)z = 0. -  2х + у = 0, zeR, Л
-Х + У=0, : у = х, 'Х] -Зх4-,у = 0, У ~ Зх,

Аг =\- -З х  + 3^ = 0, =>■ II Н II X ; Л ,= з - -3 x4 - V = о, =>• г  = х, Х ,=
-  2х + у + z = 0, xeR, Л -2x + y - z  = 0, xeR,

Задания для аудиторной работы
1. Среди векторов Хп Х2, X, найти собственный вектор матрицы А.

А =
р  2 п (. 1Л

2 ' 4 2 Л ',= 0 ,ч 'Хг == .2 0

Ь  2 12, Ы
2. Найти собственные значения и собственные векторы матриц:

а) А =

d) В =

12

3^
2

Ь) А =
3 4'1 

V5 2.
с) А

\ ~ 2
'1 4 3' ' 5 6 3 '
0 2 1 е) Я = -1  0 1

,о 0 3, Ь 2 -1 ,



Задания для индивидуальной работы

Найти собственные векторы и собственные значения данных матриц.
, •1;" • ; ( 1  - з  4̂

Вариант № 1 . 1. 4 = f  I, 2. В =

Вариант № 2.

Вариант № 3.

Вариант № 4.

’• ■' ' 7  7 }  2-

4 - 7  8 
6 -7 1)

< 3 1 0 4

- 4  -1  О

V

1. /1 =

1. 4 =

2 4^ 

4 2

' l  6^

,6 1

2. 5  =

2. В =

4 - 8  - 2
f 7  ' О 0 N 

10 - 1 9  10 
v12 - 2 4  13, 
f  0 1 О''

- 3  4 О 

V -2  . 1 . 2

1.5 Элементарные преобразования матриц.,Ранг матрицы. . 
Метод Гаусса решения произвольных линёйны х систем. 

Теорема Кронекера -  Капелли :

Рассмотрим систему из m уравнений с  п неизвестными 
■a„jc; +  al2x2 + - r + a uje ,= 6 „
а21Х1 + а22Х2 ■* ^а1пХг~̂ 1> ,

■ + CL X.

Введем матрицы: матрица 4 системы, матрица X  неизвестных и 4 
расширенная матрица. :

4 = ( 4 15).

4 а п • • аи ' 4 1 (  4Л

4 = а1\ 2̂2 ■ а2» , *  = *2 , в  =
Ьг

а . а .г  • А , А ;
Систему (1) можно записать одним матричным уравнением А • X  -В.  

Если т Ф п , то не существует обратная матрица 'и 'р авн ени е  нель­
зя решить матричным способом. ••■■■

Тогда систему (1) решают методом Гаусса в матричной форме. 
Выписываем расширенную матрицу системы, с помощью элементарных 
преобразований приводим ее к треугольной или трапециевидной форме.
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Элементарны е преобразования матрицы:
1) перестановка строк;
2) умножение элементов строки на число;
3) прибавление к элементам строки соответствующих элементов другой
строки, умноженных на некоторое число. , , , . :

Рангом матрицы  называется наивысший порядок отличного от нуля 
минора матрицы.

При элементарных преобразованиях ранг матрицы не меняется. 
Теорема К р оне кер а - Капелли: ■;> v4.;'.л '

Для того, чтобы система (1) была совместной, необходимо и доста­
точно, чтобы ранг матрицы был равен рангу расширенной матрицы.

Пример. Выяснить, совместна ли система уравнений, и, если она со­
вместна, решить ее.

х, + 2х2 -  х, = 2,
2х: -хг+ х, = 3,<

Зх, -  2хг -г Ху = 2,
4х, -  2х2 + 2х, = 6.

Решение. Выпишем расширенную матрицу системы. С помощью эле­
ментарных преобразований получим матрицу, у  которой под главной 
диагональю все элементы равны нулю:

( \ ' 2 - ' — 1' 2 ' ' Г 2 - 1 ■2 ' Т  2 - 1 2 Л

2 - 1 1 3 0 - 5 3 - 1 0  - 5 3 - 1

3 - 2 1 2 0 - 8 4 - 4 0 - 2 1 - 1

- 2 2 6, 10 - 1 0 6 - 2 ,

Оо

0 о ,

Первую строку умножим на -2 и прибавим ко второй, затем первую стро­
ку умножим на -3 и прибавим к третьей и первую строку умножим на -4 и 
прибавим к четвертой. В полученной матрице вторую строку умножим на 
-2 и сложим с четвертой, а элементы третьей строки поделим на 4.

' 1  2 - 1 2^ ( [ 2 - 1 2 '

0  - 1 1 1 0  - 1 1 1

0  - 2 1 1 0 0 1 3

ч0  0 0 А о о 0 о ,

В третьей матрице элементы третьей строки умножим на -2 и сложим со 
второй строкой. Вторую строкуумножим на -2 и сложим с третьей. 
Следовательно, rang А = rang А = 3. Система совместна, она равносиль­
на следующей системе:

х, + 2хг -  х, = 2, х, =  2 — 4 + 3 = 1,
-  хг + X, = 1, => ■■ х2 = 3 -1 = 2 ,  =>•

х, =3.С, • •> : . V
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Задания для аудиторной работы 
Вычислить ранг матриц:

I.

Выяснить, совместна ли система уравнений, если она совместна, то 
найти ее решения. , г '

Х , + Х 2' + Х, = 6, -

.. х, + za-, — х, = и, i -  .-■• 4х, т х, '+Зх, '-\5,-
4. '■ 2 3 5.-! 2х, + 4х , - З х , =2. 6. 1 .-Л,. ...3 „ г-Зх, + 2х2 -  X , = 4,

2х, - х, +х, = 3. ... ■

'2 1 3 - Г ( \ . 7 17 3 "

3 - 1 2 0
, 2 .

0 4 10 1
, з - р 1 . - 1!1 3 4 - 2 10 18 40 17 1,9 2 - 3j

Л - 3 1 1 , 8 ioi о ,

xt -г 2х2 —* О,
2х, -  х2 + х, = 0;

Г л .  +  2х ,  -  х ,  =  3,  
5 /  2х ,  +  4х 2 -  Зд с3 == 2, 

( З х ,  ~6х, —  З д с , . =  - 7 ;

Задания для индивидуальной работы
1. Найти ранг матрицы.
2. Совместна ли данная система уравнений; если да, найти ее решения.

Вариант № 1. 1.
- 8  1 - 7  - 5  S') 

- 2  1 - 3  - 1  0 
1 1 - 1  1 1,

2.-

х, +  2х, + 4 х ,  -  Зх4 =  0,
Зх, + 5х2+бх, - 4х ,  = 0, ,  

4х, + 5хг- т&2х;.+ Зх4 = 0, ■"■ 
Здг, + 8х2 + 24х, - 1 9х„ = 0.

Вариант № 2. 1.

f 1 0 1 _ 1 >

2 :■ 1 3 - 2

1.
- 3 . -1 -  4 . 3

5 2 . •

И -1 3 -  4 J

4т, + 2дг2 -  Зх3 + 2х4 = 3, 

2х, + Зх2 -  2х, +  Зх4 = 2, 

Зх, + 2хг -  Зх, + 4х4 =  1.

Вариант № 3. 1.

Вариант № 4. 1.

[ 4 -1 0 ■2̂
-1 1 1 У1. 1 ;; з ;. 1У:

5 2. <

4 0 h

'  1 -1г. - 1 . 5 1)
1. - 2 0 1■■■ 1 2 , 2

, - 3 1 2 -4 1J

х, + х2 -  х, -  2х4 -  2х5 0,
2х, + Зх2 -  2х, -  5х„ -  4х5 =0,

X, -  х2 -  X, -  2х, = 0, . : 
х, -  2х, -  х, -г х4 -  2х, = 0." 

"‘2 х , - х 2‘+ х , - х 4 =1, . .
• 2х ,. х2 - З х4- 2 51 
Зх. - х ,  + х 4 = -3 , . .

2х, + 2хг -  2х, + 5х4 = -6 .
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il. О сновы  аналитической гео м е тр и и ,

2.1 Векторы  в Л 2 и R\  Линейная зави си м остью  независимость 
векторов. С калярное произведение векторов • ;

Вектором  называется направленный отрезок или упорядоченная пара 
(тройка) чисел. Векторы, параллельные одной прямой или лежащие на 
прямой, называются коллинеарны м и. Векторы, лежащие в одной 
плоскости или параллельные одной и той же плоскости, называются 
ком планарны м и.

Проекцией вектора АВ на ось Ох называется длина отрезка CD 
этой оси, заключенного между основаниями перпендикуляров, прове­
денных из начальной и конечной точек вектора АВ, взятая со знаком 
плюс, если направление отрезка CD совпадает с направлением оси 
проекции, и со знаком минус, если эти направления противоположны.

Проекция вектора на о сь  равна длине вектора, умноженной на коси­
нус угла между вектором и осью

пр АВ=ь,АВ\-со%а. . -. . . .й г --
Ох

- Проекции вектора на координатные оси называются координатами 
вектора: а~(х-,у\г)\ АВ = (х -X \у - у  ; г  - Z  ).

В А В А В А
Л инейны е операции над векторам и: сложение и вычитание векто­

ров, умножение вектора на постоянное число.
Если векторы заданы своими координатами

—> —► -+
a = (x:;y,;zl),b = (x2;y2;z2), то a±b = (х, ± x 2;y t ± y 2;z, ± z 2).

При умножении вектора на число все его координаты умножаются на 
это число. > < ■

Система векторов  а,, а2, аг, -,  ^н а зы в а е тс я  л инейно  зависи ­
мой, если существуют такие постоянные с„ с2, с„ •••, ст, одновременно
не равные нулю, что имеет место равенство с, • а,+ с2 • а2+■ ■ •+ ст ■ аа = о. 
В противном случае система векторов называется линейно независимой.

На плоскости любые два коллинеарных вектора линейно зависимы, и 
наоборот, любые два неколлинеарных вектора линейно независимы.

В пространстве линейно зависимыми являются любые три ком пла­
нарных вектора. Три вектора, не принадлежащие одной плоскости, будут 
линейно независимыми. G

Базисом  в R2 (Я’ ) называют два неколлинеарных (три некомпланар­
ных) вектора, взятых в определенном порядке. В качестве базиса будем 
рассматривать два (три) взаимно перпендикулярных вектора единичной
длины: i, j  ( i, j ,  к). Тогда a e R  , а =  ( х ;у )  можно представить
разложением по ортогональному базису в виде a = x-i+y-j .
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А нал огично  а е R \  b =  (Зс;у;z) "=> a =  x- i +y- j +z-k .

Косинусы углов, которые вектор а = (х; >■; z) образует с координатными 
осями, называются направляющими косинусами этого вектора:

х „ у  z  .cos а =
ЛX + >»* +  Z

со$0=
V * ; + J 2 + Z 2

cos 7 =
х 2 +.3;2 ■

cos 2a  +  cos 2Д + c o s  V  =  1.
С калярны м  произведением  двух векторов называется число, равное 

произведению длин .векторов -  сомножителей;на косинус угла между
ними: a-b-\a\  -j b | -cos<p: a-b=\a\ пр_. b -\b\-np,.a . . . V

Свойства скалярного произведения: . ( : .
1) коммутативность а-Ъ = Ь-а;

2) ассоциативность Ла-Ь-а-ЯЬ = Л(аЬ)-:
3) а- 6=0 тогда и только тогда, когда векторы перпендикулярны или 

хотя бы один из них равен нулю;
4) а - а = |я | г ;.
5) дистрибутивность а-(Ь+с) = а-Ь'+а-с. . Г-

Если векторы заданы своими координатами a = (xl;y„zt) , -b^ix^y^z^,  
то их скалярное произведение равно сумме произведений одноименных
координат: a-b = xxx, +у,у2 +  z,z2.

М еханический см ы сл  скал ярного  произвед ения . Если материаль­
ная точка, на которую действует сила F, совершает перемещение вдоль 
вектора s, то работа А силы равна скалярному произведению ̂ вектора 
силы на вектор перемещения: . A-F-s.  -- ;:С у

Задания для аудиторной  работы
1. Дана прямоугольная трапеция ABCD,длины оснований AD и ВС 

которой соответственно равны 4 и 2, а угол Z) = 450.- Найти проекции
векторов AD, АВ, ВС, АС на ось, определяемую вектором CD

2. Вектор а составляет с  координатными осями Ох и. Оу углы 
а = 60°, Д = 120°. Вычислить координаты вектора, если его длина равна 2

3. Даны векторы а =  (3 ;-2 ;6 )  и ^ ^ ^ З Г Ш Г Ш ^ ^ к ф р д и Е а т ы  #ек-
-  1 -  1 -  -  -  1 

торов: 2 -а— Ь; -а+  6; 2а+ЗЬ.
3 2
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4. Даны: |а|=13, |6|=19, | а+ 6 1= 24. Вычислить \а-Ъ\.
5. Дано разложение вектора с по базису i, j, k : .с = 1 6 /-1 5 j+\2k. 

Определить разложение по этому же базису вектора d , параллельного век­
тору с и противоположного с  ним направления, при условии, что | d |= 75.

6. Даны три вектора р = (4; 5; 1), q = (3; 4; 1), г = (2; 3; 2). Найти разло-
-¥ Ч  Ч  Ч

жение вектора а =(6 ; 3; 4) по базису р, q,r.
7. Векторы а и Ъ взаимно перпендикулярны; вектор с образуете ни­

ми углы, равные ^ ; зная, что j a j= 3; | 6 |= 5; | с |= 8, вычислить:

а) (3а -26)(6+3с); 6) (си-2 6 - 3 с)2. . .

в.Даны векторы: а = (4 ;-2 ; -4 ) ;  6 = (6 ;-3 ;2 ). Вычислить:

1) a h; 2 )7 ? ;  3) (2а -36 )(6+ 3с ); 4) (а -6 )2.

9. Даны три силы :/, = (3;—4; 2); /  = (2; 3 ;-5 ); / ,  = ( -3 ;-2 ;  4), прило­
женные к одной точке. Вычислить работу равнодействующей этих сил, 
совершаемую при перемещении вдоль отрезка А/,(5;3;-7),

Мг( 4 ; - i ; - 4 ) .
10, Даны точки Л (-2 ;3 ;-4 ), S(3;2;5), C (l;-1 ;2 ), Z)(3;2;-4). Вычислить 

проекцию вектора АВ на направление вектора CD.

J  . Задания для индивидуальной работы
. 1. Даны три вектора р, q, r .  Найти разложение вектора а по базису 

векторов р, q, г. '

2. Даны три силы / ,  / 2, / „  приложенные к одной точке. Вычислить 
работу равнодействующей э ти х . сил, совершаемую при перемещении 
вдоль отрезка [М,Мг].

■' ~ —► —► —* ^  —►
, 3. Даны три вектора а, Ъ, с. Найти проекцию вектора З а - 26 на на­

правление вектора с.
4. Даны вершины треугольника А, В, С. Определить угол при верши­

не В (а -внутренний  угол; / -в н е ш н и й  угол.)
Вариант № 1.
1. }  = (-1; 4;3); q = (3; 2 ;-4 ); г  = (-2 ;-7 ;1 ); а - (6 ;2 0 ;-3 ) .

2. /  = (2 ; —1;—3); / 2 =(3; 2;1); /  =  (-4 ; 1;3); М ,(-1 ;4 ;-2 ), М г(2;3;-1).
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3. a = 5 i - 6 j - 4 k \  b = 4 i + 8 j - 7 k ;  c - 3 j - 4 k .
4. A(-2; -  5; -1), 3(-6; -  7; 9), C(4; -  5; 1). or = ?
5. Определить, при каком значении параметра т - векторы

a = m i - 3 j + 2 k u  Ь = / + 2 j -  т к взаимно перпендикулярны?, •
Вариант № 2 .
1. д  = (5 ;7 ;-2 ); ? = (-3;1;3); л = (1,--4;б); а = (14;

2- 7i =(3; -2 ;4 ); / 2 = (-4 ; 4 ;-3 ); / ,  =(3; 4;2); M ,( l;-4 ;3 ) , W 2(4 ;0 ;-2 ).'

3. a = -9 i  + 4k; b = 2 i - 4 j + 6 k \  c = 3 i - 6 j  + 9k.
4 . Л(5;2;7), B (7 ;-6 ;-9 ) ,  C (-7 ;-6 ;3 ). Д = ?

5. Найти координаты вектора Ь, коллинеарного вектору а = (2;1;-1), 
при условии, что их скалярное произведение равно 3.

Вариант № 3.
1. д = (1;-3;1); д = ( -2 ;-4 ;3 ) ;  Р = (0 ;-2 ;3 ); а = ( -8 ;-1 0 ; 13).

2- / ,  = (7; 3; — 4); / 2 = (3 ;-2 ;2 ); / ,= ( -5 ;4 ;3 ) ;  М ,(-5 ;0 ;4 ), М 2(4;-3;5).

3. a = 4 i - 5 j - 4 k \  b = 5 i - j ;  c = 2 j + 4 k - 3 k .  s
4. /1 (7 ;-1;-2), Л(1;7;8), C(3;7;9). а - ?  " T . ; .

5. Найти вектор x, зная, что он перпендикулярен векторам
■> "4 * -4 —► —►
а = (2;3;-1) и b = (1;—2;3) и удовлетворяет условию x-(2i - j \  к = -6. 

Вариант № 4.
1. Д = (4;5;1); 9 = (1;3;1); г  = ( -3 ;-6 ;7 ); « = (19;33;0). - '

2. /  = (4 ; — 2;3); / 2 = ( - 2 ;5;6); / ,  = (7 ;3 ;-1 ); Л /,(-3 ;-2 ;5 ), М 2(9 ;-5 ;4 ).

3. a = 3 l - j + 5 k ;  ■ b = 2 i - 4 j + 6 k ;  с =  i - 2 j + 3 k . .
4. Л (-7 ; -6 ;~5), Я(5;1;-3), С (8 ;-4 ;0 ). /? - ?  . :

-4 Ч  -* Ч  —* —* -4 —» -4 Ч  Ч  Ч

5. Даны Три вектора a = 2 i - j + 3 k \  b= i - 3 j + 2 k \  с = 3 i+ 2 j~ 4 k .  

Найти вектор х, удовлетворяющий условиям х- а = -5;х-Ь = - П ; х - с ~  20.

2.2 В екторное  произведение вектор ов  
Упорядоченная тро йка . некомпланарных векторов с общим началом 

называется правой, если при наблюдении из конца третьего вектора 
кратчайший поворот от первого вектора ко второму виден в направле­
нии, противоположном направлении движению часовой стрелки. В про­
тивном случае тройка векторов называется левой.
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Векторны м  произведением  вектора а на вектор Ь называется век­
тор с , длина которого численно равна площади параллелограмма, по­
строенного на этих векторах | с |=j а | • | Ъ | - sin а ; перпендикулярный плос­

кости векторов а и Ъ \ направленный так,-чтобы  тройка векторов
а, Ь, с была правой.

С войства векторного  произведения:
1) антикоммутативность axb = -bxa;

2) ассоциативность: АахЬ = А(ахЬ)=ахА.Ь;
3) дистрибутивность (a+b)xc = axc+bxc.

Если векторы заданы своими координатами d=~(x2,y„z2),- b = (x2,y2,z2), 
то их векторное произведение равно

i
axb =

к
г,
z ,

J 
У,

*2 У 2

М еханическое прилож ение векторного произведения. Пусть некото­
рое твердое тело неподвижно закреплено в точке А, а в точке В этого

тела приложена си л а ' / .  В этом случае возникает вращающий момент,

численно равный произведению | АВ\-\/\-%та. В механике его принято
—* -> -♦

называть моментом силы: М =  ABxf.

Задания д л я  аудиторной  работы
1. Даны длины двух векторов и их скалярное произведение:

—* _>
I а |= 10, \Ь |= 2, а-Ь = 12. Найти длину их векторного произведения | ахЬ\.

2. Векторы а и Ь взаимно перпендикулярны. Зная, что \а\=3, \b\-4, 
вычислить: а) \(а+Ь)х(а-Ь)\-, Ь) \(2а-Ъ)х(а-2Ь)\.

3. Угол между векторами а и Ь равен р  = — . Зная, что | а |= 1, | Ъ |= 2,

вычислить: а)(ахЬ)г;:уЬ) ((2а+Ь)х(а+2Ь))1:, с) ((За-Ь)х (а ь 2 b))1.
4. Даны векторы а = (3 ;-1 ;-2 )  и Ь = ( 1;2;-1). Найти координаты век­

торных произведений: а) ахЬ\ %) (За-Ь)х(^-Щ)^. с) (2a+b)xb.
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5. Даны вершины треугольника Л(1;М ;2), 5 (5 ;-6 ;2 ), С(1;3;-1). Вы­
числить длину его высоты, опущенной из вершины В на сторону АС.

6. Сила = (2;—4;5) приложена к точке Л /,(4 ;-2 ;3 ). Определить мо­
мент этой силы относительно точки /1(3; 2; -1).

Задания для индивидуальной работы .
1. Даны вершины треугольника. Вычислить его площадь.
2. Сила /  приложена к точке А  .Вычислить величину и направляющие

косинусы момента этой силы относительно точки В. '' —> ^
3. Даны векторы а и Ъ. Найти координаты векторных произведений:

a) (2 а + 3 6 )х (а -4 Ь ) ;  b) (a-b)x(3a+b).  г
Вариант № 1. .
1. Д1;2;0), 5(3;0;3), С(5;2;6). 2. 7  = (2;2;9), ^ (4 ;2 ;-3 ), 5(2;4;0).

3. a = 2 i - 3 j + k  и b = j+4k.  '

4. Даны длины векторов: | а |= 3; | b |= 26; | а хЪ|= 72.: •: Вычислить ска­
лярное произведение векторов а и Ъ.

Вариант № 2.
1. Л(3;-1;4), 5(2; 4; 5), С(4;4;5). 2 . /  =  (4;2;1), А(3;2;4), 5 (5 ;-  1;6).

3. а = 3 i+4j+k и b= i - 2 j + 7 k .
4. Докажите, что ТОЧКИ Л(3;—1;2), 5(1;2;-1), C ( - l ; l ; - 3 ) ,  D (3;-5 ;3) 
служат вершинами трапеции.
Вариант № 3 . '
1. Л(1;2;0), 5 (3 ;0 ;-5 ), С(5;2;6). ' 2. /  =  (4 ;2 ;-3 ), А(2 -3 ;1 ), 5 (0 ;-1 ;2 ).

3. a ~ 2 i - 4 j - 2 k  и b = 7 i + 3 j - 2 k .
4. Даны три последовательные вершины параллелограмма: 

4(1; -  2; 3), 5(3; 2; 1), с(6;4;4). Найти его четвертую вершину.
Вариант № 4.
1. 4 (7 ;-1 ;-2 ), 5(1;7;8), С(3;7;9). 2. 7 = (1;2;:-1), Л (-1 ;4 ;-2 ), 5(2;3;-1).

3. a = -7 i + j + 2 k  и b - 2 i —6j+4k.

4. Угол между векторами а и 6 равен <р-—. Зная, что (а 1=6,

| Ь |= 5, вычислить длину их векторного произведения. 2
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2.3 Смеш анное произведение трех векторов
Смеш анным произведением  .трех векторов называется число, кото­

рое получится, если первые два вектора перемножить векгорно и ре­
зультат скалярно умножить на третий вектор: (axb)-c = abc.  у

Смешанное произведение некомпланарных векторов а, Ь, с по мо­
дулю численно равно объему параллелепипеда, построенного на векто­
рах-сомножителях. Оно положительно, если тройка векторов правая, и 
отрицательно, если она левая.

С войства смешанного произведения:
1. (axb)-c = а-(Ьхс).
2. Необходимым и достаточным условием компланарности трех век­

торов является равенство нулю их смешанного произведения.
3. Круговая перестановка трех сомножителей смешанного произведе­

ния не меняет его значения. Перестановка же двух соседних сомножи­
телей меняет знак произведения на противоположный.

abc = b c a - c a b  = - ( cba )  = - (acb )  = -(bac).
Выражение смешанного произведения через координаты векторов-

сомножителей. Если a = (x l , ^ I ,z 1), Ъ = (x1,y2,z2), с 
шанное произведение равно определителю

a b c
* .  Ух z x

* 2  Уг z 2-
* 3  Уз Z3

(x„y„z}), то сме-

> Задания д ля  аудиторной  работы

1. Вектор с перпендикулярен векторам а и Ь, угол между вектора­
ми а и b равен 30°. Зная, что |а |= б ; 16 1= 3; |с |= 3 , вычислить сме- 

шанное произведение аЪс.

2. Доказать тождество (а+ b)(b+ с)(с+ а) =  2(аЬс).
3. Доказать, что четыре точки /4(1;2;-1), 5(0; 1; 5), С(-1;2;1), £>(2;1;3) ле­

жат в одной плоскости.
4. Даны вершины пирамиды: Л(2;3;1), 5(4; 1;-2), С(6;3;7), Д - 5 ; - 4;8). 

Найти длину его высоты, опущенной из вершины D.

Задания д ля  и нд ивид уал ьной  работы
1. Установить, компланарны ли векторы? г Ч  ~ ■
2. Вычислить объем и высоту пирамиды, вершины которой находятся 

в точках А, В, С, D.
3. Выяснить, правой или левой будет тройка заданных векторов.



Вариант № 1.
1. я = (2;3;-1), 6 = (1;-1;3), с = (1;9;-11).
2. А( 1;3;2), ; 5(5;2;-1), . С(5;5;6), 0 (2 ; 2; 4).
3. а = (3; 4; 0), £ = (0;-4;1), с = (0;2;5).

Вариант № 2.
1. в = (3;-2;1), — (2; 1; 2), с = (3;-1;2).
2. Д ~ 5 ;-4 ;8 ), 5(2;3;1), С (4;1;-2), 0(6;3;7).
■5 а = (1;1;0), i  = ( ! ; - ! ;  0), с = (0;2;0). ^

Вариант № 3.
1. « = (2;-1;2), 6 = (1;2;-3), с = (3 ;-4 ;7 ).
2. А{ 2;-1;1), 5(5; 5; 4), С(3;2;-1), 0(4;1;3). ,

3. а = (1;1;0), Ь = (0;-3;1), с  = (3;2;5).

Вариант № 4.
1. а = { -1;-2;6),, 6 =  (-2 ;-1 ;2 ), с = ( ! ; - ! ;  4).
2. Ж2;0;4), 5(0; 3; 7), С(0;0;6), 0 (4 ; 3; 5).

3. а = 0;1;0), А = (0 ;-4 ;-1 ), с = (0 ;-2 ;-3 ).

2.4 Прямая л иния  на пло ско сти
Выпишем различные виды уравнений прямой линии на плоскости:

1. I: Ах + Ву + С = 0 -  общее уравнение прямой, вектор п=(4;В)  пер­
пендикулярен прямой и называется ее нормальным вектором. '.

2. /: А(х-х0) + В(у -у!1) = 0 -  уравнение прямой с нормальным век­
тором (А; В), проходящей через точку; M ^ i y j .

.  X у  „  . :
3. - + — = 1 -уравнение прямой «в отрезках».

а О ■< :к . ....
4. у = к-х + Ь -уравнение  прямой с угловым коэффициентом

k = tg<p, <р = (0х,1). - , -
5. у - у 0=к(х-хо) :(к-угловой  коэффициент, Ма{х0\уа)&1).

fjc — jc„ ! mt, v ' ■ - - •
6. ( - параметрические уравнения прямой, где s = (т;п)-на-

(У = Уо+»^ У
правляющий вектор прямой, параметр t е R.
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7. Уравнение прямой, проходящей через две заданные точки •

« М 2{х2,у2): -J'1 ■

Углом между двумя прямыми, если они заданы общими уравнениями, 
называется угол между их нормальными векторами:

/, : Ахх + В^у + С̂  = 0; 12: А2х + В2у + С 2 =  0; c o s p  =  - п,«,

И, • И2

А Аг * В1ВгCOS (D =  • ----- ------- г -   — ■ ■
J a 2+b ,2 -tJa ^ + b 2

Условие перпендикулярности этих прямых: Л, Лг +  В, В, =  0.
4  В,

Условие параллельности: —  = — ■

Для прямых, заданных уравнениями / , :  у  = кхх+Ъх-,1к : у  = кгх+Ь2 .угол
к -копределяется по формуле tgg> = — —
1+л,к3

Условие параллельности: к2=к,; условие перпендикулярно-
I

СТИ.'А:, = ------.
К

Расстояние от точки М , (х]; у , ) до прямой /1х+By+ С  = 0 определяется
1 А - ь В у , - г С |  

по формуле « ~ ---------------------
■Ja 2+ b 2 '

Задания для аудиторной  работы
1. По данным уравнениям построить в системе координат прямые, найти

их угловые коэффициенты: а) 5х-  Зу+15=0; , Ь) 2х -  у +3 = 0; с) Зх -  у  = 0.
2. Луч света направлен по прямой 2 х - З у - 1 2  = 0; дойдя до оси абс­

цисс, он от нее отражается. Определить точку встречи луча и оси абс­
цисс, составить уравнение отраженноголуча.

3. Через точку М(2;— 1) провести прямую а) параллельно; б) перпен­
дикулярно прямой 2х + Зу = 0.

4. Найти точку, симметричную точке Р(-8;12) относительно прямой , 
проходящей через точки Л (2 ;-3 ) и В(-5;1).

5. Даны вершины треугольника /1(2 ;-2), В(3; -  5),, С(5;1). Составить 
уравнение а) медианы (BD); б) перпендикуляра, опущенного из вер­
шины С на биссектрису внутреннего угла при верщине В.
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6. Составить уравнения биссектрис углов между прямыми
Зх + 4у -1 = 0 и 4 х -3 > ’ + 5 = 0. ' '

7. Две стороны квадрата лежат на прямых 4 х - 3 у +15 = 0 и 
8х -  6у + 25 = 0. Вычислить площадь* квадрата.

8. Точка М(-4; 5) является вершиной квадрата, диагональ которого ле­
жит на прямой 7 х -><+8 = 0. Составить уравнения сторон и .второй диа­
гонали этого квадрата. : ‘

9. На прямой х + > —8 = 0 найти точки, равноудаленные от точки (2; 8)
и от прямой х-Зу+2 = 0. ■

10. Даны прямая 2 х +у  -  3 = 0 и точка А(-2; 3). Через точку А  провес­
ти прямую под углом в 45° к данной прямой.

Задания для индивидуальной работы
Даны вершины треугольника А, В и С. Най-Щ5 У)-уравнение Ьтороны 

(АВ); 2) уравнение высоты (СН); 3) уравнение медианы ( A M ) ; 4 ) точку 
пересечения медианы (AM) и высоты (СН); 5) уравнение прямой, прохо­
дящей через точку С параллельно стороне (АВ); 6) расстояние от точки 
С до прямой (АВ); 7) уравнение биссектрисы внутреннего угла В; 8) центр 
масс данного треугольника; 9) его площаДь.

Вариант № 1. А(2; 5), В(-3; 1), С(0; 4).
Вариант №  2. А(-5; 1), В (8 ;-2), С(1; 4).
Вариант № 3 . А(1;.-3), В(0; 7),.С(-2; 4).
Вариант № 4. А(7; 0), В(1; 4), С (-8 ;-4 ). ‘ ^  ;

2.5 Кривые второго порядка
Уравнение ( х - х 0)2 + (у-у„У = R1 определяет окружность радиуса R 
с центром в точке С(х0;у 0).
Эллипс с полуосями аи Ъ (а >Ь) с  центром в начале координат, с  фо­

кусами F ( -c ;0 )  и /*'.(с;0), Ь1 -  аг - с 2 (а> с),определяется канонйче-

ским уравнением вида ~  + ̂ ~ = 1. Эксцентриситет эллипса е  = -  харак-
а Ъ а

теризует его вытянутость вдоль оси фокусов. Уравнения директрис:
х = ±—, это прямые, перпендикулярные оси фокусов. Для эллипса экс-е ' - -
центриситет -  число дробное 0 < г < 1 . ;  Если s = 1, а = Ъ, то получаем 
частный случай эллипса -  окружность: х2 + у 7 = а1-.

Уравнение эллипса с осями симметрии, параллельными координат- 
нымосям, с центром[ в точке С(хд',у0) имеет, вид ; •

(х-х*)1 . (У-У«У ,
— ^ Ъ— ~ Lа о
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Задания д ля  аудиторной  работы
1. Составить уравнение окружности с центром в точке С(-1; 2), прохо­

дящей через точку А(2; 6).
2. Найти полуоси, координаты фокусов, эксцентриситет, уравнения 

директрис эллипса: а ) 16jcj +  25у г =400; . Ь) .16т2 + у 2 =  16.
3. Составить каноническое уравнение эллипса, если известно, что;
а) его малая ось равна 24, расстояние между фокусами равно 10;
б) расстояние между фокусами равно 6, эксцентриситет равен 0,6;
в) расстояние между фокусами равно 4, расстояние между директри­

сами равно 5.
4. Установить, какие линии определяются следующими уравнениями:
а) 4х2+3у2- 8 х  + 12у-32 = 0; Ь) у  =  1 - j - V - б х - х 1;

с) х  =  - 2 ^ - 5  - 6 у -  у г. ;
Построить кривые в системе координат.

Каноническое уравнение гипербол ы  с действительной полуосью а, 
мнимой полуосью Ь, с центром в начале координат имеет вид

1, Ь2 = с2 - а 2 (с > Ь ), ^ ( - с ; 0 ) ,  F2(c ;0).

Эксцентриситет гиперболы: £- = - > 1 ,  характеризует вытянутость основ-
а . . . . . .  . _ . .

нота прямоугольника гиперболы. Директрисы гиперболы -  прямые, пер-
. , а  ■ • Ьпендикулярные оси фокусов: х  =  ±—, уравнения асимптот: у  =  ± - х .

s  а
Сопряженная гипербола с действительной ̂ полуосью Ъ определяется 
уравнением '

Уравнение гиперболы с осями симметрии, параллельными координат­
ным осям, с центром в точке С(х0;у 0) имеет вид

( * - * 0)2 ( у - л ) 2 ,
„ V  -  а2 , Ь2 > ■■■■•■:■

Парабола с  верш иной в начале координат, симметричная относи­
тельно оси Ох, имеет каноническое уравнение > 2 = 2 рх, где параметр 
параболы р>0  равен расстоянию от фокуса параболы F(0,5p;0) до ди­
ректрисы (х  = -0 ,5р, эксцентриситет параболы равен 1.

Если осью симметрии параболы служит осъ Оу, то уравнение парабо­
лы имеет вид х 2 = 2р-у  (р> 0), F(0; 0,5д), уравнение директрисы 
У =-0,5р.
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Уравнение параболы с осью симметрии, параллельной одной из коор­
динатных осей, определяется по формулам:
(У~У,)2 = 2 р ( х - х п) или (x-xl)1 = 2 р ( у - у а), С(х0)у0) - координаты
вершины параболы. ...

Отметим замечательное свойство всех кривых второго порядка: 
Отношение расстояния от любой точки М кривой до фокуса к расстоя­
нию от этой точки до соответствующей выбранному фокусу директрисы 
есть величина постоянная, равная эксцентриситету кривой, т. е.

г
— = £7
d

При £ = 0 получаем окружность, при е е (0 ;1 )-эллипс, при £- = 1 -парабо- 
лу, при е > 1 - гиперболу.

Задания для аудиторной работы
1. По каноническому уравнению гиперболы найти ее полуоси, фокусы, 

эксцентриситет, уравнения асимптот и директрис:
а) 1б.хг - 9 у г =144; Ь) 16х2- 9 у г = -144. Сделать рисунок.

2. Составить каноническое уравнение гиперболы, если известно, 
что: а) действительная полуось а = 4, эксцентриситет с ~ 1,25; ,

б) ее фокусы лежат на оси Оу, расстояние между ними равно 20, а 
действительная ось равна 16;

в) ее асимптоты заданы уравнениями >> = ±о,5;с и расстояние между
фокусами равно 10. • ' -

3. Составьте уравнение параболы, если известно, что:
а) она симметрична относительно оси Ох, проходит через точку 

А(6; -2), а вершина лежит в начале координат;
б) она симметрична относительно оси Оу и проходит через точки 

0(0; 0) и В(4; -8).
4. Установить, какие линии определяются следующими уравнениями:
а) \6х2 - 9 у 2 — 64д: — 54_у —161 =  0; Ь) 2 / - 1 2 j - x  +  14 =  0;
с) х  =  —4 +  3^y-t-5; d) у  = 7 -  1,5V*2 - 6 * +  13;

в) х = 5~0,75^у-+4у- \2;  / )  у  =  -5  + V -3 x -2 1 .'
Изобразите эти линии в системе координат.

Задания для индивидуальной работы
1. Составить канонические уравнения: а) эллипса; б) гиперболы; в) 

параболы. /4 ,5 -то ч ки , лежащие на кривой, /  -ф окус , а -б ол ьш ая  (дей­
ствительная) полуось, Ъ-м а л а я  (мнимая) полуось, е -эксцентриситет 
кривой, у  = ±к -х -уравнения асимптот гиперболы, D -  директриса кри­
вой, 2с -  фокусное расстояние.
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2. Записать уравнение окружности, проходящей через указанные точ­
ки и имеющей центр в точке А. .. . ч

3. Составить уравнение линии, каждая точка которой удовлетворяет 
заданным условиям.

4. Установить, какие линии определяются следующими уравнениями.
Изобразить их на чертеже. ; vt>

Вариант № 1 . -
1. а)Ъ = 1; F(13;0); б) 6 = 4, -  F(-11;0); в) D: х = 13.
2. Правый фокус гиперболы 57х -̂-6Ауг =3648; А(2;8).
З.Отстоит от прямой х = -7 на расстоянии в три раза меньшем, чем от 

точки А(3; 1).
А.а) хг + у г - 4 х  + 6у + 4 -  0; Ь) у  =  -1 + ̂ х 2 — 4jc — 5; с) у  = 3 - 4 у1х -1. 

Вариант № 2.

1- а)А(-3;0),  5 ( 1 ; ^ ) ;  б) к | ,  в) D: у  =  4.

2. Левый фокус эллипса 13х2+ 4 9 у г = 837; Л(1;8).
З.Отстоит от прямой х  =-2 на расстоянии в пять раз большем, чем от 

точки А(4; -3).
4 .а )2 х 2 + 5у2 + 8 х -1 0 у -1 7  = 0; b) x = 9 - 2 yj y 1 + 4 у  + 8; с) х = 2-*]б-2у.  

Вариант № 3. ___

1. a ) f  =  | ,  v 4 C 0 ;-V n ); б ) A ( J j ; l ) ,  в ф , 0 ) ;  в) D: у  = ~3.

2. В(3; 4); А  -  вершина параболы у 1 = 0,25 (х+7).
З.Отстоит от прямой jc = —1 на расстоянии в четыре раза большем, 

чем отточки А(1; 5).
4 .а) х1 - 6 у г — 12jc-t-36jy — 48 =  0; Ь) у = -7  + ̂ - x 2 + 6 x  + 16; c) x- -5-J^y .  

Вариант № 4.
17 /Т7

1. a )2a = 3 0 ;s  = — ; б) к-- --- ; 2c = 18; в) осьсимм.Оу, ^4(4;—10).
15 8

2- Фокусы гиперболы Ах2- 5 у 2 =20, ,И (0 ;-6).
3. Отношение расстояний отточки М до точек А(3; -5) и В(4; 1) равно 0,25.
4. a) x J- 8 x  + 2>'+18 = 0; b) х = -5 + ̂ &  + 2 у - у 2; с)у~^л1х1 + 25.
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2.6 П л оскость
Общее уравнение плоскости имеет - вид Лх + Зу + Cz+.D- .0., где

п = (А',В;С)~нормальный вектор плоскости, причем выполняется усло­
вие А2 + В2 +С2 ф 0. Существуют различные способы задания плоско­
сти, выпишем соответствующие им уравнения: . :
1. уравнение плоскости с известным нормальным вектором п -  (А; В\  С) и 
точкой М а(х0;y0;z0) e ПЛОСКОСТИ: А(х-х0),+ В ( у - Уоу+С(г-z0) =  0;

2. уравнение плоскости в «отрезках»:-  + -  + -  = 1, а * 0, Ь ф 0, сф0; ;
а Ь С '

3. уравнение плоскости по трем заданным точкам М,(х,,УА^Х = 1,2,3):
т - д с , Ч

: 1
Ч

: Z - Z ,

т 2 - т , У2 -У, Z j - Z

х 3 - д : , У3~У, Z, -  Z
Углом между двумя плоскостями a : Atx+ B ty  + C,z + D, ~0  и 

р-. Агх+ B1y+ C1z + £>2= о  называется угол между их нормальными 
векторами: ■■■■■.>>•■■

cos(р — Я| Пг =   _____ Л ,Л 2 -г В[В1+ С ,С2_______
| и, | • | и2 1 ^А* + В* +С,~ ■ ■JAj +  В* +  С2 .

Условие перпендикулярности . данных . . плоскостей:
я ,-я 2 = 0  г/ям Л ,Л2 +  BtB2 +  С ,С 2 =  0. . . .  ...
. .  „ А, В. С. D,Условие параллельности плоскостей: к  !

; Аг В2 Сг D,
Расстояние от точки Л/, г, ) до плоскости Ax+By+Cz + D = 0 вычис-.
ляется по формуле: •

А _  | Ах, + By, + Cz, +  D |
■Ja2 + b2+ c 2 -■

Задания для аудиторной работы.
1. Построить плоскости, заданные уравнениями:
a) 5x + 2y + 3z-]5  = 0; Ь)  Здс +  2_у—6 =  0; с ) 3 z —9 =  0; of) 3jc- z ==0.
2. Даны точки М ,(3;0;4) к  М 2(5;6;9). Написать уравнение плоскости,

проходящей через точку М, перпендикулярно к вектору м\М1.
3. Составить уравнение плоскости, проходящёй через три заданные 

точки: М ,(3;-1;4), А/2(5;2;6), М 3(2;3 ;-3).
4. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку М ,(1;2;3) 

и перпендикулярной к плоскостям x - y + z - '7 =  6,' 3x + 2y-12z  + 5 =0.



5. Написать уравнение плоскости, проходящей через ось Oz и точку
Р(2;-3;-2).  "
; 6. Составить уравнение плоскости, походящей через точку ЛГ(2;-1;1) 

перпендикулярно к линии пересечения двух плоскостей: 3 x - y - z  + 1 = 0 и 
х = y  + 2z+l = 0.

7. Вычислить объем куба, две грани которого лежат на плоскостях
4х +  З у - 1 2 г - 1 0 - 0  и 4х + 3 ,у -1 2 г  +  3 =  0. , .
8. Составить уравнения плоскостей, делящих пополам двугранные уг­

лы, образованные двумя пересекающимися плоскостями 
5л — 2у + 5z — 3 = 0 и 2х + у  — 7z + 2 = 0.

9. Установить, какие из следующих пар плоскостей пересекаются, па­
раллельны или совпадают:

a) 3x + y ~ 5 z ~ l 2  = 0 ■ и 2л +  6 г - 3  =  0;
b) 2 x - 3 y  + z + % = 0 и 4 x - 6 y - 3 z - 7  = 0\
c) 5x + 2 y - 3 z - 5  = 0 и l0x + 4 y - 6 z  + 5 =  0;
d) Зх ‘ 7y + z >. 4 =  0 и 9x  +  2 Iy  +  3z +  12 =  0.

Задания для индивидуальной работы
Вариант № 1.
1. Написать уравнение плоскости, проходящей через ось Ох и точку 
А(-3 ;1 ;-2 ) .
2. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку С (3;4;-5)

—* —►
параллельно двум векторам а = (3; 1; -1 )  и b = (1; -  2; 1).

3. При каком значении параметра С плоскости Зл -  5>>+ Cz -  3 = 0 и 
x -3 ^ + 2 z  + 5 = 0 будут перпендикулярны ?

4. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку А(3; -4; 1) 
параллельно координатной плоскости xOz.

Вариант № 2 .
1. Написать уравнение плоскости, проходящей через ось Оу и точку

4(-3 ;1 ;-2 ). ^
2. Написать уравнение плоскости, проходящей через точки 1^(1; 1; 1) 

и М2(2; 3; 4) перпендикулярно к  плоскости 2х -  7у+5 z+9 = 0.
3. Вычислить угол между плоскостями х  -  2 у + 2z -  3 = 0 и Ъх -  4 у +5 = 0.
4. Составить уравнение плоскости, которая проходит через точку 

М(2; -3; -4) и отсекает на осях координат отличные от нуля отрезки оди­
наковой длины.

Вариант № 3.
1.Написать уравнение плоскости, проходящей через точку А(7 ;-3 ;5 ) 

параллельно координатной плоскости xOz.
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2. Написать уравнение плоскости, проходящей через начало коорди­
нат и точки Л/(2;1; 2) и N(  1;-2;3). '•

3. Найти расстояние между плоскостями Зх-6у  + 2z + 35 = 0 и
Зх -  6у + 2z -  7 = 0.

4. При каком значении параметра В плоскости x -4 y + z ~ l~ 0  и
2т + 5 у  + Ю г - 3  = 0 будут перпендикулярны? .-,v '

Вариант № 4.
1. Написать уравнение плоскости, проходящей через две точки

М (4 ;0 ; - 2 )  и jV(5;1;7) параллельно оси Ох. ."л ,
2. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку Л /(2;— 3; 5) 

параллельно плоскости Зх + у  -  4z+1 = 0.
3. Составить уравнение плоскости, проходящей через точки л(3;—1; 2)

и 5(2; 1; 4) параллельно вектору а = (5 ;-2 ;-1 ).
4. Составить уравнение плоскости, проходящей через точки Л (2;3;-1) и

5(1; 1;4) перпендикулярно плоскости x - 4 y + 3 z  + 2 = 0. *'

2.7 Прямая линия в пространстве. Прямая и плоскость
1. Общие уравнения прямой. Прямая в пространстве определяется как

линия пересечения двух плоскостей: . . .
f  Alx + Bly + Clz + D, =0, " ........
[A1x+'B1y + Clz + D2=0.

2. Канонические уравнения прямой
х - х а__угУо л

т п р

где ( x a, j 0, z 0) - координаты точки, лежащей на прямой; s = {m,n,p)~на­
правляющий вектор прямой.

3. Параметрические уравнения прямой 
х = х0+ЮТ,

\ у  = Уо + м> 1 е .Л -п арам етр .. .
г = 2„ + ри

4. Уравнения прямой, проходящей через две заданные точ­
ки М ,(х „  .у, ,z,) и Мг(хг,у\,гг), имеют вид . л-.л-. -

*-■*, _ у - у х _ х - у  
хг -х, у, -у ,  г ,  -  г, ‘

5. Пусть две прямые заданы каноническими уравнениями
х-х,  ;у - у ,  _ г - г , ' ~х - х 2 г - г 2

от, и, 5 , от, и2 Д2
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Тогда величина угла между ними определяется как величина угла ме­
жду их направляющими векторами '  К  :

COS0> =  COS(S|,S2)  =
V V  mlm1Jm tn1 + р хр г

K l - l i j  4 mi +  V  + Ру - 4 mi + ni + P\

Условие параллельности прямых: — = —  = — .
mi пг Pi

Условие перпендикулярности прямых: тхтг + пхпг + рхр г = 0 .
6. Необходимое и достаточное условие компланарности двух прямых 

записывают в виде
Х1 ~ * г  У,-У, z i ~ z> 

т, и, р,
/я. я, Л

=  0.

7. Расстояние от точки М,  до прямой -* -*о  _ У~Уо 
m '■ п

2 z°, заданной 
р

| М 0М, х s Iканоническими уравнениями, находят по формуле d = ■— ^ — 1.
. и

8. Расстояние между скрещивающимися прямыми

9. Угол между прямой = - — —  = - — — и плоскостьют п р
Ах + By+Cz+D= б определяется по формуле

I Ат + Вп + Ср\Sin ф = '■ 1 ......... ----
tJa ' + B' + C2 ■Jm'+n' + p1

Условие параллельности прямой и плоскости: Ат + Вп + Ср = 0.
w —  А В СУсловие перпендикулярности прямой и плоскости: — = — =т п р

10. При выполнении условий 

плоскости.

Ат + Вп + Ср = 0, 
Аха + Ву0 + Cz0+D = 0

прямая лежит в

Задания для аудиторной работы
Г  x + 3y + 3 z - 6  = 0, 

1. Построить прямую в системе координат 1
К У 1 [З х  +  Зр +  4 г - 1 0  =  0.
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2. Привести к каноническому виду общие уравнения кривой
x - 2 y  + 3 z - 4  0,

Здг + 2>’ - 5 г - 4 - - 0 .  '

3. Найти уравнение проекции прямой 
2 х - y - 3 z  + 6 = 0.

х - 1  у + 1
9 - 4

4. Проверить, лежат ли прямые в одной плоскости:

на плоскость

а)
2х -  Зг + 2 = 0, х -1 2  z  + 49 = 0, x = 3 z - l (>•=-• 2.x- 5 ,

■ Ь ) { "  "  1  и
4 y - 3 7 z  + 148 = 0; | у  = -5 г  + 7 | z  = 7x + 2.2 y - z - 6 - 0 ;

5. Написать уравнение прямой, проходящей через точку М,(2 ;-3 ;4 )

перпендикулярно прямым х +  2 _ y - 3 _ z  + l х  + 4 у

1 - 1 1  2 1 3 ‘
6 . Составить уравнение плоскости, проходящей через точку А/,(4;-3;1)

х у  z  х  +  1 у -  3 г - 4 ' ■параллельно прям ы м —= — = —  и — - = ——  = ------ .
6 2 - 3  5 4 2

7. Найти проекцию точки А( 1;-3;2) на плоскость 6х + 3 ^ - г - 4 1  = 0.
8. Установить взаимное расположение данной прямой и данной плоскости:

x - l _ j ;  + 2 z - 2  _  —

х - 2  _ у - 3 _ z - 1 
- 2  ~~1~~~2~’ 

х  — 2 >' + ! _  г  + 5

а)

с) -1

Зх -  у  + 2z  + 5 = 0; 

4х +  2у +  z +  24 = 0; 

4x +  > > -z  =  0.

9. Найти расстояние отточки  Л(1;3;5) до прямой х  + 30 _ у  _ z + 2,5 
~ 6 2 ~  -1

10. Вычислить кратчайшее расстояние между прямыми
х - 2  _ у  + 2 _ z + I х _ у _ г - 1
" I - ~ - з  “  Т “ Т _ —Т

Задания для индивидуальной работы
1. Даны четыре точки Al(xI;yI;zl); A2(x2;y2;z2); A3(x,;y,;z3); A4(x4;y4;z4). 
Составить уравнения: а) плоскости А А 2А 3; б) прямой A tA 2;
в) прямой А4М, перпендикулярной плоскости А А 2А3;
г) прямой A3N, параллельной прямой A A 2;
д) плоскости, проходящей через точку А4 перпендикулярно к прямой 
A iA2.
Вычислить: е) синус угла между прямой А А *  и плоскостью A iA2A 3; 
ж) косинус угла между плоскостью Оху и плоскостью А 1А 2А 3.
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Вариант № 1.
1. Д(0;4;5), Д (3 ;-2 ;-1 ) ,  Д (4;5;6), А(3;3;2).
2. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку А(3; 4; 0) и

х - 2  у - 3 z + 1
прямую — - V “ — ■

Вариант № 2.
1. Д (2 ;-1 ;7 ) ,  Л2(6;3;1), /1,(3;2;8), Д ( 2 ; - 3 ;7 ) .
2: Составить уравнение плоскости, проходящей через две параллель-

X - 3 '  V z - 1  х  +1 у -  Г  Zные прям ы е-------= -  = -------  и — = - — = - .
2 1 2 2 1 2

Вариант № 3.
1. 4 (2 ;1 ;7 ), Д (3 ;3 ;6 ), Д ( 2 ; - 3 ;9 ) ,  Л4( 1;2;5).
2. Доказать параллельность прямых

x - l _ j + 2 _  z J j c - 2 i>' +  2z - 8  =  0,
6 2 - 1  {  x  +  6z - 6  =  0.

Вариант № 4.

1. Д (2 ;1 ;6 ), Д (1 ;4 ;9 ), А,(2 ;-5 ;8 ) ,  А (5 ;4 ;2 ) .
2. Доказать перпендикулярность прямых
x - l _ , y  +  2 _ z - l  |2 х  +  _у -  4z +  2 =  О,

2 3 6 [4 х - y-5z + 4 = 0.
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Ill Введение в математический анализ

3.1 Полярная система координат. П остроение граф иков 
ф ункций  в полярной систем е коорд инат

Положение некоторой точки М на 
плоскости в прямоугольной декар­
товой системе координат Оху оп­
ределяется числами х  и у, т.е.
М (х;у). Эту точку можно задать и 
другим способом, например, с по­
мощью расстояния р=\ ОМ |-и,-угла г  
<р, отсчитываемого против хода 
часовой стрелки,от оси Ох, назы­
ваемой полярной осью , до ради­
ус-вектора ОМ. В этом случае ис­
пользуется запись М(р;ср). Расстояние р  называется пол ярны м  ра­
диусом , <р -  полярны м  углом  точки М, а точка О -  пол ю сом . Для по­
люса считают р  = 0. Полярный угол имеет бесконечное множество зна­
чений, главным значением его называют значение, удовлетворяющее 
условию о <<р< 2 л - .

При соответствующем выборе прямоугольной декартовой и полярной 
систем координат связь между х, у  и полярными р,  <р координатами 
точки М при указанном расположении осей Ох и Оу, вектора ( Ж  и угла 
ср выражается формулами:

x = pcos<p 
у  = р sirup' p Z 0 , 0<<р<2к;,

р  = yjx2 + у 1, cosp =
-Jx2+y2 4 х

У

с помощью которых по декартовым координатам точки М легко найти её 
полярные координаты. Вышеприведённые формулы даю т также воз­
можность переходить от уравнений линий, заданных в декартовых коор­
динатах, к их уравнениям в полярных координатах, и наоборот.

Пример 1. Построить точки, заданные полярными координатами

М ,(2 ;^ ) ,М г( А , М / 3 ; ^ - ) .
6 4 4 ,
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Решение. Сначала про­
ведём луч под углом <р к 
полярной оси Ох, затем 
на построенном луче от­
ложим от полюса О отре­
зок длины р .  В итоге 
найдём . точки М, , м 2, 
М, (отрезок ОЕ опреде­
ляет единицу длины).

Пример 2. Найти декартовы координаты точек М,, М2, М3, заданных 
в предыдущем примере.
Решение. Применяя соответствующие формулы, получим: М ,(43;1),

2 2 2 '  J 2

Пример 3. Записать уравнение линии р 2 =8 sin2 2<р в декартовых ко­
ординатах/ ,

Решение. Так как sin2<p = 2sinq>cos<p, данное уравнение можно перепи­
сать в виде: р 2 =32sin2 <pcos2 <р и заменить р ,  sinq>, coscp их выражения­
ми из соответствующих формул. Отсюда получим:

{хг +у2У = 32
( \  

У У
Ч * 2+у 2 J

ИЛИ (х2 + y 2J=32x2y2.

Задания для аудиторной работы

Построить линии, заданные уравнениями в полярных координатах. 
Записать их в декартовых координатах:

I .  р  = 5; 2. = 3. р = а<р (спираль Архимеда);

4. p  =  4cos<2>; 5. p  =  6s in p ; 6 . p c o s p  = 2 ;

7. psin<z> = l ;  8. p= ------------  (парабола);
1-COS^I

9. p  = a(l-cos<z>) (кардиоида);
10. p = 2r , p = (j/2f  (логарифмические спирали);
I I .  p  = asin3p (трёхлепестковая роза);
12. p  = asin2p (четырёхлепестковая роза);
13. р 2 = a2cos2<z> (лемниската Бернулли).
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Составить в полярных координатах уравнения'следующих линий:
14. прямой, перпендикулярной к полярной оси и отсекающей на ней от­
резок, равный 4\
15. прямых, параллельных полярной оси и отстоящих от неё на расстоянии 6;
16. окружности радиуса R = 5 с центром на полярной оси, проходящей 
через полюс;
17. окружности радиуса R = 3, касающейся полярной оси в полюсе.

Задания д ля  и нд ивид уал ьной  работы
Решаете свой вариант аттестационной работы № 1.

3.2 Предел чи сл овой  последовательности . Предел ф ун кц и и
Пусть даны два числовых множества D и Е . Если каждому'-йн&чению 

переменной x e D  по определенному правилу ставится в соответствие 
одно значение переменной уеЕ,  то говорят, что на множестве D зада­
на функция y  = f ( x ) .  Где D { f )  -  область определения функции, £ ( / )  -  
область значений функции. Степенная,. показательная,, логарифмиче­
ская, тригонометрические, обратные тригонометрические функций назы­
ваются основными элементарными функциями.'

Функция, областью определения которой является множество N на­
туральных чисел, называется функцией целочисленного аргумента или 
последовательностью и обозначается хп =  / ( и )  .

Число а называется пределом  последовательности  { * „ } ,  n e N  если 
для любого s  > 0 существует порядковый номер N=N(e) , такой, что для 
всех n > N  выполнено неравенство \х„ -  а| <  е . Тогда пишут а  =  П тх „ .

Последовательность, имеющая конечный предел, называется с х о д я ­
щейся, в противном случае-расходящ ейся.

Число Ъ называется пределом функции y  =  f ( x )  при х - > а  

( l im / ( x )  = 6 ), если для любого s >  0 существует такое число 8 -  8(e) ,

что из неравенства 0<ф-я|<сУ следует неравенство \ f ( x ) - b \  < г .

Число b  называется пределом  ф ункции  / ( х )  при х -> ю  ( l im / ( x )  = 6),
если для любого s  >  0 существует такое число М -  М(е), что из нера­
венства |jc| > м  следует неравенство | / (х) -  ь\ < е .

Если 1 т / ( х )  = оо1 то функция у = / ( х )  называется бесконечно б ол ь­
шой при х—>а. Если Н ш /(х) = 0, то функция у=/(х) называется бесконеч­
но малой при х ->  а . Число х~>а может быть конечным или бесконечным.

Сумма и произведение конечного числа бесконечно малых функций при 
х->а, а также произведение бесконечно малой функции при х->а на огра­
ниченную функцию являются бесконечно малыми функциями при *  -> а .
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Если существуют конечные пределы Hm и(х) = А n lim  v(x) = В , тоХ—tXg х-»х0 . .
1. lim (u(x)±v(x))= Iima(x)± limv(x) = .4±.B;

Х“ *Х „  х - » х „  x - + x „

2. lim (« (x )■ v(x)) = lim u(x) • lim v (x ) = A-B;
-  -  -  - -

Основные теоремы о пределах

3. lim Ф ).

X-tXf,
Н ти (х ) л

= - ,  5 * 0 .x-**t v(x) lim v(x) В 

4. lim  u(xYU) = ( lim  =AB;
X -* X q X -^ X q

Если условия этих теорем не выполняются, то возникают так назы­
ваемые неопределенные выражения вида оо-оо, О-оо, Г , 0“ , оо°. В

этих случаях, прежде чем переходить к пределу, выражение надо пре­
образовать.

Будем пользоваться тем, что для всех основных элементарных функ­
ций в любой точке х0 из области определения справедливо равенство
lim f{x) = / ( l im  х) = Д х 0).
Х ->Х 0 Х - *Х 0 ’

Справедливы следующие формулы: limcx=oo; l im -  = 0; Um -=co 

(где с -  постоянная)

Пример 1. Найти предел .

Решение. Очевидно, в данном случае возникает неопределенность —,
к 00

для ее раскрытия делим числитель и знаменатель на старшую степень
х , т. е. х 4.

1 1
X +хlim -т ------г—

~ * х 4+Зх2+1

Несложно

= lim х  • х 3 

,  3  1 
х х

= ° = 0 . 
1

доказать

lim aX+a,-ix" + - + до-_-
™Ътхт+ЬтАхт-

О, если п < т\
следующий результат

а, , если п-т ; 
Ь ’/Я
оо, если п>т.

Пример 2. Найти предел ,lim111X1 <■■■ .
м0 2 -V X + 4
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Решение. Для раскрытия неопределенности -  надо сократить на
множитель, дающий о, т.е. на х .  Избавимся от иррациональности, ум­
ножим числитель и знаменатель на (2+71+4).
,. х x - (2 + V x  + 4 ) x - (2  +  V x  +  4 ) I------- -lim -------, =  lim -------- , v -----------/  =  lim  — -----------------= -  hm (2+ V x  + 4 ) =  -4 .
г- * ° 2 - - /х  + 4 ( 2 - V x  + 4 ) - (2 + V x  +  4 ) 4 - x - 4  x-»o

1
Пример 3. Найти предел ^_ ^ 3

Решение. Неопределенность сводим к одной из следующих не­
определенностей — или - .  Приведем дроби к общему знаменателю.

оо О

lim
r- 4 l - x  1 -х

= fo o -o o l= lim  L ■*
(1 +  х  +  х 2) - 3  .. х 2 + х - 2—------------ ------- = пш -------------------

(1 -х )(1  +  Х  +  Х 2)  (1 -х )(1  +  х  +  х 2)

= lim  (х  ~ + 2 ) . = -  lim  - *  + -2 г  =  -3 .  .
(1 - х )(1 + х  + х 2) « Ч  +  Л г

Задания д л я  ауд иторной  работы
Записать последовательности и найти их пределы при п -» «

, (-1  )пп 0 8 c o sw (^ /2 ) ;  ,  л /й ^ Б т (и 2)1 • X м — —— —• X— *- - j ' •
й + 1  и +  4 и + 1

Г 1 2 3 и - П
4. Найти предел нщ  — j -  Lг  » -« \л  и п п )

Найти пределы функций

5.Нш
5 +  6 х - 5 х  

*-** х  + х  +1

8. t o C £ ± ! M iZ g l ;
*-** (х  + 1)2 + ( х - 1)

, ,  х 4 - З х  +  2
* - » i x  - 4 х  +  3

x 2 - V x  _14. l im —1= — ; 
м | л/х—1

17. limi(  1
*-»4.х-2  х 2 - 4

х->х (х  - 2х )х

9. lim
х->2

12. lim

х 2 - 5 х  +  6 
« 2  х 2 ~ 12х  +  20 ’

л /х+ 1 - 2 .. 
'« з" х 2 - З х  ’

, г  ,. л /х -815. l im -т=— ; 
M 6 4 V x - 4

18. lim с2 1
- ° \  4 х  - 1  2х + 1'1

7. Iim -

10. lim

х  + л/х

х 3 + 5 х 2 +  8х  +  4
*->-2 х +3х - 4

V2X + 7 -513. l im ----- ==-------- :
*-*9 л /х -9

16. lim  ■ V x/4-1/2
>.-tI/2V l/2  + x - V 2 x ’

1 9 .Н тх '(л /х 2 + 4 - х )х-*ос ' >
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Задания для и нд и вид уал ьной  работы 
1-5. Найти пределы следующих функций.

Вариант № 1.

l . l im х 2 +  х 3-
*“*® х-3х-

„ х 2 - Ю х  + 24
4. lim  2 — — — ; 

х  - 7 х  + 6

2 . lim 2х3 +7х2 + 4  
х 4+ 5 х - 1  ’

5. lim  r-*ll 7 ^ 1
х 3- 1

3 .lim
*-»9

■ у/2х+ 7 -5 , 
л/х -  3

Вариант № 2.

, 4 +  $ х - 4 х 2l . l im — -j--------- ;
*-*« Зх + х - 1

4. lim. х  - х - 1 2
м -3х 2 + 4 х + 3 ’ 

Вариант № 3.

х 7 + 5 х 4 - 4 х
2 . l im

З х 2 + 11х - 1  

5. l im ( \ /x + l - л /х )

л /х + 2 -2
" “ г‘ л/2х+5 -  3 ’

З .Н т

, 9л2 +  4 я - 6
l . l im ------- г----------

"-*» 2л2 + 2

4. Н т х  - 2х - 8
*-*-г х  +  5х + 6

„  .. 1 0 0 0 х + 3 х
2 . lim  ■

*-*-» х  -1 6

5 .1 im (x -V * 2 + 5 х  J
х - м е '

З .Н т
2 -V x

л /б х + 1 -5 ’

l . l im

Вариант № 4.-

10х3 - 6х 2 + 7 х  + 5
8 - 4 х  + Зх2 - 2 х 3

. .. х 3,-  4х4. lim  —7------------- ;
*-» ix + 4 х -1 2

2 . lim 5 +  6 х - 5 х

5. limim -

-1
З .Н т -т = —  

V 5 ^x
'l

Зх
- л / 5 4- X

*-*5Ц З х -1 8 )х  х - 5 х - 6  J

3.3. П ервы й и второй  зам ечательны е пределы

При вычислениях пределов используются следующие два предела:
_ .. s ir ix  , „  „  '1. hm——- = 1 -  первый замечательный предел (х  есть радианная мера 
угла).

2. limf 1+—j = lim ( l+ a )“  =е -  второй замечательный предел
х - * х \  х }  « - + 0
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s in x  s in x  .. s in 3 x
Пример 1. Найти пределы a) lu n --------; 6) lim -— г; в) .' * -* * Х -Л  хча X ' x-* 0  fg 2 x

Решение.
а) Для раскрытия неопределенности ^  воспользуемся формулами при-

sin x  =  lim  sin( jr  — х ) -  i jm sin(x  ж~) __ _ jведения lim
X — 7Z x-** X - Ж х-ж

б) Выражение
sinx

представляет собой произведение ограниченной

1
функции у  = sin(x) и бесконечно малой У ~ ~  при х  -» о о . Таким образом

sinx
по утверждению из пункта 3.1 выражение ------  есть бесконечно малая

функция при х->оо. Значит s in xlim ------ =  0 .

в) Преобразуем выражение под пределом
sin3x ,

sin3x .. s in 3 xco s2 x  .. ч *  х C0S Х .. 3xcos2x 3 .. _ 3lim -------- --  lim ---------- -----------  l im - „ ------------- --  lim -------------= —lim cos2x  = —.*-><> tglx  *-»0 s in2x  хчо _sin2x  ,, '-*» 2x 2 *-*■<> 2
2x

-• 2x

При нахождении пределов степенно-показательных функций вос­
пользуемся следующими положениями:
1 . если существуют конечные пределы lim  и(х) = А и l im v ( x ) = B ,  то

• Х -> Х 0

l i mm(x ) vW =  ( l i m и(х))"'а () = АЙ
Х -> Х 0 X  -> Х ц

2. Если А* 1,

3. Если Аф 1, 4

В = -Ю0, TO lim и(хУ1х) =

В = -оо, ТО lim M(x)v( t) =

+ GC если А > 1,
0, еслиО< А<\.

[о , . если А> 1,
!°°> еслиО<А<1.

4. Если lim u(x) = 1 lim v (x ) =  со . тогда возникает неопределенность видах~*х0
1” , которую раскрывают с помощью второго замечательного предела. 
При этом полагают функцию к(*) = 1+а(х), где «(*)->  о при х->х„ и, следо-

, , Гг ;  4>J _ r <JrWjr): Ш п а Ж х )  
вательно, lim  n (x )v(x) =  lim < [l+ a (x )J « (r)   ̂ -  е '-*'0
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Пример 2. Найти предел '™ ( ^ 2_ 2;c+g j  ■ 

Решение.

х 2 + 4 х + 3  Y

Нш[4 +?Л+;) = И =1™(-*->°\хг - 2x + 6j
(х2 - 2 х + 6 )+ 6 х -3

х1 -2х+6

x̂-lx+C
6х~3 3 fa-3 

™ \V  х2 -2х+б)
-  lirri'jl 1+ -

(6jc—3) jc hm
_  -2 x + 6

Задания д ля  аудиторной работы
Найти пределы

, sin3x l.h m --------;
х-»0 х

2. lim
1-c o s x  

~2 9
_ .. s in 4 x  , c o s x -c o sa3 . 1 i m - p = — ; 4.1im ------------------ ;

^ V jc +  I - I  x-*a x~a

,  sm5x 5. lim  —  
*-*» smox

6. 1i m - ^ ;*-»-2x+2 *-“ \ 5 x  + 7 ;  x - \  j

9Aim( U ± t X. i o . i i m f ^ f 71
*-*«\3x—17 Х-*Ч. 3 + x j

; 11 . lim x  + 1
x + 3

13. lim (5  -  2 x )4-*2; 14. lim  (tgx)'*11; 15. lim f •S- ^ -
x->2 i - n / 4  x

12. lim x +4
3x2 -5

x - 1 J

16.1im(l + ̂ 2V x )^ ;У-Л.П ' *

.. sin X . , j \ - tg x -y j \  + tgx
17. l im ----------x— ; 18. lim  .

r-* * l + cos x  s in2x

Задания для и нд ивид уал ьной  работы 
1-5. Найти пределы.

Вариант № 1.

U t a f ” 4 ' ” '
« \х  + 8

2. lim  sin.('X ; 3. l im P  +  s in x ) * 2;
« з  x 5 - 2 7

. .. tgx- sm x 4. lim -2— r----- ;
x->0 x

5. lim  (s in x ) '8' ;
x-*n!2
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Вариант № 2 . . / :• ■1 ‘ '.

1. ПтГ——г! ;*-*xV.x+l)
2. Iim s^ ( 2x "  2) ; 

x 2-7х -ь6
. .. 1-cos3 2х4 .lim ---------г— ;

16х2
l

5. limfcosx)*2;X-+0 4
Вариант №  3.

1 .1 т /2* - 1 )  ;
х-**\2х + 4)

.  .. 4sinx 2 Aim-------- ;
*-+* 3T-X

. . .  1 -  cos 6х4. hm—---------- •;
xsin3x 5. lim (s inx)'sVx~*x/2

Вариант № 4.

'H 2 x - l J 2.1imx-sin—;х-ис x
. s in3x-s inx 4. hm-----------------;x->0 5x

. " .1 
5. lim (l-rs inx)r :

3. liml x  +  1 
2 x - 1

61

3. lim (34-cosx)‘*J';

3.4 Д ругие  зам ечательны е пределы  
При нахождении пределов полезно знать следующие равенства

log (1 +  х )  1п(1 -г х )  , 'Inn —-------- - =  log,, е; h m — ------- -  =  1;
х - Ю  х  Х~>0 X

а1- !  "hm--------= in а:
*->0 х ' ^

..... '■ .. ех-Л■ lim ---- :— = 1.
1 *-»<> X

Задания для аудиторной работы
Найти пределы

, .. arcsin5x т lim s*n(1~-c) . n i
s inx

Am • J Hi 1 l— .
r 1 V x - l

J • ill 11' x-+G

4 .1 im ln(1 +  4 x ) ; 3X-1  * 1 5. lim  ; 6. l im -
*-*o 5x . X : : • X -> 0

x 2- l .. ln x  —17. l im - ------; 8. lim  . ; . 9. lim
*->1 ln x x _  e r-+0

-COSX

eix- e lx

е* - 1

.. е -c o s x  lO.hm------- =------;«с  д.- l l .  lim
2х . Зге - е

arctg х -х~
1 2 . 1 i m ^ l :

1- >0 2 х

П .П т 10̂ .̂ ;х-»з 2 х -8 14 .1 im (l-x )fc^ .
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Задания для и нд и вид уал ьной  работы

1-5. Найти пределы.

Вариант № 1.
. . .  х 3 +1 1. lim ------------ ;

sin(jc-t-1)

Вариант № 2.

U i m S f c l l ;  2 .1 im iif l± M ;
jcVjc — 1

Вариант № 3.

sin 2x

,  ,. s in x + s in 5 x3. l im ------------------- ;
*-*° arcsinSx

3.1
x-*° arctgx

, 2xs inx  .  ln x - ln ( x + l )  ,  s in 3 x -s in x  l . l im ----------- ; 2. lim ----------- -------3 .1 im ---------------------------
x-*Q 1 — COSX

Вариант № 4 .

X + l  .

1. .. f ^ x + i ) 4! .  .. sin3x
I-*-1 ^  Vx + 1 J *-°  In (l +  2x )

,*->0 arctglx

„  co s x -c o s3 x3. urn------------;------- ;
i -*° .xarcs inx.

, 21 -1  .. 4 .h m ------- 1
ln (l +  2x)

53r -5 *
4. lim —-----------:

l n ( l - 2x)

, 1 -c o s lO x
4. l im ------ ;-------- ;

e1 -1

4. lim
log3( l +  2x ) ’

3.5 Сравнение бесконечно малых функций. 
Непрерывность функции

Чтобы сравнить две бесконечно малые функции а(х) и р(х) при 
х -> а , находят предел их отношения '

l in , ' , , r t  С“ Р(Х)
1. Если С фЪ,ф<я , т о  а ( х )  и р ( х )  называются бесконечно малыми 

одного и того же порядка, пишут р(х) = 0(сг(х)) при х -> а .
2. Если С =  0 , то а(х) называется бесконечно малой более высокого 

порядка по сравнению с  Р(х) , пишут а(х) = о(Р(х)) при х  ->  а .
3. Если С = 00, то Р(х)- о(а(х)) при х -> а .
4. Если С = 1, то а ( х )  и р ( х )  при х - > а  называются эквивалентны м и 

(равносильными)величинами: а ( х ) ~ Р ( х ) .

Если IJm = с  {0<\С\  <оо), то  а ( х )  называется бесконечно ма­

лой порядка к по сравнению с р ( х )  при х -> а.
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Примеры эквивалентных бесконечно малых функций :
1 . s in<xt~ax, х -» 0  ' • 6 . 1п (1 + а х ) ~  <хс, х -± 0
2  : tg a x~ a x ,  х - » 0  ’ 7. х "  -1  ~ а (х  - 1), х —>1

х 2
3 . 1 -c o s x - ------, х -> 0

, ; 2
8. (1 +  х )а - 1  -  ах, х —>-0

4. а*-Л~х\па, х - > 0  . • ' ' . 9. arcsinа х~ а х ,’ х - » 0

’ 5. ax, х  ~> 0 - 1 0 . arctg ах ~ схх, х - > 0

Если отношение двух бесконечно малых функций имеет предел, то 
этот предел не «Изменится при замене каждой из бесконечно малых 
функций ей эквивалентной. ' ' ''

Аналогичным образом можно сравнивать и бесконечно большие 
функции. .

■ "а. arctg X .. InCOSX
Пример 1. Вычислить пределы a) ------—  б) ш и— —

s in -  А

, ,, -  ̂ О Г: ■■ \
а) Для раскрытия неопределенности ^ , т. е. отношения двух беско­

нечно малых "функций, восполУзуемся' таблицей эквивалентных беско­
нечно малых функций при x '-V o i ' '

] i m ^
х-*о . хsin—

2

arctg х
- . х s in -----

~х'
X

2 . 2 .

х .-»0 = i im — = 2 . *-*o x
2

* x->0 x-*0

cosx - 1  ~ -
x ->  0

1
2

ln (l +  l ) ~ f ,  t —*0  c o s x - 1 ,
l im ( c o s i - I )  =  0 - *-!5 x 2. x—»0 J •.

Функция у  =  / ( x )  называется непреры вной  в точке х = х а , если:
1) она определена в точке а ~и ее окрестности:
2) существует предел функции / ( х )  в точке х0\
3) этот предел равен значению функции в точке х , т. е. lim  / О )  =  f ( x Q) ;

Функция f ( x )  назы ваетсянепреры вной  в точке х  = х0 , если она оп­
ределена в этой точке и ее окрестности и бесконечно малому прираще­
нию аргумента соответствует бесконечно малое приращение функции.

lim  Ду =  П т  ( / (х0 +  Д х )-  / ( х 0)) =  0 . “ “ .Дх-*0 Дг-*0
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Если функция > ■ = /(*) на разных интервалах области своего опреде­
ления задана различными аналитическими выражениями, то при нахож­
дении пределов в граничных точках, надо искать односторонние преде­
лы. Если я < х 0 и я -» я 0, то пишут х ->я0 -0 , аналогично если я >  х 0 и
*-+ *о , то я -> я 0 + 0. Число Д я 0-0 )  = Iim Д х )  ( / ( x o+ 0)=  lim Д я ))  назы-Г-«о+0 . , .
вается пределом слева (справа) функции f(x) в точке х0. Если эти 
пределы существуют, то они называются, односторонними. Можно оп­
ределить, что значение функции в точке непрерывности есть

Д я с ) = lim Д х )  = lim Д х )  = lim Д я ).
x -» X 0 ,._v x - + r n+Q

Все основные элементарные функции непрерывны в области своего 
определения. ......

Точка х = х0 называется точкой разрыва функции Д я ) ,  если нару­
шено хотя бы одно из условий непрерывности. Различают следующие 
виды разрыва.

Точка я = я0 называется точкой устранимого разрыва, если Д я 0) не 
существует, a Шп Д я )  = Д (т. е. Д я 0 +  0) = / ( я о - 0 )  * / ( * „ ) ) .  Точка я = я0
называется точкой разрыва первого рода (неустранимый разрыв), ес­
ли f(xB) не существует, а  Д я о-0 )  и Д я 0+0) конечны, но не равны меж­
ду собой: При этом h = Д я „ + 0) -  Д х 0 - 0) называется скачком функции в 
точке я0. Если Д яа) не существует, хотя бы один из односторонних пре­
делов равен +оо или -оо или вообще не существует, то точка х -  х0 -  
точкой разрыва второго рода.

Пример
я + 2,

/ ( * )  = ’ 2
sin х,

2.' Исследовать
если х<-2; 
если -  2 < я <  0; 
если х -  О-

функцию на непрерывность.

Решение. Функция определена на всей числовой оси D(y) = R. На ин­
тервалах: (-оо , - 2 )  у  = я + 2  -непреры вна как линейная;

х -4  '( -2 ,0 ) у - — ------ степенная;
(О ,+  оо) у  == sin-+ — синусоида.

Функции непрерывны, т, к. они элементарные.. Остается исследовать 
только точки я = -2  и х = 0 , при переходе через которые меняется ана­
литическое задание ф ункции..

х = -2, / ( - 2 )  = 0, lim / (я )  = ?J-+-2
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Найдем односторонние пределы

Нш / ( * ) =  lim  (х + 2 ) = -2  + 2 =  0; lim  / ( х )  = = о
t - t - 2 -О  х - , - 2 - о  л - » - 2 + 0  2
Они равны, т. о. х = -2  точка непрерывности.

0 - 4Аналогично и для точки *  = 0 , Д 0) =  0 и lim  / ( * )  = -------= - 2 ,

lim  / ( х )  =  sin 0 = 0 .

Функция / ( х )  в точке х = 0 непрерывна справа и односторонние преде­
лы не равны, следовательно, точка нуль -  это точка разрыва первого 
рода со.скачком, равны м / i= / ( 0 + o ) - / ( 0 - o ) = o - ( - 2 )  = 2.

Задания для аудиторной работы
1. Сравнить бесконечно малые функции

а) а(х) = -  4 , /?(х) = х \  х -» 0 . б) а (х ) = | —- ,  /?(х) = 1 -V x , х -> 1 .
х+1 1 + х

в) а(х) = '\1хА +2х3, /?(х) =  1п(1 + х), х - + 0. 1

Найти пределы, используя таблицу, эквивалентных бесконечно малых 
функций

MOsm ^(x + 4) . . . .*-*и tg(cos х  - 1) ’ x  + a rcs inx*-**  cos— ’
3 2 -1

Исследовать функции на непрерывность в области её определения

6-у =
х + 4 , если х < - 1;
х 2 + 2,  если — 1 < х  < 1; 7-У~

х3 +х

2х, если х > 1 .

Найти односторонние пределы при х  -»  0.
1 - 

8.y -c tg x ;  9 .y -a r c c tg —\ \Q .y~ e* .
х

Задания для  и нд и вид уал ьной  работы  
1-2. Сравнить бесконечно малые функции.
3-4. Найти пределы.
5. Найти односторонние пределы для функции y~f(x)  в точке х  =  х0.
6. Исследовать функцию на непрерывность и построить ее график.

Вариант № 1.
1 . a (x )  =  l - c o s 3x, /3(х) -  s in 2х, х - + 0; 2. а(х)=—~ ,  /9 (х )= - ,  х -+ ю .

х +1 х
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l - c o s 6x
ЯГ-Х

А Г e* ~ e4 .1 im ---------4
'-*1 ln x

v;:<'

o'II

—
 f* 

..
boseQ

- X , -если x < 0;
■ 6. • sinx,

* - 2?

если* 
если

0< х < я -;
X > я.

Вариант № 2.

1. a (x )= V 1+ х 3 - 1, Д х ) ^ х ,  x -> (). 2 . a(x) = -™- S* fi(x) = - \ ,  x-»oo .
■ x  + 1  , x

-  1 - х 23 .h m ---------;
sin лх

i

д .Н  1п^ -  
i-.*/4 co s2 x ’

- х 2, если х < 0;
5..у =  5 г , х  =  0; IIчо tgx, если 0 < х < я 7 4

4 х -3 , если х> я!  4.

Вариант № 3.

1. a (x )= l+ s in 3x, p(x)=coi x, x —>-

3.1im 2xs in x
x-M) 1 — cOSX

4. lim :
ln x

5 . y - t g x ,  x  =
я

2 . a(x) = x 3+ l Д х )  = - ,  x->a>. 
x

6-y =
-2x , если x < 0;
Vx, если ■ 0 < x  < 4;

х /  'e/4 , если x > 4 .

Вариант № 4.
1. « (x )= V l+ x 2 - 1, Д х ) = х \  x - » 0. 2 . a (x )  =  ---— /?(x) = — x->°o.

X X X

*-»• sin jtx: *-*<> o1 _1I ->1 sin ях м |  е*2-1

3
C0SX, ■ если х<0;

5. >> = 2х, х  = 0; 6.у = х2 +1, если 0< х< 1
X , если” х>1.
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1- Ауlim  —  = уДг-+0 Ду

IV. Дифференциальное исчисление функций одной 
переменной

4.1 Производная. О сновны е правила диф ф еренцирования.
Таблица п р о и звод н ы х

Пусть функция у -  f{x) определена на промежутке X, значения х, и х2 
принадлежат этому промежутку, у, = / , ( * )  и у2= f 2(x) -  соответствую­
щие значения функции,.Тогда разность &х - х 2 называется прираще­
нием аргумента, а разность Лу = f ( x 2) - f ( x , )  -  приращением функции на 
отрезке/х(; xrf. . . .  ,

П роизводной функции y  = f ( x )  по аргументу х  называется предел 
отношения приращения функции к приращению аргумента, когда по­
следнее произвольным образом стремится к нулю:

= у  или / ' М = н т Л £ ± ^ Ь Л £ ) .
Д х - * 0  Д х

Геометрически производная представляет собой угловой коэффи­
циент касательной к графику функции у = f(x)  в точке M(x,f(x)) :

у'(х) = к = tga, а  -  угол наклона касательной к  положительному на­
правлению оси Ох втачке  M (x,f(x)).

Производная есть ско р о сть  изм енения ф ун кц и и  y  = f ( x )  в точке х .
Процесс отыскания производной функции называется её диф ф ерен­

цированием . , X

О сновны е  правила диф ф еренцирования

Пусть и = и(х) и v =  v ( x ) -  функции, имеющие производные, 
C=const, тогда
1. С ' =  0; 2. (и(х) ± v (x )) ' = и'(х) ± v '(jc); , 3,(u(x)-v(x))'~u'(x)v(x) + ii(x)v'(x);

5г ф =(± ф № , т :

6. Правило дифференцирования сложной функции: если /(м ) ’ ; и  ̂
и = и(х) дифференцируемые функции, ^

У = / ( Ф ) ) , .  т е. у  =  / ( и ) ,  и = и(х), то y'(x) = f'(u)-u '(x).
Здесь х -  основной аргумент, и -  промежуточный или вспомогатель­

ный аргумент.

Таблица производных основных элементарных функций
1 2 . 3. ( V ? J = —



4. I — 1 =  -  - 1

7. (tgx) =
COS X

' 9. (ax) = a x-\na

5. (sin x )  -  cosx; ' 6 .(cos x )  =  — sin jc;

8 .
sin X

10. (ex) =ex; 11- ( lo g .* )  = -~ logae; 12. (lnx)
a: ac

13.. (arcsinac) = - j = L = ;  14. (arccosx) = — -p L = = ;: 15.(arctgx) = *
x 2 .

, ,  / 116. yarcctgx) = —-----
1 + x

19. (ike) = 1

VT-Tx2 i + x 2

17. (she) =chx; 18. (сйх) = shx\

1
2 >eh x

20. (cthx) =■
sh2x

Задание 1. Найти производные следующих функций:
' ' ' 2* ' ' ' ■ ; "

1. д ^ х 5+3х2 -2 х  2 + х '3 -4 ;  2. у  = х 21пх;' "  3. v - (1 ч -З х )(х -х3;
1 + х - х 2aresmx 6. у  =
1 - х - х 2

4. ^  = 5eI s inx-3e , cosx; ’ 5. j» =

_ :"'-v'T '■■■ '1ПХ '■ ■' W ’ V-; ' '■ ' '37. y =—+21nx-----+ 4Ine. ..... • ,; x • x ■. ■
Рассмотрим правило 6 дифференцирования сложных функций.
Если в заданой сложной функции выделить последовательность ос­

новных элементарных функций, ее составляющих, то нетрудно найти 
производную любой сложной функции, причем промежуточных аргумен­
тов может быть несколько.

Пример 1. Найти производные функций а) _у = 103" 5; 
б) у = arctg-Jx; в) у  = cos3( 8 - 5 x 2).

а) Представим данную функцию в виде >> = 10", и = З х -5 .
Тогда производная функции по аргументу х  будет равна

/  =  (10")'„ • (Зх -  5 ) '=  10" 1п10-3 =  31п10 • ТО3" 5.

б ) y  = arctgu, и = 4х\ у ’ = (arctgu)’" ■ (V x ) ' =  — Ц  • —Ц  •
1 + и 2 vx 2(l + x)Vx

в) у = иг, и = cosv, v = 8 - 5х2;
У = Зи2 • ( - s in  v) • ( -Ю х )  =  ЗОх • cos2(8 -  5 х 2) ■ sin(8 -  5х2).

Пример 2. Найти угол между двумя кривыми у = Зх2 и у  = х3 + Зх2 -  8 
в точке их пересечения.
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Решение. Угол между кривыми у  =  / | ( х )  и . у  = f 2(x) в их общей точке 
м 0(х0,у0) определяется как угол меаду двумя касательными к этим кри­
вым в точке м 0 и вычисляется по формуле:

tom =  Л ( хо)~ Л ( ха)

Находим точку пересечения данных кривых, для этого решаем систе­
му уравнений

{ ^  J
[у  = х3 + 3х2 - 8 ,  1;

у = 3 х \  ( ( х - 2 ) ( х 2 + 2 х + 4 )  =  0,
3 - В  =  0, ^ |  у  =  3х2,

х = 2, 
у=12: = :Л/0(2;12).

Находим угловые коэффициенты касательных к кривым при х-2. 
у | = 6х ; у[(2) = 12 =  у^ =  Зх2 +  6х, у'г(2) = 24 =  £2.. г-

к - к
По формуле tg<p = - 2~r-j~ находим

1 "Ь /С] /с,  »
2 4 -1 2 12

1 + 12-24 289
= 0,042, ^  «  2,38°

Задание для  аудиторной  работы  = -
Найти производные СЛОЖНЫХ функций l + i . ’Э--.':;:

8. y*tg*3x,' 9. у  = (ег‘ f c o s x ) \  10. y  =  V x 2 +  6 х -1 ,  11. y  =  V l - x 5,

12.у  = arccos2х, 13. у  = (arctg—)6, 14. y  =  -i2^L=В , 15 .y  = ln s in x
x  V x - 1

16. у  =  ln(x + -Jx1 + 4), 17. у  =  — r“ . 18 .y  =  3lnr. 19. у  =  e ' r  (sin 2x -  4 cos 2x),
In X ' ; •

20 . у  =  s in(e*5), 2 1 . у  =  2 2 . у  = ® r c & ( 3 x 4) • In 3
6 x

о-. 2 • /, , x o , , | l  + s inx _ ln s in 2x2 j . y  =  /g ln e  ,2 4 .y  = x  -s m x -v l+ e  , 25. y  = In ./----------- , 26. y  = -------------.
V 1 -s in x  lncos2x

Запишем таблицу д иф ф еренцирования сл о ж н ы х  элем ентарны х 
ф ункций. Пусть функция ы = и(х) имеет производную. , . Р

1 . (ии (х )) = а - « а-, (х )-и ’(х); 2. «'(х) .
2 -у/«(х) ’

4.
\и ( х )

Ц'(х) . 
«2( х ) ’
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5. (sinu(x)) = cosи(х) ■ и'(х); 6.(cosit(xj) = -sinu(x)-M'(x);

7 .(rg » (x ))' =  U-t*] • 8.(c<g»(x))' = -  9 .(a«w )' =  a» < *M n a -u '(x );
cos2 « (x ) sm 2 и (х )

10.(e"( l)) '= e " <I)-u '(x); 1 1 . ( lo g „u (x ))  = ^ ^ l o g „ u ( x ) ;  12 .( ln u (x ))  = ^ ~ ;
u(x) u(x)

13. (arcsinu(x)) =  И = ;  14. (arccos«(x)) = — . И ^  ;
tJ 1 - u 2(x)

15. (а « Ы х )У  = T T ^ 7 T ;I +  и (x )

17. (sA «(x)) = ch m ( x )  ■ m ' ( x ) ;  

'  « ' ( * )  . ;19. (*Ан(х)) =
ch2u{x)’

V l- M 2(x )

16. (arcctgu(xj)
1 + M  ( x )

18. . (chu(x)) = sh u(x)-u'(x); 

20. ( « А и ( х ) ) '= - - ^
sh2u(x)

Задания для индивидуальной работы

1.-5. Найти производные следующих функций.
6. Найти угол между двумя кривыми - у  -  f ( x ) , u  у  = / 2(х) в точке их

пересечения. г; .;г.
7. Найти угловой коэффициент касательной к линии y - f ( x )  в точке 

Х = х„.

Вариант № 1 .

1. у = sm ^/x^+ cos— , 2 . у  = V cos3x 
х э +  4x + l ’

3. y  = arc<g3( 4 - ^ 4)>

4. у  =  In5 (cfg6x  + sin3 х), 5. у = ^ 4 - х 2 + 2 arcs in^;

6. / , ( х ) = - ,  / 2(х) = х 2; 7. / ( х )  = л/Зх3 - x J -  5 ,
.. , X .  .. . , ; • ;r : • ,.r ■ :r-' , ,

Вариант №  2.
I   ,  4  a rc  c o s -

1. y = arctgyl + x - I n —, 2. y  = e,

*o = 2 .

3. y  = ln 2( x - f V x ^ 3\

A ( g *4. y =---- s— 5. y, x a r c s i n x

&
■lnVT-i

6- / i ( x )  =  - ,  / 2(x ) =  x 3;
x

7. / ( x ) = V ( 2 x 2 - 4 x 3) 4 , *0 =1.
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Вариант № 3.

1. у- 10
arcsin2x

4. у = е2х + е~х\

2. у  = ( \ - х - х г)е 1 , 3. У = ( < £ - )  ■5"” *®',

5. у -  In
4tgx +1 - i f tg x  

f4tgx + l+2~Jtgx

6. f,(x) = 3x2, f 2(x) = 1 - x 2; 7. f(x)=  -cos2 3 x r  >.x„ =^.

Вариант № 4.

1 . y = ctg P ^ y , .  2. у  = (cos4- ) - 6 -^ ,  з. у  = ln^—
Vl + x .t ■•• • x 4

I] — Jf ' g1 — g~T
4. y  = arctgJj----- , 5. y  = lncosarctg- — - — .

6- / , ( * ) = - ,  / 2W  = l  + x J; 7 . 7 ( x) =  4 ^ ,  x0 =  1 .

4.2 П роизводная сл ож ной  ф ункции . Л огариф м ическое  д иф ф е­
ренцирование. П роизводная ф ункций , зад ан ны х парам етрическим и 

уравнениям и. П роизводная н еявны х ф ункц ий
Л огариф м ической п роизвод ной  функции у  - / ( х )  называется про­

изводная от логарифма этой функции, т.е.
( 1 п / ( х ) У  =  ^ 2 .

f i x )  . . . г -
Предварительное логарифмирование упрощает дифференцирование 

функций, содержащих операции умножения, деления, возведения в сте­
пень, извлечения корня.

Пример 1. Найти производную степенно-показательной функции, .. y  =  { t s * r x. - ;
Логарифмируем, получим lny  = ln(/gx)cosr, ln y  = cosx ln/gx. Диф ф е­

ренцируем обе части равенства по х :
— = (cosx)' • In tgx +  cosx • (ln /gx)'; =  ( - s in x )  • ln /g x+ co sx  ■ —-------- ;
У у  tgx cos x

y' ~ y ( -s in  x  • In fgx +  - Д —) =  (/gx)”*.1 ( -s in  x  • In fg x+ ———). -
sm x s inx  .

Если функция y(x) задана парам етрическим и уравнениям и
Г х  =  х ( 0 ,  ,  у ' ( 0  dy|у = МО. т° У х ~ x \ t ) ~  dx'
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Пример 2. Найти производную -^ ,е с л и
ах

х  = г3 + 3 /  + 1,

y  = 3t5 +  5f3 +4.
Находим jc'(0 = 3/2+3 = 3(/2+ l) , y'(t) =  15f4 + 15/2 = Ш 2(/2 +1).

У . = 5 / 2,
х  =  г3 +Зг +  1.

dy 1 5 r ( r  +1) . , 2 :
3 H a w  5 " ^ ( ? Й Г  ’

Пусть уравнение F(x,y) = 0 определяет одну или несколько так назы­
ваемых неявны х ф ункций у  = у(х).Считаем, что эти функции дифферен­
цируемы. Дифференцируем обе части уравнения по х , получаем относи­
тельно у' уравнение первой степени, из него выражаем производную.

Пример 3. Найти у'х из уравнения х 3 + 1 п у - х 2 •еу =0.
Берем производную по х от обеих частей уравнения, получим

Зх2 + ^--2 хеу - х геу -у' = 0, у ' ( - - х 2еу) = 2хеу -З х 1.

Отсюда следует, что производная равна у' =
(2хеу - 3 х 2)-у  

1 - х 2уеу

Задания д л я  аудиторной  работы
Найти производную функций, применив правило логарифмического 

дифференцирования.
, ( х -3 )2(2х-1) „  4 * -1
1-, у = — , ; 2 . у = -

л/Зд:2. — 6х + 2
ч JT-X

З.у = рс + 1)3У ^ 2  ,
З)2(* + !)'

4. у  = (s in x )lJ; 5. у =  {ctgxY

Найти производную у\ функций, заданных параметрически.
д -  3 cos21,

6.
x = r  —t, 
y ^ t1 +t;

7. : =  V l - t  
y = t~1\ 
dy

8.
^  = 4s in2r.

Найти производную У ~ от неявных функций.

9.1 пу + — = х+у; 10. (х + у)3 = 21(х-у) в точке М(2;1); 11. ycos— = егу.

Задания для и нд ивид уал ьной  работы
1 . - 4 .  Найти производные следующих функций. 
Вариант №  1.

1. у=  (- - - 2№ И ;  2. ^  =  x cosIr; 3 .{ х ~ е" ¥2' ’
(х -5 )3 [ у  =  1п(/2 -  20;

4. у 2 = х  +  1п2
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1- у

Вариант № 2.

X1 Vx+7 \(ллг. -5 j X — / б  ,

( l - x ) s V 4 x + l’
2. У = ( ^ )  ; з. 4. еу -е~* + ху = 0.

Iy = arctg 3/;

Вариант № 3.

-v = 7— 2. .у = ( ln (x + l))2*; 3. <{ 4. е1 s in y - e '> cosx =  0.
(.x+2fll3x+2  [ j '  =  (s in2/)_i;

Вариант № 4.
(2x,+ 4)J V T+31. >- =

(т + 4) 3 — ; 2. у  = (cosх )1+2; 3. j  Х lncos /’ 4. xy = arctg—.
1 - [У 11!!1 sin /; у

4.3 Дифференциал функции, его свойства и 
геометрический смысл.

Приближенные вычисления с помощью дифференциала
Дифференциалом функции у  = / О )  называется главная часть ее 

приращения, линейная относительно приращения аргумента. Диф ф е­
ренциалом аргумента называется приращение этого аргумента: &  = дх.

Дифференциал функции равен произведению ее производной на 
дифференциал аргум ента :' dy =  f'(x)dx- y'dx. ■ . ....

Геометрически дифференциал функции представляет собой прира­
щение ординаты касательной к графику функции в точке м(х,у). ,

_  „ -/■
Основные свойства дифференциала:

1. dC-0, C-const, 2. d(Cu(x)) = Cdi(x); 3. d(u(x) ± v(x)) =  du(x) ± cMx)\

4. d(u(x)-v(x)) = v(x)du{x) + u(x)d^{xy, 5. d(~) -  V̂ U — V, v =  \(x) *  0;
v v

6. d{f(u)) = f'(u)du, где u-u(x). -
Если приращение аргумента Ax мало по абсолютной величине, то 

Ay~dy и получаем формулу для приближенных вычислений с помо­
щью дифференциала / ( х 0+ А х ) и / ( х 0) + / ' ( х 0)-Дх...

Пример 1. Сравнить приращение и дифференциал функции 
у = 2х3 +5х2 -З х + 1  В точке А/0(1;5).

Решение. Составляем приращение функции
Ду = / ( х + Д х ) - / ( х )  = 2(х + Дх)3 +5(х  + Дх)2 -  3(х + Дх) +1 -  (2х3 + 5 х 2 -  Зх + 1).
По условию Х  = 1.
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Ду(1) = /(1  + Дх) -  /( х )  = 2(1 + Дх)3 + 5(1 + Дх)2 -  3(1 + Дх) +1 -  (2 + 5 -  3 +1) = 2(1 + 3 Дх + 

+ ЗДх2 + Дх3) + 5(1 + 2Дх +Дх2) - 3 - З Д х - 4  = (2 + 5 - 3 - 4 )  + Дх(6 + 10-3) + Дх2(6 + 5) + 

+ 2Дх3 = 13Дх + 11Дх2 + 2Дх3.

dy = y\\)dx, у' = 6х2 + 10х-3 , /( 1 )  = 6 + 1 0 -3  = 13, £^(1) = 13Дх.
ЕСЛИ Дх = 1, Ду = 13 + 11 + 2 = 26, dy = 13. ЕСЛИ Дх = 0,1, ТО '
Ду = 1,3+ 0,11 + 0,002 = 1,412, d y - 1,3. При МЭЛЫХ Дх Ay « dy.

X ! ЛО уПример 2. Найти дифференциал функции у = ~ 4 49-х* + y a rc s in - при
произвольных значениях аргумента и его приращения.
Решение. Находим производную заданной функции.

У = -л /4 9 -х 2 + - •  ____
2 2 2л/4 9 -

2х 49=Н---- -
2

л/49- 49

7 ,(1 - - -  
49

2 2%/49-х2

d y = S 9 - x 2dx.

. Пример 3. Вычислить приближенное значение .arcsin0,51.
Решение. Рассмотрим . функцию +  +  у  = arcsin х. Полагаем

х0 = 0,5; Дх - 0,01. Находим производную /= (a rc s in x )' = 1
л /Г^

Воспользуемся формулой
' arcsin(x0+ Д х ) я arcsin х 0 + (arcsin x ) j  -Дх. 

Получим Г
I *\ п , л  0,01 л  0,02arcsin 0,51« arcsin 0,5 +

я  0,01—, — • 0,01 — л-------- р — — .
4 1 -0 ,25  6 0,5л/3 6 -Уз

= 0,524 + 0,012 = 0,536.

Пример 4. Вычислить приближенное значение площади круга, радиус 
которого равен 3,03 м.

Решение. Известно, что площадь круга S = л R1. Пусть R = 3, ДR -  0,03. 
Тогда AS ̂  dS = 2л R-AR = 2л-3-0,03 = 0,18тг. Следовательно, площадь 
круга радиуса 3,03 м равна я-;3,032 - л - З 1 +0,18я- = 9,18я- «28,84(л<2).

Задания для  аудиторной  работы
Найти дифференциал функций:

I. у  -  xarctgx -  In л/l + x 2; 2. у  = cos3 ^Цг-; 3. у  = ctg(3x2 + In 6x);
x

. 4 + л/8 r/i —
4. у  = 10'*Л ; 5 y  = —j= ln-------------

^  4 - ^ 8  th—
2
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Найти дифференциал dy функций, заданных неявно.

6. In у - — = С; 7. х = y-arctgy.

Вычислить с помощью дифференциала приближенные значения ве­
личин.
8. In 0,995; 9. arcig 1,04; 10. rg43°; 11. Л /9.

Задания для инд и вид уал ьн ой  работы
1. -2. Найти дифференциал следующих функций.
3. -4. Вычислить приближённые значения выражений с  помощью/ . 

дифференциала. ■ • : - Л -J

Вариант № 1.
1 . у -  sh3 \х  • arccos л/д; ■,> .

Вариант № 2.
1 . у = th14х ■ arcctglx1 \

Вариант № 3.
1. у  = сА3 (Зд + 2) • arctglx',

ln(7x + 2)
( * - б Г  ’

3. V34; 1 4. In(e2 4- 0,2).

2. У

2- y.f=

_ 4 arccos Зд:
=J (x + lY ;

3arcsin(2x-7) 
(д+2)4 ;

3. \ / 26,19; ■ 4. ■— 2,9
V2,92 +16

;•  3. ^16,64; 4. (3,02)J f  (3,02)J

Вариант № 4 . f

* ' ( д - 4 ) г
3. V70; 4. In rg  47° 15’ .

4.4 П роизводны е и диф ф еренциал  ы  вы сш и х  п оряд ков

Производной второго порядка (второй производной) функции У = f(x) 
называется производная от ее производной, т. е. у" = ( / ' ( * ) ) '  =  / ”(* ) •  ,

Если s = f( t)  -  закон прямолинейного движения матёриальной точки, 
то s” = f(jt)  есть ускорение этого движения в момент времени /.

П роизводны е вы сш их п оря д ко в  (третья, четвертая и т. д.) находят­
ся при последовательном дифференцировании:

у т=(Г(х)у :  у т =(Г(х) ) \  у и)= ( г \ х ) у .
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Если функция у  = у(х) задана параметрически системой уравнений
| x = x(t),
[.У = У(‘ ),

то производные у'г, у я„, у'^, находятся по формулам:
V = S  / = о ^  v - = o a
Уг x'(t)’ ”  х '( / )  ’ х '( / )  ’

Дифференциал второго порядка определяется как дифференциал от 
дифференциала первого порядка, т. е. d2y  = d(dy). Аналогично определя­
ются дифференциалы высших порядков: d3y = d(d2y),-- •,d"y=d(d"~iy)-

Если >*=Дл),х-независимая переменная, то дифференциалы высших поряд­
ков вычисляются по формулам: cfy=y'(dtf; dy=/(d^\  - ; d'y^^idtf .

Пример 1. Найти производные всех порядков от функции
у  = Xs -  4х3 + 7х2-8 .

Решение.
/  = 5А4 -1 2 х 2 + \4х, у" = 20х - 2Ах + 14, у"  = 60х! -2 4 ,
У 4> =  120х, / 5,=120; / 6)= / ' ) = . . .  =  0.

Пример 2. Найти У л,(х ) от функции >> =  1пх 
Решение. Находим последовательно производные данной функции.

У = -  = *•*, /  = Н К \ ^  =  (-1 )(-2 )х  \  / -> = (-1 ) ( -2 ) ( -3 )х -* ,  •••,
л:

/ ” = (-1 )(  2 )(-3 ) • ( - я  +  1)х~" =  (-1 )" '1 (и -  1)!х“" ~

S

Пример 3. Найти первую и вторую производные функции, заданной 

параметрически х=1п/, у - - .

Решение. Первая производная находится по ф орм уле, у'х Ж
АО'

1
y'(0=~zT> "А0=~,

, dy < 1  ] 1

7  „ d ’y  (у'Х 1 1 1
Вторая производная — = р - : -  = у-

Пример 4. Показать, что функция у=е* + Зе1у удовлетворяет уравне­
нию у” ~6у" + 11у'-6у = 0.
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Решение. Находим первую, вторую и третью производные данной 
функции и подставляем их в уравнение.
У = М б е 1х, ■ у" = е*+12е2х, У  =  е \ +  24е2\
(ех + 24е2' )  -  6(е ' +  12е2' )  +1 Це* +  6е1х) -  6(ех +  3e2r) =  ev( l  -  6 +11 -  6) +
+ е2'(2 4  -  72 +  66 - 1 8 )  =  0.

Пример 5. При прямолинейном движении материальной точки зави­
симость пути от времени определяется уравнением s = Vt. Найти уско­
рение движущейся точки в конце четвертой секунды.

Решение.
Первая производная от пути по времени определяет скорость движе­

ния, а вторая производная -  ускорение.

.4  -

г  Задания для аудиторной работы
Найти производные второго порядка от функций: ‘

 ̂ 1 2
I. ~ 0,25л:1(21пл: — 3); 2. у = -J:sin3x----- cos3x;

'  9 27
3. x = xln(x+Vl+x2)-V l+ x 2; - ■

jx  = 2<-г2, fx = cos(/2 + I), J.v arccosVf,
= 4f — • 1 >■ = si n2 - I  y = j t - t 1.

Найти производные и -о го  порядка от функций:
7. j /  = e61; 8. у  = х"-4 ^ \  9. ^  =  (2.т +  1 )'‘ .

10. Показать, что функция у  = e2r s in5x  удовлетворяет уравнению 
/ - 4 ; / +  29^ = 0.

I I .  Найти У(1;1), У(1;1) функции, заданной неявно уравнением
хг +2у2- х у  +х + у = 4.

12. Найти дифференциалы первого и второго порядков функций: 
a) y  = ctgx + s in '1* ;  b) х = у - arctgy; с) у  = 1п (1 - х 2) -  1п(1 +  . г ).

Задания для индивидуальной работы
1 . - 2 .  Найти первую и вторую производные функций, заданных явно.
3. Записать формулу для производной п -  ого порядка указанной 

функции.
4. Найти первые две производные функции, заданной параметрически. 5

5. Найти — ^  функции, заданной неявно.
dx'
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Вариант № 1.

1. ^  =  ln V T + x r ; 2 . jy =  arcsin2x; 3■ y = ~ ~ — ; 4.
x~ - 1

5. y  = l + xey.

Вариант № 2 .

1. y  = ctg\ll - r * 3; 2. у  =  1п2л; 3■ У = -т -~ ;  4 .1  
... ... 4л -t-3 [

5. xy = e'*s.

Вариант № 3 .

1. y  = e 'i!“; 2. y  = y l - x 2 arcsine; 3. y  = —t=-; .4
■Jx

5. у  =  cos(* +  y).

Вариант № 4 .

fx =  3(2 cos t -  cos 2t), 
|  >> =  3(2 sin г - s in 2 f ) ;

л =  2 tgt,
;y =  2 s in 2? +  s in 2/;

f *  =  ln ( l +  r 2), 
\ y  = t-arctgt)\

1 JC 1 x r~ X1. y = —th-------- th1 —; 2. у = л ]4 -х г -2 a rc c o s —; 3. .y =  sm 4 x  +  cos4* ;
2 2 6 2 2



4.5 Правило Лопиталя раскрытия.неопределенных выражений
Пусть ф ункции /(х ) и ср{х) дифференцируемы в окрестности точки х0 

и <р'(х)*0. Если l im / (x )  = lim ^(x ) = 0 ( Н т / ( х )  = Нт®(х) = оо), т. е. част-•«-♦■-«о x-+xh х-»х0 х~*хп

ное в точке х„представляет собой неопределенность вида ;
0 оо f ( x )  f'(x)--  (—),то  lim — — = при условии, что существует предел от-
0  с о  <р(х) <р'(х)

ношения производных.
Если частное f ix )

<р'{х)
в точке х = ха также имеет неопределенность вида

О оо
-  или — и существуетО оо н «  т г -<р (х)

l i m ^ - r  = И т

то приходим

f i x )

к формуле

•'» ср’(х) *-** <р"(х)

В случае неопределенностей вида 0 • оо или оо -  оо надо' данное выра­
жение преобразовать алгебраически так, чтобы получить неопределен-

; ; : 0 ооности основных видов, т. е. -  или — и далее воспользоваться прави-0 оо
лом Лопиталя.

В случае неопределенности вида 0°, оо°, гс л е д у е т  прологарифмиро­
вать данную функцию и найти сначала предел ее логарифма.

Примеры. Найти пределы данных выражений.

2х+ I .
“ Г"-' = li ir, V - 1  + lnx  Го') .. (х 2 -1  +  ln x ) ' гх+  . 3I. l im - -------------- -- -  = hm -— — — гг-^-=1т1- х -

■е 10 {е’ -еУ

2. lim хг
х +  е4.V

оо4) e ^ + lx e 2” Г « Л  .. 2e3t +2е1х +4хе2* 1 +  х— = hm------— -—  = | — i= lim ---------------—--------- = lim -------=
оо у  l  +  4e

[= lim - 
oo  J r_** 16e 4e2t

^ooy 4 ,- “ 2e

3. lim x M n x  = (0-oo)= l i m ^  = f —1= НггД • — = lim — = 0.
*-*o v »-*o x~2 'M0 x - 2  -  2 ' '■

ex- l j  J x ( e -1 )  vOy M°el - l + x e  l^Oy
,. e‘ ,. 1 1
*-*°2e*+xe* ” ' 2  +  x  2
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5. l im ( l +  л1) 1'"  = (co°)= lim e xp (— • ln ( l +  x )  = e x p l i r n - ^ — ^ -  = { — 1 =
. \nx ItlX  lo o )

= exp l im — —  — =  e xp l =  e.
* - l  +  x  1

При решении этого примера было использовано основное логарифми­
ческое тождество: аь =е'"° =  е'’1"" =  ехр(Ы па).

Задания д ля  аудиторной  работы  
Найти пределы, применяя правило Лопиталя. 
l. lin / - 7* 2 + 4* + 4 . 2. Iim e ,+ g " ~ 2 ; 3. 4.

ln(e” ~e )Ml x 3 - 5 x  -i- 4 <-'» l - c o s 2x e 'v — 1

,  .. ln s in x  5. lim
Ц (я -2 х У ’ ' " “ ■ 4 *

l_
9. l im s in ( 2 x - l)-tgx>c; 10. l im x 1" ' ;

6. lim f— - c / e x l ;  7. lim f— --------— 8. lim x-ctgnx\
) ' - * 4 x - l  ln x ) '-*0

1 1 . l im x 4*'“ ; ;x-̂ 0 12 . lim (x  +  2 ' )

13. lim eг  - 1 - x 3
*-° : s in6 2x

14. l i

Задания д ля  и нд ивид уал ьной  работы
1 . - 5 .  Найти пределы с помощью правила Лопиталя.

Вариант № 1 .
, 2х3 -  7 х2 +  4х +  4
1 . lim 2 . lim

IgX хе * —е
*->24х3 - 1 1х2 - 4х +  20 ’ ' tg x -x

,  .. InV3. lim -
' i-** l - x e 1 ’

r ч/g— «
4. lim 2 - -  4; 5. Н т х ^ '" 0.x-»2̂  2 ) *-*>

Вариант № 2.

x 3+ 2x2-1 5 x -3 6
1 . lim 2 . lim

1 -  cos lx
Зх3 + 1 7 x2 +  2 lx  -  9 ’ x  ■ sin 7x

4. lim (c lg x )h l; 5. l im ln x - ln ( x - l ) -

3. lim er -1
»-** larctgx1 -  it ’

62



Вариант № 3.

х2 — I2 jc — 16■ 1. Iim - 2 . lim. 2~(ez + е 'д)с05х.
+ЪЪх-16

4. lira(cos 2jc)?  ; 5. lim (— -------- —
r ! д: - 1  1пдг

Вариант № 4.
1. lim х3- 8 * 2+21л-18

2 . lim JCCOSJf-Sinx
^ 2 л 3-13лг + 2 4 х -9 ’ '

4. limj 2 - - ) * ' 2 35. lim (— ---- - t ),*-*' 1 -х  1 - x 3

3. \im(7c-2arctgx)-]nx;

.  ж- 2 arctgx3. lim -----------r f - ;
ta(I + Ух)

4.6 Ф орм ула Тейлора и ее прилож ения
Если функция у  = f (x )  имеет производные до (и +  1)'-то порядка вклю­

чительно в некотором интервале, содержащем точку х = а, то она может 
быть представлена в виде суммы многочлена л -о й  степени и остаточ­
ного члена ЛД.х):

/ О )  = / ( в ) '+ (х-а) + (х-а)1 +■■■ + ? - О  -  а)" + R,, О),

где К (х) = 1— ^ - ( х - аГ ‘, с е  ( а ; * ) . .  Ь
(л  +  1)! '

Эта формула называется ф орм улой  Тейлора с остаточным членом в 
форме Лагранжа.

Если в этой формуле положить а = 0, то получим ф орм улу Маклорена.

ш . т * т , + т * < . . ч о , *
1! 2 ! л! (л  +  1)!

Приведем разложения некоторых функций по формуле Маклорена:

е* = 1 + ж + —  + —  + ^  + • ■ 4  —  + —^ - -  х"’:, ’ 'с е (0; х):'
2! 3! 4! л! (л  +  1)! .. ,,

ж’ х 5 "ж7 ( - 1 Г ^ -  8Ш (« + (2И + 1)|Г>-
s m * =  jc ------ + --------—  ----------------------------+  :—:— —---------=+:■■■. св(0;х).

3! 5! 7! (2 л - 1 ) !  (2 л + 1)! . .

. X2 X* х* (-1 )"ж 2COSX = l ------ + ---------- + ....+ 4— ------- + -
2! 4! 6! (2л)!

cos(cx +  (2 л +  2) —)

(2л+ 2)!
с е (0; х ).
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. v  x 2 x 3 x 4 ( - 1Г ' х "  ( - 1)'ln ( l +  x )  =  x ------ +  —   ------- +•■-■+■— —— -  +  — -  ,
2 3 4 n n +  1 U  +cx > c e (0; x).

(1 + x)" — 1+nx+ -я(«-1 ) x 2 , и(и-1)(и-2)тз , , и(я-1)(и-2)—(n-w + n
2! 3! -x  +

+ ---+x'1, neN,  (формула бинома Ньютона)
С помощью формул Тейлора или Маклорена функцию / ( * ) ,  имеющую 

достаточное число производных в точке х = а или х  = 0, можно предста­
вить приближенно многочленом некоторой степени:

е* « 1  + х; , . X е ~ 1 + х  + — ; sin x* x ; ■ x 5s in x  a x ------:
6

1 *г cosxrjI ------ ;
2

х 2 х 4c o s x « l------ + — ;
2 24

ln ( l + x ) и  x;
2

l n ( l + x ) a x -  —  
2

V l +  x » l + — -  
2

f  | х |< 1 .

Эти формулы используют для приближенного вычисления значений 
функции, для нахождения пределов. .

Пример. Найти предел отношения I im ^ ~ - c /g 2x |.

Решение.
1Пт - - - c t g  х  = lim  - - c t g x  — + ctgx I = lirnl - -1 1 c o s x Y l  cosx^

x  sin x  A x  s in x
5

=  lim s in x - x c o s x  s in x  +  x c o s x 1
x s in x■t-° x s in x

X X5 „  x 2 X

■

= 1™-т| (л -;ТГ + 7 Г ~ ^ ) - т(1-А- + 4 7 - Л4)]х4!

x ( x -------- 1--------/?,) +  x ( l -  —  + —— R.)
3! 5! 2 4! '

= litn -^ -f x 2(— -  —) + X4(A _  1 )  + R
^ x ’A  2 6 5! 4! ;

x f 2 x - x , ( -  +  - )  +  x i ( - - f - ) - / ? 5)  = l i m f - - x 2— + Л г Т 2 - - х 2 + / г , ] = - - 2  = - .  
I  v3! 2\ v5! 4! A  * 4  6 120 2A  6 2j  3 3

Задания для  аудиторной  работы
1 .Разложить многочлен/(х) = 2 х 3 -  Зх2 + 5 х+1 по степеням бинома х +1.
2. Дан многочлен У(х) = х* + 4х2 - х  + 3. Записать формулу Тейлора 

второго порядка, если а = 1. Выписать остаточный член Д2(х) в форме 
Лагранжа. Найти промежуточное значение с , соответствующее значени­
ям х = 0, х  = -1, х  = 2. Вычислить /(1,3) и оценить погрешность.

3. Для функций е \  s inx , cosx, 1п(1 +  х ) выписать четыре ненулевых чле­
на формулы Маклорена с остаточным членом в форме Пеано.
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■ 5. Записать’ формулы бинома Ньютона для функций (1 + х )4, (1 + х )5.

6. Найти предел lim — sin:>: — — г.
« ° е х - 1 -  jc —0,5дгг

Задания для индивидуальной работы
1. Разложить многочлен по степеням бинома *  -  а. ■
2. Записать формулу Тейлора 3-его порядка для функции / ( х )  при х  = а.
3. Найти первые три члена разложения заданной функции по степе­

ням х -  2. Найти приближенные значения функции в заданных точках.
4. Найти предел с помощью формулы Маклорена.
Вариант № 1. ; '

\ : Щ = х , - 4 х 1+ 7 х - й ,  а = 2. /  ; 2 . Д х ) = 1 ,  а =  _1. '

•'3.: -/(х )и = х5 —5х> +х, /(2 ,1 )  =  ? /(1 ,9 8 ) =  ? 4. l im — ^ +  х) ~ х +
' ■ м 0 x ( l - c o s 2x ).

Вариант № 2.
1. / ( х )  =  Зх‘ - 2 х % +хг - И х  <-4, а = -1.  ■ , . 2. / ( х )  =  — а - 2.
’• ■ ■' х - 1  '

з'. f (x )  = хь -  5х ! +  Зх’ +  х 2, / ( 2 ,2 )  =  ? /(1 ,9 9 ) =  ? 4. l im — ~ 1 ~  *  ~  ° ’5* '  .
- 1п(х  +  1) -  х  +  0 ,5х2

Вариант № 3.
1. / ( х )  = 5х, - 2 х ’ - З х 2 + 6 х - 9 ,  а  =  1. 2. f ( x )  = tgx, а = 0.

3. / ( х )  =  2х5 - 4 х ’  + 3 х 2 +х, / (2 ,1 )  =  ? / 0 , 9 6 ) = ?  4. ;;
*-0 е"' - 1  -  х 3 -  0,5х.4

Вариант № 4.
l . / ( x )  =  7 x ' - 4 x J + 6 x  +  5, я  =  - 1 .  2 . / ( x )  =  arcsinx, о  =  0.

3. f ( x )  = 3x6 - 4 х 5 + х *  +1, / ( 2 ,2 )  =  ? /(1 ,9 7 )  =  ? 4. i irn fc(ln(1 +  ̂ ) - - y) ; ' '
• ■ s in 2x - 2x  - '

4.7 Полное исследование функции.
Построение графика функции

1. Возрастание и убывание функции isfcno"
Функция у  =  fix)  называется монотонно возрастающей (убывающей) 

на множестве D, если для любых х, < х 2, х„ x2 e D  выполняется нера­
венство / ( х , ) < / ( х а)  (fix, > / ( х , ) ) .  Если для любых х, < х 2, х„ х2 е  D  
выполняется неравенство / ( х , ) ^ / ( х 2) { / ( х , ) > / ( х 2) ) ,  то функция на­
зывается неубывающей (невозрастающей) на множестве D.

65



Постоянная функция является одновременно и неубывающей и не­
возрастающей.

Для того, чтобы функция y  = f{x)  была возрастающей (убывающей) 
для x e D ,  необходимо и достаточно, чтобы / '( х )б ы л а  положительной 
(отрицательной) на этом множестве.

2. Экстремум функции
Функция y = f(x) в точке х  =  х0 имеет локальный максимум (мини­

мум),если существует такая окрестность точки х0, что для всех хиз
этой окрестности выполняется неравенство / ( х ) < / ( х 0) ( f ( x ) >  / ( x j )

Необходимое условие экстремума
Если функция y = f ( x )  в точке х„ имеет экстремум, то  ее производ­

ная / ' ( * „ )  или равна 0, или не существует, или равна бесконечности.
Экстремум может достигаться только в критических точках, но не вся­

кая критическая точка функции является точкой экстремума.
Достаточные условия экстремума
Теорема 1 .Критическая точка х0 является точкой экстремума функции 

f(x) . если производная / ' ( х )  при переходе х через х0 меняет знак. При 
перемене знака с « + » на « - » / ( х 0) = , при перемене с  « - » на « +>»
/ Ц  ) = /» ;•,• ; ; ;

Теорема 2. Если / ' ( х 0) =  0, / " ( х 0) * 0 , т о  функция в точке х0 имеет 
экстремум: максимум, е с л и / '( х 0)<  0, и минимум, если / ”(х0) > 0.

Пример 1. Найти интервалы возрастания и убывания , точки экстре­
мума иэкстремальные.значения функции у = х 3 -  Зх2.

Решение. Находим производную функции у'= Зх2 -бх=Зх(х -  2).
Производная положительна у’> 0, х (х -2 )> 0 ,  если х < 0  и х > 2 .
Производная отрицательна /  < 0, х(х -  2) < 0, если 0 < х < 2.
Значит,^ при хе  (-аз, 0) и (2 , + оо) функция возрастает, а при х е (0 ,2 )- 

убывает. Следовательно, х  = 0 - точка максимума, х  =  2 -  точка миниму­
ма. Находим максимальное и минимальное значения функции:

Л „(0 )  = 0; (2) = 2’ 3 • 22 = 8 -1 2  = -4 .

Выпуклость, вогнутость. Точки перегиба
График функции у = / ( * )  называется выпуклым (вогнутым) на ин­

тервале ‘ (а; Ь), если он расположен ниже (выше) касательной, проведен­
ной к кривой в любой точке этого интервала.

Достаточное условие выпуклости (вогнутости) графика функции:
Если / ”(д)<0, хе(а;Ь), то график функции выпуклый на этом интер­

вале; если же / " ( х )  >0, х  е (а; Ь), то  график функции вогнутый.
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Точка М0(ха; / ( х 0)) графика функции, отделяющая выпуклую часть 
графика от вогнутой, называется точкой  перегиба. Если х „ -аб сц исса  
точки перегиба графика функции у = / О ) , то вторая производная функ­
ции в этой точке или равна нулю, или бесконечности, или не существует:

/Xх0)= о ;  " / ' ( * „ ) =°°; fXxо )= з .
Точка М0(ха; / ( х а)) графика функции является точкой перегиба, если 

вторая производная f \ x )  меняет знак при переходе переменной х  че­
рез значение х0.

Пример 2. Найти интервалы выпуклости и вогнутости, точки перегиба 
кривой у  = х 4 -  2 х ’  -  12х2 -  6х + 5.

Решение. Находим первую и вторую производные данной ф ункции :'
У  =  4 х ’ - 6х 2 -  24х -  6, у’ = 12х 2 -  1 2 х - 24 =  12 ( х 2 - х - 2) =  12( х - 2) (х  + 1).

Кривая выпукла, если / < 0 , .  ( х + 1 ) ( х - 2 ) < 0 ,  если х е ( -1 ;2 ) .
Кривая вогнута, если у" > 0, ( х + 1)(х  -  2) >  0, х  е  (-оо; - 1)  и  (2 ; +  оо).

Значит, точки с координатами
х  =  -1 , ^  =  1 +  2 - 1 2  +  6 +  5 =  2; х  =  2, =  16 —16 — 48 —12 +- 5 .

являются точками перегиба графика данной функции.
Асимптоты кривой.

-Прямая называется асимптотой кривой _v = / (х ) ,е с л и  расстояние точ­
ки М(х,у) кривой от прямой стремится к  нулю при неограниченном уда­
лении точки М(х,у) по кривой, т. е. при стремлении хотя бы одной из 
координат к бесконечности.

Прямая х = а является вертикальной асимптотой 'кривой y  = f ( x ) ,  ес­
ли lim /(x )  = ±oo.

Прямая у = £является горизонтальной асимптотой' кривой у = / ( х ) ,
если lim f ( x )  = b.

Прямая y - k - x  + b  является наклонной асимптотой, если существуют
f(x)пределы: ^  = lim ;i - ^ ,  6 = Н т ( / (х ) -£ х ) .

,V-*« Х-*<£

- х + 4
х  +  2

Пример 3. Найти асимптоты кривой у  = :

Решение. При х - » - 2  у -»оо,  значит, прямая х  = - 2 - вертикальная 
асимптота. Находим наклонную асимптоту: у  = кх + Ь,

Зх! - х  + 4к = lim
х (х  + 2)

г ,  . f 3 x 2 - x  + 4 ,  1 .. ( Зх2 -  х + 4 - Зх2 -  6х- = 3; Ъ = l i m ------------------- Зх = l im  ----------------——— —
х + 2  } х  + 2

= Пт
Х-»ЭО I

-  7х + 4 
х  + 2

-7 . у  = З х - 7 .
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Задания для аудиторной работы
1. Найти интервалы монотонности функций: а) >■ = (2 — лг)(д: + 1)2;
b ) у  = хе~‘; с ) , y - x - a r c t g x .

' * ■■ 2 — 2х +  2
2. Найти локальные экстремумы функций: а) у  ----------------- ;

JC — 1
Ь) >■ =  х  • In 2 х'у с) у  - е " ~ .
3. Найти наименьшее ! и наибольшее значения функции 

у  = 5 -  12х + З х2 + 2 х3 на отрезке [ -3 ; 2].
4. Найти интервалы выпуклости и вогнутости, точки перегиба графика 

функции у = 1п (х 2 + 2х + 5).
■ ■■■ ■ ■■ 2\пх

5. Найти асимптоты кривых я) ^  = VI + х 2; Ь) у  = ---------с) v = ------------- .
■ „ . ■ ( х - 3 )  х
6. Провести полное исследование функции у  -  \ / ( х  + 3 )х2 и построить 

ее график.
Примерная схема исследования:
1) указать область определения функции;
2) найти точки разрыва функции, точки пересечения ее графика с 

осями координат и вертикальные асимптоты;
3) установить наличие или отсутствие четности, нечетности, перио­

д и ч н о с т и ф у н к ц и и ;........ ■
4) исследовать функцию на монотонность и экстремум;
5) определить интервалы выпуклости, вогнутости и точки перегиба;
6) найти асимптоты графика функции;
7) построить график функции.

Задания для инд ивид уал ьной  работы
Провести полное исследование данных функций и построить их гра­

фики.

Вариант № 1 . 1 . у  = --х-—-, 2 . у  = х-е~ ''; ' 3. у  = \1бх1- х >.

х 3
Вариант № 2. 1 . у = ---------— ;

* 2(х  +  1)
2 . у - х 1 -е"*; . 3. ,y =  V 6x 2 - x \

_  - _ X' + 2х 2+ 7 х — 3 _ ~  , г~  ̂ -тВ а р и а н т  № 3  1 . у - — —  ; — ; 2.у = х - е 2; Ъ.у = Ч4х’ -1 2 х .

Вариант № 4. 1 -У=
8х

(х -  2)2 ’
2. у  =  1п(х2 +  2 х  +  2); З._у =  л/4х5 -1 2 х .
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4.8 Решение практических  задач с прим енением  
теории  экстрем ум ов

' Пример 1.
Из квадратного листа жести, сторона которого равна 2а, требуется 

сделать открытый сверху ящик возможно большего объема, вырезая 
равные квадраты по углам, удаляя их и затем загибая жесть, чтобы об­
разовались бока ящика. Какова должна быть длина стороны у вырезае­
мых квадратов? '

Пусть сторона вырезаемого квадрата равна Объем ящика V= V(x).
~V(x) =  (2а -  2х)2 ■ х =  4 х(а -  х ) 2; . У'(х) =  4 (я  -  л)2 -  8 х(а -  х) =  4 (а -х){а  - х -  2х)

Решаем уравнение. КХ *) = 0 ; \4 (а -х ) (а -З л )= 0 ; .

Находим вторую'производную в точке х = -~. V'(x) -  4 (я 2 -  4а* + Зл-: ).

К '( х )  = 4 (-4 я  + 6х); V"(—) =  4 (-4 я  +  2я) =  - 8я < 0 = > (К  (а/ л  =  - — a’ -  m ax.)
3 /  •’  27

Пример 2.
Известно, что прочность бруса с : прямоугольным поперечным сечени­

ем пропорциональна его ширине Ъ и квадрату высоты к  Найти размеры 
бруса наибольшей прочности, который можно вырезать из бревна ра­
диусом Л = 2л/3 дм; . "

.Решение, г
Прочность бруса N  = kh2b, где к -  коэффициент пропорциональности, 

к >  о; Из рис 2 видно, что h1 + 6 J = 4 R2, h1 = 4R2 - b 2. Тогда получим 
N = N{b) = k{4R2- b 2)b-, N'(b) = k(4R* - 3b]); ( = > ( 6  = 2^ =  4) '

при этом А = 4л/2 дм. Так как Х"(Ь)= -6кЬ<0, то при найденных значе­
ниях высоты и ширины бруса его прочность будет максимальной.

Задания для аудиторной  работы
1. Окно имеет форму прямоугольника, завершенного полукругом. Пе­

риметр окна равен я. При каких размерах сторон прямоугольника окно 
будет пропускать наибольшее количество света ?

2. Найти стороны прямоугольника наибольшей площади, вписанного в
х 1 у 1

ЭЛЛИПС —  + ̂ 7  = 1. а b
3. Найти высоту конуса наибольшего объема, который можно вписать 

в шар радиусом R.
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4. Требуется изготовить коническую воронку с образующей, равной 20 см. 
Какой должна быть высота воронки, чтобы ее объем был наибольшим?

5. Измерения, проведенные в различных местах реки, покрытой 
льдом, показали, что скорость воды для разной глубины х меняется по 
закону v = b-m-lnx+a + k m■ ln ( f- х), Ъ, т, к, t, а -некоторы е парамет­
ры. На какой глубине реки скорость течения наибольшая?

Задания для индивидуальной работы
Решить задачи на экстремум.

Вариант № 1.
1. Найти соотношение между радиусом R и высотой Н цилиндра, 

имеющего при данном объеме V  наименьшую полную поверхность.
2. Полоса жести шириной а, имеющая прямоугольную форму, долж­

на быть согнута в виде открытого цилиндрического желоба так, чтобы 
его сечение имело форму сегмента. Каким должен быть центральный 
угол <р, опирающийся на дугу этого сегмента, чтобы вместимость жело­
ба была наибольшей?

Вариант № 2 . ,
1. Из круглого бревна диаметром (/ надо вырезать балку прямоугольно­

го сечения. Каковы, должны бьпъ ширина 6 и высота А этого сечения, что­
бы балка, будучи горизонтально расположенной и равномерно нагружен­
ной, имела наименьший прогиб? ( Величина прогиба обратно пропорцио­
нальна произведению ширины ъ поперечного сечения и куба высоты А.)

2. Из всех цилиндров, вписанных в данный конус, найти тот, у которого 
боковая поверхность наибольшая. Высота конуса Н, радиус основания R.

Вариант № 3.
1. С корабля, который стоит на якоре в 9 км от берега, нужно поспать 

гонца в лагерь, расположенный в 15 км от ближайшей к кораблю точки 
берега. Скорость посыльного при движении пешком -  5 км/ ч., а на лодке 
-  4 км/ч. В каком месте он должен пристать к берегу, чтобы попасть в ла­
герь в кратчайшее время?

2. Найти высоту конуса наибольшего объема, который можно вписать 
в шар радиусом R.

Вариант № 4.
1. На странице книги печатный текст занимает площадь S; ширина 

верхнего и нижнего полей равна а , а правого и левого - Ь. При каком 
отношении ширины к высоте текста площадь всей страницы будет 
наименьшей?

2. Из фигуры, ограниченной линиями у = Ъ*[х, х = 4, у = 0, вырезать 
прямоугольник наибольшей площади.
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V. ВЕКТОРНЫЕ И КОМПЛЕКСНЫЕ ФУНКЦИИ ДЕЙСТВИТЕЛЬНОЙ
ПЕРЕМЕННОЙ

5.1 Векторная ф ункция скал ярного  аргум ента и ее производная. 
Кривизна кривой . Уравнения касательной 

- и норм ал ьной  плоскости
Если каждому значению действительной переменной t e D c .R  по­

ставлен в соответствие вектор > (г )е  я 3' то говорят’ что на множестве Ь 
задана вектор -  функция действительной переменной г = r(t).

Задание вектор -  функции г =  r(t) равносильно заданию трех скаляр­

ных функций x(t), y(t), z(t) -координат вектора /• = г (/) :

г(0 = х(0-*+Х0•}+*(')•*■ ... ; .
1—►

Годограф ом вектор -  функции r = r(t) называется множество точек,

являющихся концами всех векторов г -  r(t) , которые приложены к нача­
лу координат. Параметрические уравнения годографа имеют вид
x = x(t), y  = y(t), z = z(t).

( lim r(f)  = r0) о (lim (x (r)• H y ( l ) - j  + z(t)-k) = x0 • i + y0 •j  + z0-k).

Если существует предел Нш;„r(j + A t) -r ( t )д t . d rr\ t)  = — , то он называет- 
dt

ся производной векторной функции r = r(t) по скалярному аргументу t.

П роизводная ?(t) есть вектор, направленный по касательной к годо­

графу вектора г = r(t) в сторону возрастания параметра t. Если * -  вре-

мя, то r\t)-  вектор скорости конца вектора r = r(t), а вектор r"{t)~вектор
ускорения. , .... . : .«Г, , , ■ .

Перечислим основны е  правила д иф ф еренцирования  вектор- 
функций скалярного аргумента:
\ .r '(t) = x \ t ) - i  + y\t)- j+ z '{ t)-k \  r"(t) =  x’(t) ■ i + y \ t )  ■ j+ z \ t )  ■ k;

2. (Ясо± Я(о у = ' f'co± 5 (0 ; з: ( a ) '= 0; 4. ( / ( о к о ) ' - -m m + mr'(ty,

5. ( r ,(0 •  r2(0 ) ' «  rftt)■ r , ( 0  +  ry( 0 •  6. ( r , (0  x  г ,(0 У  =  r / (0  * 7 , ( 0 * Ф ) x r a'(f) .

Уравнение касательной к пространственной линии 
r(t) =  x(t) ■ i+y(t) • j+ z{l) ■ к
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в точке . M6(x(t0), y(i0), z(t0)) = м 0(ха, Уь, Z„) определяется уравнениями
х~ха у - у й _ z - z 0
A h )  У%) A h ) ’

уравнение нормальной плоскости имеет вид
*'(<„) • (.х -  * „ )  + уЮ  • (у -  Уо) + Ah )  • О  -  zo)= о.

Кривизной линии в данной ее точке М называется предел отноше­
ния угла между положительными, направлениями касательных в точках 
Ми N линий (угла смежности) к длине дуги MN= As, когда N-+M,  т.е.

л : = н т ! М

где <р-у го л  между положительными направлениями касательной в точ­
ке М. и оси Ох. Кривизна кривой вычисляется по формулам:
если линия задана уравнением y = f(x), то К = — ......... .;

. ц +уУ
если линия задана параметрическими уравнениями х =  x(t), у = y{t), то

к  \ х ' - / - х ' . у ' \ _
(А  + у'2)х>

если пространственная кривая задана векторным уравнением. г = г (/),

|г'(г)хг'(01то кривизна определяется формулой: К =*
Й О Г

- Задания для аудиторной работы
1. Найти годографы векторных функций:
а) г  =  (2 г- 1)• 7 +  ( -3 / +  2 )•} +  4 / -А, . / е R; Ъ) r = V l - / 2 Л + л /Г + Т ’ - ) ,  /е [0;1];

с) г  = 5cost- »+4siiU -j+2-k,  Т е[0;27г].

2. Дано уравнение движения материальной точки г = 2 (f--sm < )-/+ 2 (l-cos0 -j. 
Определить траекторию, скорость и ускорение движения. Построить векторы

старости и ускорения при t — 7T.

3. Найти единичный касательный вектор годографа вектор -  функций:
а) г = ег' ■ i - ( t  + 8)-t3 - j  nput-0;  b) г  =  (T3 + / ) •  i - t 2 - j  nput = - \ .
4. Найти производную от скалярного и векторного произведений векто­
ров a(t) = (I; г2; / ’ ) и b{t) = ( / ;1 ; /2).
5. Написать уравнения касательной и нормальной плоскости к годогра­
ф у векторных функций:
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a) г  = 4 s in 2f  • /+4sin /cosT-_ /+ ,2cos2f при f  =  — ; -
4

• v,'/1. -» / ’ -*’• /* -* ■ ■ - ■";v -
b )  r = — / + — /Н---------- / я р ы  / =  2 .

2 3 4
6. Найти кривизну следующих линий в заданных точках:

а) у  = х* - 4 х ’ - 1 8 х 2,-: О(0;0), Л(1;-21); - 6) л 2ч -ху  +  У  = 3 , ;  
с) x = tl, 'у = ?; А/(1; 1); d) x  = 2t, y=\nt, z = 't2, t = l. ^

Задания для индивидуальной работы '
1. Найти производную от векторного произведения векторных функций
r ( f ) x /•'(/). - '
2. Написать уравнения касательной и нормальной г плоскости к кривой
при заданном значении параметра v :гп: : и n/ j  ̂  ;
3. Вычислить кривизну линий в любой точке или в точке с .заданным зна­
чением параметра.

В ариант№ 1. , ; ;>%ч

1; г  = ’(1 - / 2) -7+  (1 +  / 2) • }+-Г3 • Л; 2 .7 =  (Г + 2 /2) • 7 +  (2f -  5t2) - J+ (1 - 11) • ~k, /„ =  2:

3.' a) ? =  M + r v J + Y  b) 4 + 4  =  1, A(la,  0), в ф b). .. .
a b '  ' "

Вариант № 2. - .у

1:,;7 =  (Г+ / 2) T+ (Г— / 2) • 7+ (2 --2 ty ‘ky-• - - 2 .

3. a) г = (2cosf- cos2/) + (2s in*- sin2f) Г V />)>’ -  ln (x - f -Л = x 2).

Вариант № 3.

I. r  = cos 2/ •'/+ sin 2/ •y'+ cost-к’, 2. r = ( t - s i n t ) - /+ (Г -cos  r)-7 + 4 s in — - k , t = —.

З.л) r = acos /•  i+ a s in  /•  j+2t'-k; b) r = acos3r • /+ a s ir iJ t -j, / = —.
i--- 4 V.:,5

Вариант № 4.
_» -v - » - * - ►  j Зя*

1. r =  Л  cos2 f i + ^ s i n f  c o s t - y+ /? s in /-& ; 2 . r  =  ( (< - s in / ) ; ( l- c o s  ?);4sin—), * =  — .

-» - » - » - »  -* Jt
3 .a ) r -a c h t - i - a s h t - j ;  b) r  =3 (cos/ +  /s in / ) - ;  +  3 (s in /-? c o s 0 - j ,  f  =  —.



5.2 Ком плексны е числа. Различны е ф орм ы  их записи. 
Д ействия  над ком плексны м и числами

Комплексны м  числом  называется упорядоченная пара (а, Ь) дейст­
вительных чисел.

Алгебраическая ф орм а записи..комплексного числа имеет вид 
z = a + i-b (z = a + b-i), где а ,6 -действительные числа, г -  мнимая еди­
ница, для которой i-i = i1 = -1 . Число а называется действительной частью 
комплексного числа и обозначается а = Res, b=lmz-  мнимая часть числа.

Сложение, вы читание и ум ножение ком плексны х чисел, заданных 
в алгебраической форме, выполняются по правилам сложения, вычита­
ния и умножения двучленов вида а + Ы с заменой каждый раз /2 на -1.

Деление выполняется по формуле: — = —■ (г, ф0), -2=а} -1Ь2-ком-
-1 -2 ' ~2

плексное число, сопряженное числу z1=a1 +ib2.
Геометрически комплексное число z = a~i-b изображается точкой 

Л/(а,6)на координатной плоскости. • 4
Тригоном етрическая ф орм а записи комплексного числа z = a + i -b 

имеет вид s = г  (cos <р+ /  sin cp), где r =\z\= +Ьг -  модуль числа г ; ' д> -  его 
аргумент ,(p  = argz)-величина  угла между положительным направлени­

ем оси Ох и радиусом- вектором ОМ, причем величина угла считается 
положительной, если отсчет ведется против часовой стрелки, и отрица­
тельной, - если почасовой стрелке. Величина угла определяется из сис­
темы cos0> = ̂ / ,  sin<p=b/ ,̂ 0<(р<2х (~я<ср<я).

Д ействия -над  ком плексны м и  числам и в тригонометрической 
форме определяются по формулам: если 
г, = г,(cosip, + /s m 0>,), z2 = r2(cos^2+ (s in ^ 2),

z,z, =T|T3(cos(^ + <p2) + sin(<ft +<?,)); ^ -= J - ( c o s (^ - ^ , )  + sin(^,-<p2));
h ri

z" = r”(cosn<p+isinrup) n e N ; '4z = V r(c o s ^ + ^  — + /s in ^  k = 0,n-\.

Показательная ф орм а записи комплексного числа имеет вид z = re ,>,
где е'* = cos^ + /sin ̂  -  формула Эйлера.
Если
гх=гхё ь , г2=г2ё*,то

z,z2 = г " = г " е " ” ’,
-2 Гг

Vz =>/техр(/—+ 2 - * ), к = 0,п-1).
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Задания д ля  аудиторной  работы
1. Выполнить действия, представив результат в алгебраической форме:

а) (1 - 2/)(2 +  i f  +  5i; b) ( 2 / - / 2) +  (1 +  3 /)3; с) /6 + i “  '+ / “  +736 + / *  + i 56;

, ,  0  +  0 (3 + 0  ( 1 - 0 ( 3 - 0  . Ч Г»5+ 2 У .  ^  5 + 2 /  3 - 4 i  1
J 3 - i  3 +  / ’ , V i, , + l J ’ Л  -2 — 51 4 +  3 / 7 ‘
2. Найти действительные решения уравнения 

12((2х +  0(1 +  0  +  (х +  у )(3  -  2 0 ) =  17 +  6г.

3. Решить систему уравнений
Г .(2 + Ог, + ( 2 -
| ( 3 +  2 /)z, +  (3 -  2i)z1 =  8.

4. Записать в тригонометрической и показательной формах комплекс­
ные числа: - / ;  4; 1 — /л/З; 3+3/; 3 ^ - ;  -----------------------. v

Л  ., ..... 1 + i cosl2° + /sinl2°

5. Выполнить действия:
a) + + Ь) *4 -ivc ) \ l2 &  + 2i; d ) \fs + l.

6. Решить уравнения: ,
a ) z 3+ 2 z  +  5 =  0; b) ( z +  ! ) 4 - 1 6  =  0; c)  z 2- ( 3 - 2 / ) z  +  5 - /  =  0.

7. Вычислить суммы: •
sin<p + s in 2p  +  --- +  s in « ^ ; cos<p + cos2<p + --- + cosn<p.

Задания д ля  инд и вид уал ьн ой  работы
1. Найти значение выражения.

•: 2. Представить комплексные числа в тригонометрической и показа­
тельной формах.
• 3. Найти все корни уравнений.

4. Вычислить выражение, если z + z ' 1 = 1.

В ариант № 1 .

1. -‘- + 2Ч  z, = 2  +  3/, z ,= 3  + 2/, z, = 5 - 2 / .

2. z, =  2 -  2/, z 2 = -л /З +  /, z3 = -5 /,  z 4 =  4.
3. z 4 + l  =  0; z 2 - ( 1  - 2 /)z +  (1 +  5/) =  0.
4. z ,58+ z 153+ 2 z '123.
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Вариант № 2.

1 (£l± £ i 2^ 1 ) z , =  3 + 5/, z, = 3 - 4 / ,  ~z, = 1 - 2 7

2. z ,= 2  +  2 i/3 /', z1= 3-3i,  z ,= 4 / ,  z4= - l - / .
3. z 6 - 1  =  0; z 1 - ( 5  +  3/)z +  (10 +  5/) =  0.
4. z 158 + z 140 +  2z ‘ 98.

Вариант № 3.

1. z, =  2 +  3/, z, =  5 +  2/, z, =  3 -  2i.
Z 2

2. z, =  -Уз +  z2 =  - 4  +  4д/з"/; z3= 2 - 2 / ;  z4= -3 / .

3. z 4 - 1 6  =  0; z 2 -  (3 +  2 /)z  +  (5 +  /') =  0.
4. z152 + z 146 +  2 z '122.

Вариант № 4.

1. 2| ^zL f z i l i z i — 4 +  5/, z2 — 3 — 4/, z3= 2  +  3/.
z,

2. г ,= 3 л /з + 3 г ;  z2=2-2-yj3i; z3= - l  +  /; z4= 3 /.
3. z6 + 64 =  0; z 2 - ( 5 - 3 / ) z  +  (1 0 -5 / )  =  0.
4. z ,M + z ,58 +  2z422.
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