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ВВЕДЕНИЕ

М етод перемещений имеет широкое распространение, особенно при 
расчете сложных статических неопределимых систем с большим количеством 
лишних связей, обладающих малой подвижностью узлов -  сложных каркасных 
рам, ферм с жесткими узлами и т.д, Метод перемещений явился основой для 
разработки ряда ценных приближенных методов расчета рам -  методов Кани, 
Кросса и др.

Существует две формы решения задач по методу перемещений: канони
ческая и развернутая. Более удобной явдиется каноническая форма метода пе
ремещений, которая аналогична по форме записи уравнений методу сил. Свое 
развитие она получила в трудах Н.М. Рабиновича, А.А. Гвоздева, А.Ф. Смир
нова. Ниже рассматривается именно эта форма метода перемещений.

1. ПОДХОДЫ И ДОПУЩЕНИЯ, ПОЛОЖЕННЫЕ В ОСНОВУ МЕТОДА 
ПЕРЕМЕЩЕНИЙ

При расчете статически неопределимых систем методом сил за неиз
вестные принимаются усилия в лишних связях, после определения которых 
легко находятся внутренние усилия (М, Q, N) в любом сечении системы, а 
также может быть найдено перемещение любой точки системы.

Но задача можег быть решена и в обратном направлении. Если сначала 
выявить деформированный вид системы, или определяющие этот вид переме
щения системы, то затем можно установить соответствующее им распределе
ние внутренних усилий, что иллюстрирует и широко известная зависимость

М = Е J y".
Именно такой подход и используется в методе перемещений. При этом 

анализ показывает, что деформированный вид системы будет полностью оп
ределен, если будут известны угловые и линейные перемещения ее узлов. Это 
объясняется тем, что перемещения узлов равны перемещениям концов стерж
ней, соединяющихся в этих узлах, а деформации стержней полностью и одно
значно определяются перемещениями концов стержней. Последнее относится 
и к загруженным стержням, для которых, правда, деформированный вид бу
дет зависеть дополнительно еще и от действующей нагрузки.

Рассмотрим, например, раму, изображенную на рис.1. Деформированное 
состояние этой рамы определяется линейными и угловым перемещениями уз
лов 1 и 2; при этом число этих перемещений зависит от допущений , исполь
зуемых в методе. Так, в общем случае число перемещений, определяющих де
формации рамы, здесь равно пяти (рис. 16); в случае же неучета поперечных и 
продольных деформаций и неучета изменения длин стержней при их изгибе 
(влиянием этих величин для изгибаемых рамно-стержневых систем ввиду
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их малости обычно пренебрегают -  классическая постановка задачи) число 
этих неизвестных перемещений равно двум (рис 1в) -  А и <р.

Рис. 1

ф  Число независимых угловых и линейных смещений узлов, полностью 
и однозначно определяющих деформированный вид системы, называется 
степенью ее кинематической неопределимости.

И все эти неизвестные независимые перемещения узлов и принимаются 
за неизвестные в методе перемещений, откуда пошло и название этою  метода 
-  метод перемещений (деформаций).

Отметим, что в классической форме метода перемещений, как впрочем и 
в методе сил, для рамно-стержневых систем, как уже указывалось, использу
ются следующие допущения:

а) пренебрегается поперечными и продольными деформациями элемен
тов системы при ее деформировании;

б) принимается, что проекция изогнутого (деформированною) стержня 
на его первоначальное направление равна пер
воначальной дайне стержня (рис. 2);

в) считается, что величина углов в жест
ких узлах в процессе деформирования системы 
не изменяется;

г) углы поворота узлов и сечений стерж
ней при деформировании систем в виду их ма
лости принимаются равными тангенсам этих уг
лов.

Следует отметить, что для многих ста
тически неопределимых систем степень кинематической неопределимости 
ниже, чем степень статической неопределимости, а также, что метод переме
щений при равном числе неизвестных несколько проще в расчете, чем метод 
сил. -
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2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СТЕПЕНИ КИНЕМАТИЧЕСКОЙ 
НЕОПРЕДЕЛИМОСТИ РАМ

Степень кинематической неопределимости системы, то есть число неиз
вестных независимых угловых и линейных смещений узлов, величины которых 
надо определить для представления о деформированной схеме системы и 
соответственно для определения внутренних усилий, определяется по формуле:

П =  Пу+Пл. (1)

Здесь: Пу -  число неизвестных независимых угловых смещений узлов, 
определяемое по числу жестких узлов метода перемещений в системе; при 
этом под жесткими узлами метода перемещений (далее их будем называть 
просто жесткими узлами) здесь понимают такие, в которых соблюдается два 
условия:

- в которых жестко соединяются под любым углом два и более стержня;
- в которых происходит изменение внутренних усилий (изгибающих мо

ментов), неопределяемое исходя из обычных уравнений равновесия (статики).
Например, в раме, изображенной на рис. За, жесткими узлами, удовле

творяющими указанным условиям, будут узлы ], 2, 3 (Пу =  3); для узлов же А, 
В, С не выполняется второе условие, так как они относятся, по существу, к 
статически определимым частям системы, в которых все усилия можно опре
делить с помощью обычных методов расчета статически определимых систем.

Пл -  число независимых неизвестных линейных смещений узлов систе
мы, которое можно определять двумя способами:

1. По числу возможных независимых линейных смещений жестких (см. 
определение Пу) и шарнирных узлов системы на основе анализа ее возможно
го упругого деформирования с учетом принятых допущений (см. раздел 1).
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Например, в раме на рис. За необходимо проанализировать возможность 
и независимость линейных смещений жестких узлов 1, 2, 3 и шарнирных уз
лов 4, 5 при произвольном возможном упругом деформировании этой системы:

- узел 1 по вертикали смещаться не может, так как он закреплен от вер
тикального смещения с помощью стержня 1-Д, который на основе допущений 
а и б (см. раздел 1) не позволяет разойтись (сойтись) точкам 1 и Д, и защем
ления Д;

- по горизонтали узел 1 может смещаться, так как стержни 1-2 и 4-3  
могут изгибаться (горизонтальное перемещение узла 1 показано стрелкой с 
цифрой 1); •

- узел 2 по вертикали не может смещаться па основе тех же рассуждений, 
что и для узла 1;

- по горизонтали же узел 2 может смещаться, учитывая, что стержни 
1-2, 2-Д , 4-3 и 5-Е могут изгибаться (горизонтальное смещение узла 2 обозна
чено стрелкой и соответственно цифрой 2);

-  узел 3 по горизонтали может смещаться (по анологии с узлом 2) , но 
это его смещение будет таким же, как и горизонтальное смещение узла 2 (так 
как стержень 2 -3 , соединяющий узлы 2 и 3, на основе допущений а и б 
(раздел 1) не позволяет измениться расстоянию между этими узлами);

- но вертикали узел 3, учитывая возможность упругого деформирования 
стержней 1-4, 2-3 и 3 -5 , может смещаться (показано стрелкой с цифрой 3);

- шарнирный узел 4 в данном случае может смещаться как по горизон
тали (но одинаково с узлом 1, так как стержень 1-4 на основе допущений а и б 
не дает возможности точкам 1 и 4 разойтись), так и по вертикали (но вместе 
с узлом 3 вследствие наличия стержня 3-4);

- шарнирный узел 5 по аналогии вертикально вообще смешщъся не может, а по 
горизонтали он может смещаться только на такую же величину, как узлы 2 и 3.

Таким образом, для рамы на рисунке 3 имеем три независимых линей
ных смещений узлов (Пл = 3), а всего в итоге получаем шесть неизвестных при 
расчете ее методом перемещений:

п — пу +  пл =  3 + 3 =  б.
2. В ряде учебников для определения Пл предлагается формула

Ид “  W 'марнирпой схемы системы ~  З Д -  2 Ш  -  С 0 , (2)

согласно которой Пл равно степени свободы шарнирной схемы рамы, полу
чаемой путем введения (врезания) шарниров во все жесткие узлы, включая 
опорные (в жесткие заделки), анализируемой рамы.

Например, для рамы на рис. 1а шарнирная схема имеет вид, пред
ставленный на рис. 1г, в соответствии которому получим

пл — WW CX p ~ ЗД  —  2111 — Cq = 3-3 -2 -2  —4  • -  1.
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Для рамы же на рис. 4а, шарнирная схема которой представлена на рис. 46, 
будем иметь:

пл =  Wlu,cxp_-  3 - 4 - 2 - 3  -  6  -  0 .
Однако анализ возможного деформирования рамы по первому способу пока
зывает, что узлы 1 и 2 могут горизонтально смещаться. Таким образом, приме
нение формулы (2) приводит здесь к 
неверному результату, причиной ко
торого является мгновенная изме
няемость шарнирной схемы (рис. 46) 
рамы. То есть формула (2) будет все
гда давать неверные результаты в 
случаях, когда в шарнирной схеме 
рамы есть мгновенная изменяемость.
Поэтому при использовании формулы 
(2) всегда необходимо шарнирные
схемы систем проверять на мгновенную изменяемость и в случае ее наличия 
вносить корректировку в получаемые значения Пл. Учитывая, что этот вариант 
вычисления Пл достаточно сложен, им пользоваться не рекомендуется, а пред
лагается во всех случаях применять первый вариант определения Пл, который 
и прост, и надежен.

3. ОСНОВНАЯ СИСТЕМА МЕТОДА ПЕРЕМЕЩЕНИЙ

Основная система метода перемещений получается не отбрасыванием 
лишних связей, как это делается в методе сил, а наоборот, введением допол
нительных (фиктивных) связей, закрепляющих узлы от их возможных угло
вых и линейных смещений, которые были выявлены ранее (при определении 
степени кинематической неопределимости П); то есть во все жесткие узлы, 
которые могут поворачиваться, устанавливаются дополнительные (фиктивные) 
жесткие заделки, закрепляющие их от поворота, а все узлы (жесткие и шар
нирные), которые могут линейно смещаться (Пл), закрепляются ог этих смеще
ний с помощью постановки дополнительных (фиктивных) линейных связей. В 
качестве неизвестных при этом принимаются перемещения этих дополни
тельных связей (вместе, конечно, с узлами) и обозначаются они -  Zi (i = l...n). 
Следует отметить, что дополнительная (фиктивная) заделка в отличие от дей
ствительной заделки имеет только одну связь -  от поворота, то есть она не за
крепляет от линейных смещений.

Для рамы, представленной на рис. 1а, основная система (О.С.) метода 
перемещений имеет вид, изображенный на рис. 5. Анализ этой О.С. показыва
ет, что узел 1 с учетом установленных дополнительных связей и используемых

щш.
S)
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допущений (раздел 1) будет вести себя так, будто в нем стоит полная дейст
вительная заделка, через которую никакие пе
ремещения не передаются; аналогично узел 2 в
О.С. имеет, по существу, шарнирно-неподвиж
ную опору и через него никакие перемещения 
тоже передаваться не будут.

(Г) Таким образом, анализ показывает, что
О.С. метода перемещений является статически 
неопределимой и, по существу, представляет 
собой совокупность отдельных независящих 
друг от друга однопролетных балочек с одним либо двумя защемленными 
концами вида:

Рис. 6

При этом изгибающие моменты в О.С. метода перемещений возникают 
только в тех балочках (только на тех участках), которые непосредственно под
вержены какому-либо воздействию. На остальных же участках изгибающие 
моменты возникать не будут.

Для рамы на рис. За основная система (О.С.) метода перемещений 
представлена рис. 36.

4. КАНОНИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ МЕТОДА ПЕРЕМЕЩЕНИЙ

Таким образом, расчет статически неопределимой системы методом пе
ремещений выполняется с использованием основной системы этого метода, 
которая должна работать также как исходная система. Для достижения этого 
на основную систему метода перемещений накладываются соответствующие 
условия, в качестве которых принимается равенство нулю реакций в допол
нительных связях от совместного действия всех неизвестных перемещений и 
внешних нагрузок, так как в заданной системе этих дополнительных связей 
нет и, следовательно, реакций в них тем более быть не может. Таким образом, 
ставится задача подобрать такие значения неизвестных перемещений, при ко
торых от заданных нагрузок реактивные усилия в дополнительных связях 
должны быть равны нулю, так как этих дополнительных связей в исходной 
(рассчитываемой) системе нет.

Указанные условия записывают в виде, так называемых, канонических 
уравнений метода перемещений:
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Г11 Zj +  г 12Z2 + Г 13z3 + . . . +  гikzk + ..Л  ri„za + Rip —0 ; 
r2J Z i +  r22 Z2 +  r23 Z3 T . . . +  r2kzk + . . .  +  r2nzn +  R 2p =  0 ;
- ............................................ ...... ......................................................- .................................- ------------------------- ----------------------------------------- ----- (3)
ru ZS +  ri2 z2 + - ri3 z3 +  . . .  +  rikzk +...+ rj„zn + Rip =  0 ;

r„i Zj + rn2 z2 + rn3z3 +  ... +  rnkzk + ... +  rm zn +  Rnp =  0;

Здесь: Zk (k = l...n ) -  неизвестные (угловые и линейные) смещения узлов; 
fjk -  реактивное усилие (момент, сила) в /-той дополнительной связи (заделке, 
линейной связи) от перемещения (углового, линейного) к-той дополнительной 
связи (заделки, линейной связи) на единичную величину (zk =  /);

Rip -  реактивное усилие (момент, сила) в /-той дополнительной связи 
(заделке, линейной связи) от действия внешней нагрузки.

Ф изический смысл уравнений (для i-т ого уравнения): реактивное уси
лие (момент, сила) в /-той дополнительной связи (заделке, линейной связи) от 
перемещений всех дополнительных связей (угловых и линейных) Zj, z 2, ... ,z„ 
и внешней нагрузки равняется нулю, так как этой /-той связи в исходной рас
считываемой системе нет, она фиктивна.

Приведем примеры физического смысла коэффициентов канонических 
уравнений и уравнений в целом, например, для основной системы метода пе
ремещений, представленной на рис. 3:

гц  -  реактивный момент в 1-ой дополнительной заделке от ее же поворо
та на единичный угол;

Г S3 -  реактивная сила в 5-ой фиктивной линейной связи от поворота 3-ей 
фиктивной заделки на угол равный единице;

г26 -  реактивный момент во 2-ой дополнительной заделке от единичного 
линейного смещения 6-ой дополнительной линейной связи;

R3p -  реактивная сила в 4-ой фиктивной линейной связи от действия 
внешней нагрузки;

3-е уравнение вида: r3! Zi+r32 z2 +r33 z3 + . . . +  r3k zk+...+r3nz»+R3p = 
— О -  реактивный момент в 3-ой  дополнительной (фиктивной) заделке от пе
ремещений всех дополнительных связей на величины Z;, z2, ... , и от дей
ствия внешней нагрузки равняется нулю, так как в заданной системе (рис. За) 
этой 3-ей  заделки нет.

Отметим, что коэффициенты при неизвестных !&, имеющие одинаковые 
индексы, (га, г22, ...) называют главными , а остальные -  побочными; что 
главные коэффициенты не могут быть отрицательными; что побочные коэф
фициенты должны удовлетворять теореме о взаимности единичных реакций -  
^ik f  ki •
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5. ТАБЛИЧНЫЕ ЭПЮРЫ МЕТОДА ПЕРЕМЕЩЕНИЙ

Для определения реактивных усилий и Rip необходимо уметь опреде
лять (строить эпюры) внутренние усилия в основной системе метода переме
щений от единичных перемещений дополнительных связей (вместе, конечно, 
с соответствующими узлами) и от действия внешних нагрузок, после чего ве
личины Г;к и Rjp можно определить из условий статики. Построение же указан
ных эпюр внутренних усилий, в связи с тем, что О.С. метода перемещений 
представляет собой совокупность отдельных балочек (участков), совершенно 
независящих друг от друга, связано с умением рассчитывать эти балочки, ко
торые могут быть двух видов (см. рис. 6).

В качестве внешних воздействий на эти балочки могут выступать:
-  повороты заделок;
- линейные > смещения заделок и шарнирных опор;
- силовые факторы(сосредоточенные силы, сосредоточенные 

моменты, распределенные нагрузки).
Рассмотрим определение внутренних усилий в таких балочках от ука

занных воздействий на нескольких примерах. Расчет балочек при этом будем  
выполнять методом сил.

А. Балка, защ емленная с одной стороны, ш арнирно оперт ая с  другой
и загруженная равномерно распределенной нагрузкой

а д + 4 ^ 0 ;

М =  М х - Х х + М р

8 £ / ’

Рис. 7
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B jyw Же бШ1т при noe°Pot»e заделки 
k  E3=CtMt s t  Б

I _______ ~ ~ т ~

^ ( И )  <5и -Х ,+Л ,с ~0

-^74 дч = ~ ,  4с * -9-1:

I
I t  1 М<>

Ac I л 3EJ 3EJ
Т а +  ^ Т Я 7 -р ;

Ма ~~~ — — _ 21Л,С
V T , . м „  Ь - т Цih-b ^

Рис. 8.

M= MfX,;
3EJ 3EJ

MA = I—p-<p = — ~<p= 3up, 

л EJгде i = —  -  погонная жесткость.

С. Балка, защемленная с двух сторон, при линейном смещении одной из опор 
«А ЕЭ=C oast

Xj -  кососимметричное неизв.; 
(д=3 \ Х2, Хз -  симметр. неизв.;
'■Ay внешнее воздействие -  кососим

метричное, поэтому -  Хг = Х3 = 0.

8Ir x i + 4c = 0;4c = -A ;
1 ( 1  I 1\  2 1 I3

л ( * ш т )
Х ? 1

»
я
4 -

х 3=1

* А 2г Л з Г о

' Е Ё * , ^  М » ^ \  / " " s

J > = J 2 L *gz л

[ ) ®

[ I й

5,1 2 EJ 'v2' 2 2)' 3 2 12EJ ’ 
А, , J2EJ 12EJ

м  = м] ■ X, + ~М2 ■ Х2 + М, • X, = 

= hfr X,;
х,  I 12EJ „ 6EI 

МА — Мв — ^ А 12 ^

А;

Рис. 9
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Продолжение тлблицы 1
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Продолжение таблицы 1
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Аналогично можно получить усилия для балочек (рис.6.), из которых 
может состоять О.С. метода перемещений, и от других воздействий.

Эпюры изгибающих моментов и величины опорных реакции для рассмат
риваемых балочек от наиболее часто встречающихся воздействий приведены в 
таблице 1 (см. стр. 12-14).

6. ПОСТРОЕНИЕ ЕДИНИЧНЫХ И ГРУЗОВЫХ ЭПЮР в осн о в н о й  
СИСТЕМЕ МЕТОДА ПЕРЕМЕЩЕНИЙ

Построение единичных и грузовых эпюр внутренних усилий (изги
бающих моментов) в основной системе метода перемещений выполняется с 
использованием готовых (табличных) эпюр усилий для отдельных участков 
основной системы (см. табл. 1), каждый из которых работает независимо от 
других, на действующее непосредственно на него воздействие, в соответствии 
которому табличная эпюра с учетом конкретных параметров данного участка 
переносится на этот участок. При этом при построении единичных эпюр уси
лий вначале целесообразно представить схему деформирования основной сис
темы от соответствующего перемещения узла, которая позволяет четко вы
явить, какие элементы (участки) основной системы работают, как они работа
ют и где волокна элементов растягиваются, а где сжимаются (эшоры изги
бающих моментов должны строиться со стороны растянутых волокон). Орди
наты единичных эпюр, как видно из табличных эпюр, выражаются через по
гонные жесткости участков, представляющих собой отношения действитель
ных жесткостей участков к их длинам -  iyv ~ EJy4 /  1уЧ) что в случае задания же
сткостей участков в общем виде может вызывать некоторые трудности со 
сравнением ординат единичных эпюр на разных участках. Чтобы избежать 
этих трудностей, можно поступать но разному:

-  можно одну из погонных жесткостей участков выбрать в качестве не
которой обшей ногонной жесткости i, после чего погонные жесткости осталь
ных участков выразить через эту величину i; так, для рамы на рис. 10а погон
ные жесткости участков записываются следующим образом:

_EJ_ HJU kEJ к EJ
кп Ьз ]7 i12 i а. ̂  а fo >

и если обозначить
к

FJ /  h — / гаи EJ ~ i'h , то получим: ioi — I23 ~ U hz ~ 1

(далее в этих методических указаниях используется именно такой подход 
выражения погонных жесткостей);

-  можно записывать погонные жесткости просто через некоторую вели
чину EJ, через которую выражаются жесткости участков EJy4 -/?V4 EJ: этом
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случае погонные жесткости участков будут выражаться через указанный па
раметр E J, и для рамы на рис. 10а будут равны:

hi ~ hs — <
I
h 42 a h

EJ;

-  можно для величин i, EJ  задаться (произвольно) и некоторыми чис
ленными значениями, удобными, с нашей точки зрения, для дальнейших расче
тов; ого можно сделать в связи с тем, что впоследствии при построении оконча
тельных эпюр внутренних усилий величины i, EJ, общие для всех участков, все- 
равно сокращаются, поэтому их численные значения не влияют на результаты 
расчета; для рамы на рис. 10а удобно, например, принять i - a, a EJ=a-h.

Рис. ю .

Рама, представленная на рис. 10, как определено ранее (рис.1), имеет в 
методе перемещений два неизвестных (степень ее кинематической неопре
делимости равна двум) и основная система метода перемещений для нее имеет
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вид, показанный на рис. 1 Об, а единичные и грузовые эпюры изгибающих мо
ментов (а также соответствующие единичным перемещениям и эпюрам схемы 
деформаций) представлены на рис. Юв 1 Ож.

7. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ И СВОБОДНЫХ 
ЧЛЕНОВ КАНОНИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Коэффициента и свободные члены канонических уравнений метода пе
ремещений Тц и Rip по физическому смыслу, как уже отмечалось, могут быть 
двух видов -  реактивные моменты в дополнительных заделках и реактивные 
силы в дополнительных линейных связях. Их определение, как и определение 
любых реакций, может быть выполнено на основе уравнений равновесия либо 
всей системы, либо какой- то ее части (статический способ). Как показывает 
опыт, удобнее рассматривать равновесие отдельных частей основной системы 
метода перемещений, находящейся под тем воздействием, от которого опреде
ляется искомое реактивное усилие. При этом для реактивных усилий в допол
нительных связях в методе перемещений применяется следующее правило 
знаков -  реактивное усилие считается положительным, если его направление 
совпадает с направлением перемещения соответствующей дополнительной: 
связи. При определении неизвестные реактивные усилия следует всегда на
правлять в положительных направлениях, используя их в дальнейшем с полу
ченными знаками.

В соответствии с изложенным, определение величин г*  и Rip, пред
ставляющих по смыслу реактивные моменты в заделках, удобнее всего выпол
нять на основе рассмотрения равновесия узлов, в которых установлены соот
ветствующие дополнительные заделки, предварительно вырезав эти узлы; в ка
честве уравнений равновесия при этом составляются суммы всех моментов, 
действующих на узлы, включая внешние сосредоточенные моменты и внут
ренние изгибающие моменты в сечениях, с помощью которых узлы вырезаются; 
из этих уравнений и определяются искомые реактивные моменты в заделках.

Так, для рамы на рис. 10 при определении коэффициента т ,  представ
ляющего собой реактивный момент в 1-ой дополнительной заделке от ее же 
поворота на единичный угол, необходимо вырезать узел 1 из эпюры М, 
(построенной от поворота 1-ой заделки на единичный угол) (см. рис. Юз), из 
равновесия которого получим:

Зк Чк
Z  Mi =  0; Гц -  4 i -------i = 0; rn  = 4i н------i;

a  a
коэффицент f  i2 найдем из вырезания узла 1 на эпюре М2 (рис. 10и);

X  Ml = 0; г12 + 61 =  0 ; г12 -  -  ~  ;
h h

17



для определений свободного члена Rip необходимо вырезать 1-ый 
узел на эпюре Мр (рис. 10к):

Таким образом, первый индекс искомого коэффициента или свободного 
члена здесь, по существу, показывает номер узла, который надо: вырезать для 
определения этого коэффициента или свободного члена, а второй индекс 
указывает па эгпору, из которой этот узел надо вырезать.

Казалось бы, что и коэффициенты (свободные члены) канонических 
уравнений, представляющие по смыслу реактивные силы в дополнительных 
линейных связях, также будет удобно определять из вырезания узлов, в кото
рых эти связи установлены. Но оказывается это не'совсем так. Например, для 
определения коэффициента Г22, являющегося реактивной силой во 2-ой  до
полнительной линейной связи от ее же единичного смещения, можно, конечно, 
вырезать узел 2 на эпюре Мз (рис. 11); в результате чего получим:

Величину Q23 легко определить но эпюре М2 , используя, например,

где: 0 (> учитывает действие распределен- 
„ . Рис. 11ной нагрузки С] на участке, т.е. это эшора(за-

коп изменения) поперечных сил на участке, как в простой двухопорной балке 
(если q  нет, то Qq — 0); Мпр, Млев-  ординаты изгибающих моментов справа 
и слева по концам участка; /  длина участка, знак перед абсолютной величи
ной принимается по следующему правилу: если стержень, на котором по
строена рассматриваемая эпюра М , для совмещения его с прямой, соединяю
щей ординаты Мпр и М.жв, по кратчайшему пути необходимо поворачивать по 
часовой стрелке, то принимается знак "+", если против часовой стрелки, то 
знак В результате получим:

Следует заметить, что величину О23 можно получить и через опорную 
реакцию в стержне 2-3 от действия заданного смещения Z2 = 1, учитывая, что 
поперечная сила в приопорном сечении равна по величине реакции соответст

Ш -0 ; г22 - Q 23 —N12 -  0; г22 -  Q22 +  Л:Ъ-

формулу
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вующей опоры, которая представлена в табличных эпюрах; знак же попереч
ной силы при этом определяется по обычному правилу знаков для Q  или по 
эпюре М. Для определения же величины продольной силы N12 в стержне 1-2  
необходимо вначале по эпюре М2, используя формулу (4), построить эпюру 
поперечных сил Q2 , после чего можно будет найти из вырезания узлов вели
чину N 1-2 ; этот процесс, как видим, достаточно трудоемок.

Проще будет процедура определения коэффициентов г  я, Rip, представ
ляющих собой реакции в линейных связях, если вырезать не узлы, а части ос
новной системы метода перемещений таким образом, чтобы в уравнения рав
новесия этих частей, используемые для определения Гд, RjP, входили только 
поперечные силы; при этом в качестве уравнений равновесия удобнее всего ис
пользовать сумму проекций сил на ось, параллельную искомой реактивной силе.

Так, для определения коэффициента Г21 удобно вырезать из эпюры Mt 
верхнюю часть, показанную на рис. Юл, из рассмотрения равновесия которой 
получим

I Х  = 0; r2J+%  = 0; r2J= - | .

Аналогично найдем также коэффициент г22 (рис. 10м) и свободный член 
R2p (рис. Юн ) ,  вырезав соответствующие части основной системы из эпюр М2 
и Мр \

Ъ Х  = 0 ; г22- ! £  = £  = 0 ; г22 = 1̂ ;
h h h

Z X  = 0 ; щ р + Р1 - 1 -Р2 = 0;. R ^ ^ - P j .

Следует отметить, что значения гд и Rip можно определить и с помо
щью формулы Мора [1]. При этом величины коэффициентов г*  вычисляются 
по формулам:

М  • Mk -d s .
EJ r n = Y \Mi ds.

EJ ©
а величины свободных членов R,P по формуле

R‘p -  - X j
Mi-Mp-ф

EJ
где M p -  эпюра изгибающих моментов от внешней нагрузки в статиче

ски определимой системе, полученной из заданной системы или основной сис
темы метода перемещений удалением липших связей и в том числе обязатель
но той связи, реакция которой определяется.



Вычислим таким способом для рассматриваемого примера (рис. 10), на
пример, коэффициенты г??, Тц и свободный член Rip. Единичные эпюры в 
О.С. метода перемещений показаны на 
рис. 10, а один из возможных вариантов 
эпюры М'р - на рис. 12. Учитывая, что

h 1 1 ah  а

Ш . И Н  Е Р Ч

EJ
1'■ -  а ------:
i kEJ kEJ ki

, получим:

r12 -  r2l -  Z j

6 i\ 6i

Mj M2 ds _ h 
EJ 6 EJ

-  6i • 2i -

-4 i-
h h

„  , M~7 ds h
hJ \h J 6 EJ

( 3 i \
KhJ

+ 4 •Г'-ЯУ
К h )

15i

M, M'p ds
EJ

l _ 
6 kEJ

4- ql2 15k Л 
a

a  
6 ki ( 2 a j 8

вычисленные здесь значения совпадают с найденными ранее статическим спо
собом.

8. ПРОВЕРКИ КОЭФФИЦИЕНТОВ И СВОБОДНЫХ ЧЛЕНОВ 
КАНОНИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Проверка правильности вычисления коэффициентов и свободных членов 
канонических уравнений метода перемещений выполняется аналогично проверке 
коэффициентов уравнений в методе сил. При этом для выполнения проверок 
должна быть построена единичная суммарная эпюра Ms, т.е. эпюра, представ
ляющая сумму всех единичных эпюр Ц  в основной системе метода перемещений: 

Afs — Mj + М -> + A /j+...+ А/п . (7)
После этого в методе перемещений могуг быть выполнены следующие 

проверки:
а) универсальная проверка

М 2Ич и я 

Ы1к=1
(В)
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где ]Г У  1)к -  сумма всех единичных коэффициентов метода перемеще
ний, т.е. сумма коэффициентов по всем уравнениям метода перемещсшш

I I  ̂  =  (Гц +  Г12 +■ ■ ■+''!„ ) + (Г2! + Г32 + .. .+г2п )+ .. .+(гп1 +  Гп2 + .. .+Гт ).

Если универсальная проверка выполняется, то это подтверждает пра
вильность вычислений единичных коэффициентов; если же универсальная 
проверка не выполняется, то для выяснения, в какой группе единичных ко
эффициентов находится ошибка, можно сделать гак называемые построчные 
проверки.

6) построчные проверки, т.е. проверки коэффициентов, входящих соот
ветственно в 1-о е , 2- о е ,... п ое уравнения метода перемещений

2 J
Mj Msds 

EJ = I > *• ( i =  1 ... n). (9)

Здесь: Y.rik ~ сумма коэффициентов, входящих в i-тое уравнение мето
да перемещений.

Таких проверок, как видно, может быть п; какие-то из них будут' выпол
няться (значит соответствующие коэффициенты вычислены верно), а какие- 
то -  нет; анализ этих результатов позволяет выявить те коэффициенты, при 
вычислениях которых допущены ошибки.

Заметим, что если универсальная проверка выполняется, то необходи
мости в построчных проверках нет.

в) столбцовая проверка -  служит для проверки грузовых коэффициен
тов и выполняется по формуле :

- - ,  j
_  , М, M„ds я

х д . ( 10)

где; Rip — Rjp t /(од +  ... —Rnp - сумма всех грузовых коэффициентов; 
М р - эпюра изгибающих моментов от внешней нагрузки в статически 

определимой системе, полученной из заданной системы или основной системы 
метода перемещений путем отбрасывания лишних связей, в том числе обяза
тельно дополнительных (фиктивных) связей, в которых определяются реакции 
Rip (см., например, рис. 12).

9. ПОСТРОЕНИЕ ОКОНЧАТЕЛЬНЫХ ЭПЮР ВНУТРЕННИХ 
УСИЛИЙ И ИХ ПРОВЕРКИ

Найденные значения единичных и грузовых коэффициентов подставля
ются в систему канонических уравнений метода перемещений (3), решая кото
рую определим неизвестные метода перемещений Z, (i =  1...п). После этого
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окончательная зтор а изгибающих моментов может- быть построена на осно
ве принципа независимости перемещений по формуле

М  = ~MfZ, + M]Z2 +...+ М;/,п + Мр. (11)

Окончательная эпюра поперечных сил строится по эгаоре М  (11) с ис
пользованием формулы (4). Окончательная эпюра продольных сил строится по 
эпюре Q  способом вырезания узлов. Для подтверждения правильности расчета 
и построения окончательных эпюр М, Q и N  выполняются следующие проверки:

а) проверка равновесия узлов на эпюре М; эта проверка при расчете ра
мы методом перемещений имеет важное значение, так как на единичных (М,) 
и грузовых (Мр) эпюрах в О.С. метода перемещений без учета дополнитель
ных заделок (которых в заданной системе действительно нет) равновесие уз
лов не выполняется; в окончательной же эпюре М  равновесие узлов должно 
выполняться.

б) деформационная (кинематическая) проверка эпюры М; эта провер
ка здесь производится также, как и методе сил; но здесь для ее выполнения 
вначале необходимо для заданной системы выбрать основную систему метода 
сил (предварительно определив число лишних связей), в которой необходимо

——M.CWI
построить суммарную единичную эпюру Ms от единичных значений всех

неизвестных метода сил (или хотя бы одну из единичных эпюр M i , кото
рая охватывала бы. максимальное число участков системы); после этох'о дефор
мационная проверка выполняется по формуле

^ м 7 ,ш - м -ds _ (} (  v  , м Тили 2_ \ -------------

• M-ds
EJ

( 1 2)

Физический смысл этой проверки здесь такой же, как и в методе сил.

в) проверка равновесия узлов при построении эпюры N по эпюре Q; 
эпюра N  строится, как уже отмечалось, по эпюре Q способом вырезания узлов, 
т.е. продольные силы находятся из уравнений равновесия (уравнений проекций 
на две любые оси) сил в узлах; соблюдение равновесия всех узлов при этом 
свидетельствует о правильности расчета; если, же хотя бы в одном из узлов хо
тя бы одно из уравнений равновесия не будет- выполняться, то это значит, что 
в расчете допущена ошибка; чаще всего эта ошибка бывает связана с неверны м 
определением коэффициентов или свободных членов, представляющих собой 
реактивные силы в линейных дополнительных связях.

г) статическая проверка; выполняется также, как и в методе сил, то 
есть вычисляются суммы проекций всех внешних нагрузок и опорных реакций 
на две любые оси и сумма моментов этих же сил и опорных реакций относи
тельно любой точки, которые должны быть равны нулю.
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10. ПРИМЕР РАСЧЕТА

Рассмотрим раму, изображенную на рис. 13а; степень кинематической 
неопределимости ее равна трем (п =  пу +  щ =  2  +  1 -  3); основная система 
метода перемещений представлена на рис. 136; погонные жесткости участков

. _ £ /  . _  EJ
101 ~  -  > 112 -  124 -  г35 -  ~Г> 123 ~  ~ Т2 4 6

EJ
удобно выразить через общую для всех участков величину i = —— (EJ — 12i) ,

i
с учетом которой получим: ioi =  6 i; i12 — i24 =  I35 = 3i; i23 =  2i; (для на
глядности эти погонные жесткости участков удобно показать на основной сис
теме метода перемещений (рис. 136); единичные эпюры изгибающих моментов 
в основной системе метода перемещений Mit М2 , М3 построены на основе
схем деформаций О.С. от перемещений узлов Zj, Z2, Z3 единичной величи
ны (рис. 13в, 13е, 13и) с использованием табличных эпюр (табл.1) и показаны 
соответственно на рис. 13г, 13ж, 13к; единичные коэффициенты канонических 
уравнений определяются статическим способом: реактивные моменты r\g, Г2К 
-  из вырезания узлов 1 и 2 на эпюрах Мк , а реактивные силы г  ж- из выреза
ния верхней части рамы на эпюрах Мк -  см. рис. 13д, 13з, 13л:

- рис. 13д: ЕМ/ =  0 ; гц -  1 2 x -1 8 i -  0 ; 3 II <-u О

1М2 -  0 ; г21 — 6 i = 0 ; Г21 =  6 i;
ЕХ = 0; г31 +  9i -  0; Г31 =  -91;

- рис. 13з: ЕМ; = 0 ; r12 - 6 i ^ 0; rn  =  6 i;
ЕМ2 =  0 ; г 22 -  6 i -  1 2 i 1 2 i -  0 ; r22 =  30i;
ЕХ = 0; г si +  4,5i = 0; r32 = -4 ,5 i;

- рис. 13л: EMj =  0; Г13 +  9i =  0; Пз = -9 i;
Ш 2 =  0; Г23 +  4^ * = *23 4, Si,
ЕХ  =  0; Г33 -  4,5i -  2,25i -  0,5625i — 0; r33 =  7,3125i.

Грузовая эпюра Мр в основной системе метода перемещений представ
лена на рис. 14а. Грузовые коэффициенты (свободные члены уравнений) опре
деляются по аналогии с единичными (см. рис 146):

ЕМ, =  0; Rip +  8 - 3  == 0; R ip =  -5;
Ш 2 =  0; Rip - 8 - 3  = 0; Rip = Ц;
E X = 0 ; R3p + 2 , 5 - 6  = 0; Rsp = 3,5.
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После подстановки найденных значений единичных коэффициентов и 
свободных членов в систему уравнений (3) получим ее в виде:

(  301 ■ Zi + 61 • Z2 -9 i  ■ Zj -5=0; 
j 6 i Z j  + 3 0 i Z 2- 4 , 5 i Z 3 + 1 1 = 0;

 ̂ -9i ■ Z; ~ 4.51 • Z2 I- 7,31251 ■ Z3 +  3,5=0;
решив эту систему уравнений, найдем неизвестные перемещения узлов сис
темы

0,0484 0,4839 0,7169Z j------------ -; Zj — ; ; Zj — ; ,
l l l

после чего окончательная эпюра изгибающих моментов строится по формуле

М = Mj ■ Zj+ М2 ■ Z2+ М3 ■ Z3+ Мр

и будет иметь вид, представленный на рис. 14в; на рис. 14г показано равнове
сие узлов 1 и 2 на окончательной эшоре М.

Для выполнения деформационной проверки эпюры М  выберем для за
данной рамы, имеющей четыре липших связи (Л=4), основную систему метода

—-M.CWI
сил в виде, показанном на рис. 14д; суммарная единичная эпюра M s , по
строенная сразу от всех неизвестных X i . . . Х4 единичной величины, показана 
на рис. ] 4е; тогда деформационная проверка запишется в виде:

2-jS EJ ’ EJ
7’32^ - 2 - 2 2 ) - - U 0 , n h 2  + 4 - 5 J 1;?  0 - 2 - 2 .M 4)  +

2 3 & 2 2

= — (9764 +  13,764 -  3,312 + 34,838 +17,032 -  25,634 -  59,612 +13,161) = 
EJ

EJ
(88,559 -  88,558) ~ 0.

Эгаору поперечных сил Q  построим, вычислив на участках непрерывно
го изменения эпюры М  значения Q  по формуле (4):

Qoi
7323 О

-3 ,661  (кН); Q7; = + 6  1 \ 3 - 0
2  I 1

=  о;

е п рае. _
м ~

6-1
2

3 - 0
1

=  -6 (кН);
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s  6:Л + \10J23J12J84\ = 12+ 19б = ]3 96 (kH);
12 2 \ 4 I

e r = - y +
10,323 -  2,4841

623 = +
2 ,903-0 ■■ 0,484 (kH); Q4H =  +

= - 10,04 (kH);

8 ,677 -(-5 ,387 )
=  14,064 (kH);

Qb2~~
5$87-(-0,419)

W S - 0 >
=8-2,403-5,597 (kH);

Q T ' =
4 .4 9,613 -  0 -10,403 (kH ).

Эпюру продольных сил N  построим способом вырезания узлов (из 
эпюры поперечных сил Q):

Узел 1 Узел 2 Узел 3

ta 14,960 <0,04 ОЛб')

i ^ u L . ,  —И - > 1
f  [  »  н„ 3,eei 4 J  Ч ™23

, 3,661 ,

2Х=0; Nn  =  -3,661 (кн); Ж =0; N33 = -5,597(кн); Ш=0; 5,597 -5,597  =  0;

ЖЧ); N/o=-19,96(кн); Ж=0; Ы24 = -10,524(т); Ж=0; К35 =  +0,484(т).

1,936

ОШt I© X
5,597* I* Т

-4 -5 ,5 9 7

м

Вырезав опорные узлы, определим опорные реакции:
Узел О

119,949 

'  --3,661

^ w п т п

] W m

Узел 4 Узел5
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Статическая проверка:

ХХ=0; 3,661-14,064+10,403- 
-44+16=0; 30,064- 
-30,064=0;

2Y=0; 19,96+10,524-0,484- 
-6 -5  = 0; 30,484-
-  30,484 =  0;

ZM=0; 6 - 5 - 2 , 5 - 1 6 * 3  +
+ 4 • 4 • 2 -  3,661 • 2 + 
+14,0644-10,403 - 4 -
-  19,96-1-10,524-5 + 
+0,484-11-8,667+  
+9,613 = 0

178,193-178,191 « 0

Все проверки выполняются. Рама рассчитана верно.

11. УПРОЩЕНИЯ ПРИ РАСЧЕТАХ СИММЕТРИЧНЫХ РАМ

Симметричными называют рамы, которые обладают симметрией отно
сительно некоторой оси (оси симметрии) в конфигурации стержней, в распо
ложении опорных связей и в жесткостях стержней.

При расчете симметричных рам методом перемещений следует приме
нять и использовать все те же подходы, приводящие к упрощениям, что и в ме
тоде сил.

Основная система метода перемещений при расчете симметричных рам 
должна удовлетворять всем условиям симметрии, включая разделение всех не
известных перемещений на симметричные и кососимметричные (обратносим
метричные); при этом неизвестные, не удовлетворяющие условиям симметрии, 
необходимо сгруппировать. В результате система канонических уравнений 
метода перемещений распадется на две независимые системы, в одну из кото
рых будут входить только симметричные, а во вторую -  только кососиммет
ричные неизвестные.

Если на раму при этом будет действовать симметричная (кососим
метричная) внешняя нагрузка, то все коеосимметричные (симметричные) неиз
вестные, как и в методе сил, обратятся в нуль.

Рассмотрим, например, симметричную раму, изображенную на рис, 18а, 
степень кинематической неопределимости которой равна пяти (п — пу +  пл= 
— 2+3 — 5). Основная система для этой рамы в общем случае представле
на на рис. 186, а с учетом группировки неизвестных
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(
z'4= z 4+ z 5 ; z'3 = z 3

25=z 4- z5 >

на рис. 18в. В результате будем иметь два симметричных (z2, z 4) и три 
кососимметричных (Zj, z3, z 3) неизвестных.

Общая система уравнений при этом распадается на две независимые 
системы вида

При симметричном нагружении рамы все кососимметричные неизвест
ные будут равны нулю, т.е. 2 / =  z3 - zj  =  0 , останутся только симметричные 
неизвестные z2, z4 и основная система метода перемещений примет вид, пока
занный на рис. 18 г. Единичные эпюры изгибающих моментов при этом и со
ответствующие им схемы деформаций показаны на рис. 18д -  18з (построение
эпюры М2 на среднем участке нижнего стержня сразу от двух поворотов за
делок навстречу друг другу показано на рис. 18и). Значения единичных коэф
фициентов в этом случае будут:

При кососимметричной внешней нагрузке на раму на рис. 18а все сим
метричные неизвестные станут равны нулю (z2 = z4 = 0), останутся неизвест
ными перемещения z lt Z3, Z5 и основная система метода перемещений примет 
вид, показанный на рис. 19а. Единичные эпюры изгибающих моментов и со
ответствующие им схемы деформаций показаны на рис. 19в -  19з (при этом 

построение эпюр М , и М5 на среднем нижнем стержне от одновременного 
поворота двух заделок по часовой стрелке и  их смещения в противоположные 
стороны представлены на рис. 196, 19и). Значения единичных коэффициентов 
здесь будут равны:

r22=10ii+6i2; Г24~Г42—------- *
а

6i
Г]/= 18i+6i2; rj3=r3i = ~ ~

18i,
Г15-Г51-  ’а

г35-^53-0;
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12. ОСОБЕННОСТИ РАСЧЕТА РАМ С НАКЛОННЫМИ 
СТЕРЖНЯМИ

При наличии в рамах наклонных стержней, как, например, в раме на рис. 
20а, их расчет методом перемещений будет иметь некоторые особенности в 
сравнении с расчетом рам только с вертикальными и горизонтальными стерж
нями. Эти особенности связаны с построением единичных эпюр изгибающих 
моментов от линейных смещений дополнительных линейных связей и с опре
делением реакций в этих линейных связях.

В рамах с наклонными стержнями при действии единичных линейных 
смещений дополнительных линейных связей деформирование основной сис
темы метода перемещений может быть несколько сложнее, чем в рамах только 
с вертикальными и горизонтальными стержнями, причем некоторые узлы здесь 
могут смещаться на величину, отличную от единичной. Величины смещения 
узлов определяются на основе геометрических расчетов, выполняемых для 
возможной схемы деформирования системы с учетом принятых допущений 
(см. разд. 1) и с учетом того, иго вектор перемещений точек при повороте 
стержней направлен перпендикулярно стержням.
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I Стример, для рамы на рис. 20а, имеющей в методе перемещений три 
неизвестных (п — пу +  п:, 2  I 1 — 3), деформации основной системы, пред
ставленной на рис.20б, от линейного смещения Zj =  /  будут иметь вид, пока
занный на рис. 20в. При Hi ом смещение узла 1 перпендикулярно стержню 0 - 1 ,  
от действия которого строится эпюра М3 в этом стержне, из рассмотрения 
треугольника 1- Г 1" равно

/  л 1—  = sin а ;  A i= ------ ;
Aj since

смещение же узла 1 по вертикали, от которого строится эпюра М3 на участке 
1 -2 , равно

/  . /—  = tgce; А ,=  ------= ctg а.
А , tga

В  и т о г е  э п ю р а  Mt б у д е т  и м е т ь  в и д ,  п р е д с т а в л е н н ы й  н а  р и с .  2 0 г .

Анализ возможных вариантов определения коэффициента Гц, представ
ляющего собой реактивную силу в дополнительной линейной связи 3, стати
ческим способом показывает, что здесь нельзя вырезать часть основной систе
мы метода перемещений гак, чтобы в уравнение равновесия для определения 
гS3 входили только поперечные силы. Это вторая особенность расчета мето
дом перемещений рам с наклонными стержнями. Поэтому здесь при опреде
лении статическим способом коэффициентов, представляющих собой реактив
ные силы в линейных связях, придется находить и продольные силы в неко
торых стержнях, для чего вначале по эпюре изгибающих моментов нужно бу
дет строить соответствующую эпюру поперечных сил. Поэтому и для рамы на
рис. 20 вначале по эпюре М3 построим с использованием формулы (4) эпюру
Qi (см. рис. 20д), после чего, вырезав узел 1 (рис. 20е), найдем продольную 
силу в стержне 1 2 :

2  Z -  0; - - - - -  + ctga ■ cos а  -  N3_, ■ sina;
since l2

N 1-2 ~
ctg2 a  + 12i3

l3 sin2 a

После этого можно найти коэффициент Г33, рассматривая равновесие уз
ла 2 (рис. 20ж)

ЕК- 0; гзз~ Q2-3 — N]-2 — 0:
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Щ  I 2i2
гзз — Q2-3 + ^1-2 ~ ,2 + h

c tg " a  +
12i3

/ |  sin* 1 2 3 4 5 6 7 a

Коэффициенты, представляющие собой реактивные силы в линейных 
связях, для рам с наклонными стержнями можно, конечно, определить и с ис
пользованием формулы Мора (5), в соответствии которой для коэффициента 
г33 будем иметь:

'зз
M idx
EJ 6EJ

36ii
12 ■ 213 s in  a

+  _ .-L

6EJ
36i] t 2 .
-  f - c t g  a -2

h

h  f  36i 2 . 

6E J V  h 2

12i3
l 2 s in 2 a

c tg2 a  + 12i ,
h 2 ‘

Результаты совпадают.
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