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. В контрольную работу Х° 3 «Интегралы и дифференциальные уравнения» 
включены 7 заданий: одно задание по геме 7 «Неопределенный интеграл»; три 
задания по теме 8 «Определенный интеграл»; три задания по теме 9 
«Дифференциальные уравнения и системы».

Контрольная работы № 4 «Кратные и криволинейные интегралы» состоит 
из 5 заданий: четыре задания по теме 10 «Кратные интегралы», одно задание по 
теме 1L «Криволинейные интегралы».

В нумерации задач первое место- номер задания (задачи), второе (после 
точки) -  номер варианта. Контрольная работа должна выполняться студентом в 
соответствии со своим вариантом. Номер варианта определяется двумя 
последними цифрами номера зачетной книжки. ■

Условия задач необходимо записывать полностью. В случае, если задача 
имеет общую формулировку, ее условия следует переписать, заменяя общие 
данные конкретными, соответствующими номеру варианта. Решение всех задач 
Приводить подробно я аккуратно, давать достаточные пояснения и делать 
необходимые рисунки и таблицы.

Каждую контрольную работу надо выполнять в отдельной тетради, 
оставляя поля. ' ■

Организационно-методические указания

Вопросы программы курса «Высш ая математика» 
. 2 семестр ' ; : ■

Тема 6. Комплексные числа.

Комплексные числа (КЧ). , .
Различные формы записи КЧ. Геометрическое изображение КЧ. 
Действия над комплексными числами. Понятие комплексной 
функции действительного аргумента.

Тема 7. Неопределенный интеграл.

Первообразная и неопределенный интеграл. .
Первообразная функции. .
Неопределенный интеграл и его свойства.
Табличное интегрирование. :

Основные методы интегрирования.
Интегрирование подстановкой. Интефирование по частям. 
Интегрирование простейших дробей. .
Интегрирование некоторых иррациональных выражений. ' 

Основные методы интегрирования.
Интегрирование рациональных дробей.
Интегрирование тригонометрических выражений.
Интегралы, не выражающиеся через элементарные функции.
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Тема 8. Определенный интеграл.
Определенный интеграл.

Задача о площади криволинейной трапеции. Интегральные суммы 
Римана и их свойства. Определенный интеграл, его геометрический и, 
механический смыслы. Классы функций, интегрируемых по Риману. 

Свойства определенного интеграла.
Основные свойства определенного интеграла. Интегралы с переменным 
верхним пределом. Теорема Барроу. Формула Ньютона-Лейбница. 
Замена переменных и интегрирование по частям в определенном 
Интеграле. . .

Несобственные интегралы.
Несобственные интегралы первого рода. Признаки сходимости. 
Несобственные интегралы второго рода. Признаки сходимости. Главное 
значение несобственного интеграла.

Геометрические приложения определенного интеграла.
Площадь плоской фигуры в декартовой системе координат. Площадь 
плоской фигуры в полярных координатах. Вычисление объема тела по 
параллельным сечениям. Вычисление объемов тел вращения.

Гладкие кривые на плоскости.
Дифференциал длины душ. Вычисление длины дуги кривой. Кривизна 
плоской кривой. Радиус и круг кривизны. Эволюта и эвольвента кривой. 

Физические приложения определенного интеграла.
Работа переменной силы. Масса неоднородного стержня. Статические 
моменты и координаты центра тяжести гладкой, кривой. Центр масс 
плоской пластинки. Моменты инерции плоской кривой.

Тема 9. Дифференциальные уравнения и системы.
Дифференщальные уравнения (ЦУ) первого порядка. .

Понятие дифференциального уравнения. Физические задачи, 
приводящие к ДУ первого порядка. Задача Коши. Теорема, 
существования и единственности решения задачи Коши. Понятие 
общего решения. Особое решение. Метод изоклин. '

Классы Д У  первого порядка, интегрируемые в квадратурах.
ДУ с разделяющимися переменными. Однородные ДУ и уравнения 
приводящие к ним. Линейные уравнения; Уравнение Бернулли.

ДУ высших порядков.
Понятие уравнения высшего порядка. Задача Коши. Уравнения, 
допускающие понижение порядка. Задачи о второй космической 
скорости и изгибе стержня. .

Однородные линейные дифференциал ьные уравнения (ЛДУ).
Общие понятия. Линейный дифференциальный оператор, его свойства. 
Свойства решений однородных ЛДУ. Линейная независимость функций. 
Определитель Вронского. Теорема о структуре общего решения 
однородного ЛДУ.

Неоднородные ЛДУ.
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Структура общего решения неоднородного ЛДУ, Принцип 
суперпозиций решений. Метод Лагранжа (метод вариации 
произвольных постоянных). Понижение порядка неоднородных ЛДУ. 
ЛНДУ 2-го порядка с постоянными коэффициентами и со специальной 
правой частью.

ЛДУ с постоянными коэффициентами.
Однородные ЛДУ 2-го порядка с постоянными коэффициентами. Метод 
Эйлера. Однородные ЛДУ высших порядков с постоянными 
коэффициентами. Приложения к описанию линейных моделей. 

Неоднородные ЛДУ со специальной правой частью,
ЛДУ 2-го порядка со специальной правой частью. Системы ДУ: общие 
понятия, фазовая плоскость, фазовые Траектории. Метод исключения. 

Линейные однородные системы Д У  с постоянными коэффициентами.
Характеристическое уравнение. Случай, когда корни 
характеристического уравнения различные между собой 
действительные числа.

Тема 10. Кратные интегралы.
Двойной интеграл.

Задачи, приводящие к понятию двойного интеграла. Определение, 
свойства и вычисление двойного интеграла: Двойной интеграл в 
полярных координатах.

Приложения двойного интеграла.
Вычисление объемов. Масса тонкой пластинки. Статические моменты и 
координаты центра тяжести пластинки. Момент инерции пластинки. 

Тройной интеграл. ■
Задачи, приводящие к понятию тройного интеграла. Определение и 
свойства тройного интеграла. Вычисление тройного интеграла по 
правильной области.

Приложения тройного интеграла.
Тройной интеграл в цилиндрических м сферических координатах. 
Объем и масса тела. Статические моменты И координаты центра 
тяжести тела. Моменты инерции тела. .

Тема 11. Криволинейные интегралы.
Кривапгшейные интегралы 1-города (КРИ-1).

Задача, приводящая к понятию криволинейного интеграла по дуге. 
Определение и свойства КРИ-1. Вычисление КРИ-1. Приложения 
КРИ I.

Линейный интеграл. ,
Работа переменной силы. Определение, свойства и вычисление 
линейного интеграла. Связь линейного интеграла с криволинейным 
интегралом первого рода.

Независимость линейного интеграла от пути интегрирования
Формула Грина. Независимость КРИ-2 рода от пути интегрирования.
Восстановление функции по ее полному дифференциалу. Приложения КРИ-2.
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА N 3
"Интегралы и дифференциальные уравнения*

Задание 1. Найти неопределенные интегралы (результата в случаях 
а), б) и в) проверить дифференцированием).

dx3 / 1f 3 + V х — 2х , г ах N г1,1. j--------  -------dx; д-j i-----------------= = ■ ;  в} |х .
V* \arcsia*)3V l - * 2

e2*dx:

Г 4 - . ?  ̂ г Г Зх+ 3г) Icos Зх-sm Эхах; д) 1—г---------
J Jx 2 - 4 x - 2

dx‘y

U ,  а) |
2х2 + ъ4х — 1 _ г ехскх

2х
г с ох с

ф  6) ",.... в) (5х -  2) • Inxdx;
Зт  * J

г) Jr/sin4 х • cos3 xdx\ д) J—~
+ 2

Зх  ̂—х-+ 5
- ф ;

и .  . )  - 5 *с, « )  j fS S S B ^ b ;  „

г) jcos3 х -sin8 xdx\

l + x£

д) j— :-— dx\ 
J2x2 + x — 4

1.4. a) J
2-\/x — x2 + 3

Tx
„4 „ -_3 .

йЬс; 6) J—— E. j"(3j3c -+-1) - cos xdx;

r 4 . 3 i . г 2x  ̂ ,r) jcos x - sm хох; д) J——----------~ax\
3x~ +- 2x -  7

Mx -- 2x + 5 , „ + lox , r, . . .1.5. a) J---— — —dx\ 6) j ----------dx; в) J(2 -  x) - sm xc/x;
x

fcos.'1 хйх: rcos. xax 
Г J з/ • 4 ’Vsm x

, f 8-13* ,
Д) J-з;— - —

f
1.6. a) J-

2x —\fx -h 4

T.

dx\ 6) J-

* 2 +5 * —1 

sin xdx

%cos2 *
в) I*  • arcsin xdx;

3 Sx
r) I л/sin3 2x • cos3 2xdx; д) j— ------:—dx;

3 14x2 + 2* -  3
/  2Źjx ,--------- :

1.7.. a) J l [x — -^- + 3 dx; 6) J*-i/3-x2ćfcc; b) j(3x + 4)cosxdx\

(-cos3*  , r 3 x -2
r) dx\ ■ д) -=— ■——~ ф

. . * 2 +  5* - 1 :
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, „ ч ;2х3 ~ 4 х  +  А J fV4-t-lnx , f . „ ,1-8, a) j — ----- -------ax; 6) J---------- dx; в) jx-sm 3xdx\
X x

r) [sin4 Зх-cos5 3xdx; д) [-------— ------- ;
J 4x2 -  5x +  4

г cos3x<fe г ■ т ,6) ------------- ; в) x-sxn2xć&;
 ̂4 4- sin 3x 3

r3x2 - V x  +  2 , 
1-9. a) --------- --------—с/х;J V

r) jsin4 2x - cos2 2xdx; д) J 5x4-1

' [2 x3 —V ?  4-1 г
1.10. a) J--------- j=------- dx; .6) [■

л/х J

r sin3 x , i­
r) i j r =t adXi ^  J

x -  4x 4-1 

si nxdx 

1 —cosx

X 4-1

2x 4 -3 x -4

dx;

в) jx  - sin(x -  5)dx; 

dx;

U l. a) J­

’ > I

- U 5 - 5x2 +  3
dx; 6) j"

xdx
7 >

2x“ - 7
в) jx  • arctg2xdx;

sin3 x
s з Vcos x

dr, Д) j"— — dr, 
Зх 4-JC+.1

1.11. a) i x

1.13. a) |

r  1 , , r4/ln (x4-l) ■ r •
v x — j =  + \ k±ry 6) j -----------------dx; в) Jaxccos2xa[r;

Vx3 j
. ?v ... I

dx;

xdx

tk-, <"**.......  O 'J
r) fc/cos2 X‘SinJ xcfe; д) f— -2-----------

J J 3 x2 - 2 x 4 - 6

x2 - T x
-i jb c ;  6) ^  в) f

2x -f- x + 5

r) Ĵ /sin2^ • cosł dx\ д) jarctgxdx;

. . .  ч rVx2 -2 x 5 +5 , r cosx ■ ■ f s
1.14. a) J ------------------ ax; o) j — -— ах; в) J x-łgxax;

r) [л/cos3 2x ■ sin3 2xcbc; д) f  • •X -  ■
J x2 + x  — 2

i * . * . ;
X

dx;

, rarcsin3 xdx r . 7 ,
dx; 6) j—   ■:....—; в) J(x2 4-2)e Xdx;

r) f
cos3 xdx
5 Г Г } ’yjsm x

V1 - x 2

д) f-  l X .....
J 5 x2 - 3 x 4 - 2
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1.16. а) [
х3 — Зх4 + 2 ск; б) j ere* d x ;  в) Jx2 -sin2 xdx;

г) jsin2 2х ■ cos4 2xdx; д) J

cos х 
х + 4

2x -  6x — 8

1.17. з) Jj2x3- 3 V ? ” + - W ,  6) Je7x2+2 ■хо'х; в) Jx2(cos2x + 3)<&;

c sin3 x ,
r) b = = = < f c ;

Vcos2 X

r
1.18. a) j

2x4 -л/х5" +5

r) [л/cos4 x * sin3

i- x + 4
д) — -̂--------- ж ;

J2x" - 7 x  + l

dx; 6) J«4smx-cosxdx; b) [ ( x2+2 )-e~xdx;

xdx; д) f— r-~-------- dx;
j 2x2 - 5 x +2 -

f
1.19. a) j-

Зх2 -  л/х3 + 7 . ... f dx
-dr, 6) j -

(x  + 5)in (x  + 5)

Г 4 4 . r 4 x - l
r) Jsin 2x ■ cos 2xdx\ д) J— ------------ -

в) Jarcsin 2xdx;

4x -  4x + 5

1.20. a) J— ---- 6) [ ln (X~ r' - dx; в) j (x 2 -3 )cosxdx;

v) J-
cos4 2x

dx:;

x — S

, Г j  .д) — ;---------dx;
2x "Ь x +1л/sin2 2x

1.21. а) j ^ /х2 --k + 4 ^ b c , 6) в) J(x2 +1 )e~xdr,

r) f
sin3 2x

dx\
г Х + 1 . .

д) — ;-----------ax;
3x2 -  2x -  3
5,гл/х-2х3+ 6  Лп5( х - 7 )  , f, 2

1.22. a) j— ----------- dx\ 6) i ""Зх, в} j (x  dx,
J v J x —7

4x +  8
-dx;r) [sin4 3x • cos5 3xdx- д) f— —

J J4x2 -,

1.23: a) f— ~ lx + 4 dx; 6) p 5 ~  '̂-cZx; в) (x 2 cos2 xdx\
3 ~2 ■ Jcos23x J

r) |Vsin4 x • cos3 x<sŁy;
f 5x + l ,

д) -----------ax\
Jx2-4x  + l

x



1.24. а)

г)

1.25. а)

г)

1.26. а)

г)

1.27. а)

г)

1.28. а)

г)

1.29. а) 

г)

1.3». а)

г)

{Гл/к -  Щ=- + 2 dx; б) — ~dx; в) fb.(x —5)ć&;
\  Ых J 3 sinz 5x 3

Jsin3 x -cosB xdx\ д) j-
xdx

2x +2x + 5

f c ---r -!-2̂|idx\ 6) f----------—. ....; в) f(.r2 + x)cosxdc:
J J sin2 3

x — 3

x

[sin4 2x- coss 2xdx; д) Г
3 3x2 -5  x+4

dx;

-~2xz +3
dx; 6) |

dx

3cos x
dx;

sin x

'J l-2 5 x2 -arcsm5x 

д) f— —~dx;
. 2x2 + 8 x -6

; в) f(x2 + 2)e xdx',

л/х 2 Л , rxAdx г. г -v ,--------1—hl dx; 6) j—5— ; в) (x -l)e  dx\
X X1 J "V  +l -

jsin3 x- żjcos3 xdx', д) J-
2 — x

4x2 +\6x-12.
-dx;

2x2 5 4
| —■==------ + 6|dx; 6) fe31 ■x1dx в) fx-sin2 хек;
\ л £  X )  J J

Jsiti4 x ■ cos7 xdx; д) |— ~~— --- dx;
Зхг ~6 x~9

| -------y + 5 jd x ; g) в) Jarcsm9xefc;
xdx

x x

[sin6 3x-cos3 3xdx: . Г 2X “ 1 ,
д ) ---------- г Л ;

J3 + x - 2 x 2

 ̂2jc ̂  5 7
I —■==-----+ 6 Их; 6) fe4-5* -xcfc; в) Ix-aj’-cfg2x4ix;
\  dx x j  J 3

sm x
>3/ 4Vcos x

dx\ д) f— j — - — dx. 
J3x2 + x —1
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Задание 2. Вычислить определенный интеграл

\4xdx
2.1. J-

4 4- х
%4х—ъ .

2.2. ---------- с/х;
J х3 х

2.3. 3 х1 + 'JY+x

о4 х  +  5

2.13.
4 
9

2.16. J-

JC — 1 

dx

xVx ~ 7

2Л9- J
7 2 *- X ЙХ

л/х ~  4

2.22.

О 
6
;х + 10’

25
9

, 4f 4 х ~2 ■ 4fVxiir
2.4. ----- .... :—  dx; 2.5. -

°j-Чх? cbc 
2.7. - 7 = ----

-s" / ? +3 

4r г1т
2.10. j

2.8. f -

x —6 

dx

4Г х {х -\ У  

1 +  Х

2.6. f

2
2.9. f

лЛ + х 

xdx

■Лх + 7 ’ 

dbc

2 + ̂ T ;

й&с;

2.12.■ f i +  x2.11. J---- = ;
gX + VX 
II rr dx r

2.14. -----7 = ;  2.15. -
h + 4 7 Ź 5  5

xcfc 

dx

1+л/х~Т

™'\ г X + 1
2.17. > 1— r^-~dx;

■ ; з Xv-V•- 1

f л/х+4 ,
2.20. j ------- dx;i v

2.18. J-
9 X3(fe

-J x -7  ’

0 x*dx

~Ą
16

223. f
dx

r dx 
2.25. I—p = = ;

j хых~2

4f x 2tfe2.26.
W * ~  2

2.21. ( - = = ,
_'л/х + 2

3
2.24. Г 6&

1 4- yfx~~2

X~1f X— i _
2.27. — ax;

:х ы х -2

2.28. j-
--4 3 г.- X Oa

10

V x + 6
2.29. |

iir

3 +  л/х~6
2.30. f-J •

cbc

2 -i- -jx  s ’

Задание 3. Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченной 
данными кривыми. Выполнить рисунок.

3.1. Зх2 - 4 у  = 0, 2х-  4>> +■ 1 = 0;

3.2. Зх2 +4у  -0 ,

3.3. 2х + 3у 1 -  О,
3.4. Зх2 —4у = 0,

3.5. Зх2 + 4у = О,

3.6. 2х2 -  Зу = О,

2х -  4у -1  =  0; 

2х + 2 у -f* 1 =  0; 

2х + 4у -1  = Oj 

2х + 4у +1 =  0; 

2х + 2у ~ 1 =  0;

10



3.7. 3x2 — 2y =  0, 2х — 2у +1 =  0;

3.8. 4x + 3y 2 =0 , 4х У 2у +  1—0;

3.9. 3x2 — 2y = 0, 2 х + 2 у -1  = 0;

3.10. 4 x - 3 y 2 =0 , 4 х + 2 у -1  =  0;

3.11. y - 3 x 2 + l, З х - у + 7 = 0;

3.12. y - x 2 =0, х +  у -  3 — 0;

3.13. у + x2 -  0, х —у — 2 = 0;

3.14, 2хг + Зу =  0, х -  у -  3 =  0;

3.15. у2 — 4 - х  = 0, х -  2 =  0;

3.16. у 2 - 2 х = 0 , 2 х -3  =  0;

ЗД?; Зу 4- X2 — 0, у  +1 =  0;

3.18. у - З х  + х 2 =0 , у  +  х  =  0;

3.19. у2 —9х -  0, у ~ 3 х ~ 0 ;

3.20. у - З х  +  х 2 =0 , у  -  х = 0;
3.21. ух= 6, х + у  -  7 =  0;

3.22. у 2 — х -  1 =  0, х — 5 =  0;

3.23. у 2 — 4х = 0, х —у ~ 0;

3.24. у - 2 х  +  х 2 =0, 1 „ у - ~ х =  0; 
4

3.25. у — х + х2 =0, у  =  0;

3
х " 3 ,  у — 0;

3.27. у 2 ~  4 + х = 0, х = 0;

х 2
3.28. у - 2  + —  = 0, 

2
х + у = 2, х = 0:

3.29. у = Зх - х 2, у = -х;

3.30. у  *~х2 - 4 х  =  0, у -х -4 = 0 ; ..

Задание 4. Какую работу надо затратить, чтобы сжать пружину на 1 
см, если сила в f  Ньютонов сжимает ее на Т  см? .

4.1. t =  6, f = l ,  Т — 2; 
4.3. t = 5, f = 5 ,  T = l ;
4.5. t =8 ,  f = 3 ,  T =  4;

4.2. t =  4, f = 2 ,  T = 6; 
4.4. t =  3, f = l ,  T = 4;
4.6. t =  2, f  =  3, T = 5;
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4,7. t = 7, f  = 7, T = l; 
4.9. t=10, f  = 7, T = 5; 
4.11. t=7, f=6, T = 3 
4.13. t=6, f=8, T = 4 
4.15. t = 4, f=  7, T = 1 

/•Cfftf=7, f=3, T = 6 
'4.19. 1 = 10,f=5, T = 5 
4.21. t = 4, f=5, T = 6 
4.23.1=9, f  = 5, T = 6 
4.25. t=12,f=6, T = 6 
4.27. t = 4, f  = 10, T = 2 
4.29. t=6, f=5, T = 3

4.8. t = 3, f=4, T = 5; 
4.10. t - ‘ 9, f = 5 ,  T =  2; 

4.12. 1 = 8, f=4, 1 = 5; 
4.14.t = 3, f=2, T = 1; 
4.16. t = 5, f=  10, T = 3; 
4.18. t = 9, f = 2 ,  T = 4; 
4.20.1=2,  f  =  2, T = l ;  
4.22. t = 6, f  = 3, T = 2;
4.24.1 = 8, f=2, T = 5;
4.26.1 = 7, f=7, T = 1; 
4.28. t = 5, f=4, T = 2; 
4.30. t= 10, f=6, T - ■ 4.

Задание 5. Найти общее решение дифференциального уравнения 1-ш 
порядка и частное решение, удовлетворяющее начальному условию у =  у 9

при х — .

_ . ciy . 'у —4д; , 1
5.1. -~-+4у==х е , у 0 =  0, х0 = - .

ах i
5.2. (x + 3 y )d x -(3 x -y )d y  = 0, у0 =0 ,  * 0 =1-

5.3. у ' ~ ytgx ~ sin 2х, у 0 = 1 ,  х0 =  0.

5.4. (1+х2)> / -2 лу=  (l +  x2)f ,  у 0 =5, х0 - - 2 .

5.5. (х2 — 2у 2^/х + 2xy<iy =  0, у 0 = 1, ха =  1.

5.6. ху' = у^1 + In ~ j, у0 =  е, х0 =1,

5.7. y 'co sx  +  ys inx =  1, у 0 = 2, х0 =0 .

5.8. х(х У 2y)cfy -  y 2dx =  0, у 0 = 1, х0 = 1.

1

COS X
у 0 - 0 ,  хо =0.5.9. у ' ..ytgx -■

5.10. — Z2— =  x, у о - 3 ,  х0 =2л/2. 
ф  х +1

5.11. 2х2у ' = х 2 + у 2, у 0 =0 , х0 =1.

5.12. у ' cos2 х + у  = lgx, у 0 = -1 , х0 0̂.

5.13. (l + х2 ]у' + у = arctgz, у0=1, х0=0.

5.14. xpr = x sin — + у, у 0 =ж,  х0 =2.
X
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5.15. / л Я  -  х2 + у = arcsm х, у0 = 1, х0 = 0.

5.16. y' + 2ytg2x=z sin4x, у0 =0, х0 =0 .

^5Л 7Г> ' = Z l +9Z  + 9, у0 =1, = 1:
"... х х
5.18. у ' + у ^ - е 2ху 2,- j 0 =1, х0 =0.

5.19. ху - у ~ х  cosх, Jo = — , хо=™ ’

5.20. хуг = у + -jx2 + у^, Уъ — 0, х0 — 1.

5.21. ydx у  (jx y  — xjdy — 0, у0 =1, х0 =1.

5.22. ху' --- у (] У in у  -  1пх), у0 ~ е 2, х0 =1.

5.23. ху’ + у = - х гу2, у0 =1, % = 1.
7t

5.24. у sirix-усозл = 1, у0 = 0, х0 = —.

5.25. î -y[xy -  y)dx + xdy — 0, yn = 4е, x0=e. . ,

5.26. x2y ’ = y (x  + y), y0= - 1, x6 -e ,  ■■ ,

5.27. xy '+2y ~3x5y 2, yQ= - l ,  jc0 =1. .

5.28. y r + 2xy — 3x2e~x , yQ -  O, x0 -0 .  !

5.29. (x -  y)ydy -  x2 dy = O, y0 = e, x0 = e.

5.30. (x + l )y ‘ + y  — y? + x 2, y0 =0, x0 =0.

Задание 6. Найти общее решение дифференциального уравнения 
частное решение, удовлетворяющее -начальным условиям.

6Д у” ~6у' + 9 у ^ х 2 -х+Ъ, y (o )= j,  >,г(б)= “ •

6.2 у " - у =  9хе2х, у(о)=0, У(0) = — 5.
63 у ’г - 3 / + 2 у = е $х(3 -4 х ),  у (0 )=0 , / (о )= 0 .

6.4 у" + 4у = 8sin 2х, у(о)=0, у'(о)=0,

6.5 у” -  4у'+ 4у ~ е 2х, у(о)=1, у'(о)=0.
6.6 у” + у ' -  2у =  cosx -3 s in x , у (о )= 1 , у '(о )= 2 .

6.7 у " + у ' =  е~х, y (0 )= I, / (0 )= -1 .

6.8 у ’ ~ 4 у ' + 4у =  2sin2x, у(о)=1, у '(о )=0 .



6.9 у" -  у' =  2(1 -  х), у (о )-1 , у '(о )=1 .

6Л0 у "+ 2 у г -6 х 2 + 2 x -h li у (о }= 2 , у '{0) = 2.

6.11 уп ~ 2 у '-& у -\ 6 х 2 + 2, у (Ь )=0 , у '(о )=5 .

6.12 у ” л- А у -3  cosх, у(о)=1., у'(о)=2.

6.13 у й -  у ' — 2у — Зе2х, у ( 0)=2, у'(о)-5.

6.14 у" — 2у' =  2л + 1, у(о)=1, у'(о)=1.

6.15 у ' - 2 у '  + у = 9е-2*, у (0)=1, / (о )-1 .

6.16 у ' -  4^ = 4sin2x3 j(o )= 2 ł у'(о)=7.

1 6.17 у  -t у ’ - 3 cosх, у (0 )~ 0 , у '(о )=1 . .

6.18 у* -  у ' -  6у -  6х2 -  4х -  3, у(о)= 3} 3/(0)=  5 

М 9 / - 3 /  = Зе3*, у(о)=4, у'(о)=4.

6.20 у -  4 у* + 5у = 5х -  4, у (о )=0 , у '(о )=3 .

6.21 у ” + у ’ — 2у =  3sinx, у(о)=1, у '(о )-2 .

6.22 у '-4 у - (3 х -1 )е ~ * ,  у(<>)=0, /(0)=-4.

6.23 у* + y6sin2x, у(;т) = -1, у'(яг)—-4. ■

6.24/ - 5 /  = 10jc + 3, у(о)=2, у'(о)=4. .

6.25 у ” + у '~ 2 у ^ 4 е 2х, у(о)= 3, у'(о)-5.

6.26 у* ~ 2у' =  6х2 -  6х -  2, у ( о ) - 1, у '(о )=  1.

6.27/ _ 4 /  + Зу = 8е5*, у(о)= 3, у '(о )= 7 .

6.28 у" 4- 16у = 7cos3x, у(о ) = 1, у'(о)—4.

. 6.29 /  + ву ' 4- 9 у  ~  2е~Ъх, у(0 ) =1, у '(о) -  -3.

6.30 У  + 2у ' + у -  -2  sin л +  л + 2, у (о )=  1, у '(О )- 2.
Задание 7. Найти общее решение системы дифференциальных 

уравнений методом исключения.
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7.

10.

13.

16.

dx
~dt~

<Ьi ;
.dt

dx

dt

£t
dt 

\ dx 

~dt

Ф
,dt

dx

dt
dy_
dt

19.

22.-

25.

28.

dx
dt

ŚL
dt

dx

dt
dy

dt

dx
dt
dy_

Idt

dx
~dt
dy

dt

= - x  + 3y

- 2x -  2 у

-  5x+ 4у  

= 4jc + 5y

= 8 y - x  

= x+  у

= - х  — 5 у  

= x + у

= 2y -  3x 

~ у  -  2x

= x-t-3 у 

= -■* +  5 у

= x ~ 4  у 

= х -З у

= 3 x +  у 

= 8x +  у

8.

dx
H i'
dy_
dt

U.

14.

dx

dt
dy

dt

dx

dt
dy
dt

dx

~dt
dy
.dt

20.

23.

26.

29. <

dx
dt

±
.dt

dx

dt

Ф .
.dt

dx

dt
dy

dt

dx
dt
dy
dt

: Х + 2  у

- 3x -  4y

= 2x + у 

= 3x+ 4 у

=̂ x + y 

= 3y -2 x

- 2  x + у

-  4y — x

= 5x -3y  

= -Зх -  у

= 3x -  2у  

= 4x + 7 у

= 4 x +  6y

= 4x + 2>»

-  -x  + 5 у 

- x  + 3y

9.

12.

15.

dx _

H t~
dy_ __

.dt

dx
dt

. dt

dx 

dt

±
.dt

18.

21.

24.

27.

30.

dx

~dt'

dt

dx
dt
dy
dt

dx

dt

.dt

dx

H i'
dy
dt

dx
dt

± .
dt '

x+2y  

3x + 2 у

--Х-У

--у -4 x

= x -3 y  

= Зх + 3 у

= 3 x -y  

= 4 x - y

= У

= —2jc "Ь 3y

■2x -  5y 

■■5 x -6 y

-  4x +  6 у 

= 4x + ly

-6x + 3y 

= -8 x -5 ;y



РЕ Ш Е Н И Е  Т И П О В О ГО  В А Р И А Н Т А  КР№ 3 

Задание 1. Найти неопределенные интегралы (результаты в случаях
а), б), в) проверить дифференцированием)

Решение

f ~ l xl ? ^ x2.dx =  3\x~llĄc h -2 \ x ^ Adx+ \x5in dx =

- - Х'9/* + 12х |7/12 + С  = 4* [ J -■ $-№> +  +С .
19 17 19 17

4х3/4 ■
а)

Проверка:

{4х3'4 -  А х !9/4 + Н * ” /12 + с 1  = 4 А *- !/4 - 
I. 19 17 ) 4

= Зх- ’/4- 2  х ' ^  + х5/12.

Ответ: А^х^-  —  л/х59 4- ™  'л/х12 + С.

А  А  
ТА 4

12 J7
'1 7 ’ 12"

19 17

б) }х  • V x + 3 А  =  [Под знак дифференциала необходимо внести функцию

у =  х, т.к. x-dx — d
2V У

j T A A l i  А - =  i  |л / А 7 м ( х 2) = j  |(х 2 + 3 )V2 . ̂ (х 2 + 3) =

т А ^ +сА ,,+з),Л+Ч 1/̂ +с
Проверка:

i ( x 2 + 3 )3/2 + C 
3

1

А • | • (х 2 +  3)'/2 ■ 2х + 0 =  (х2 + 3)i/2 ■ х = X-л/х^+З.

Ответ: ^ ( х 2+ 3 f  4-С.

в) J(2x +  3 )cos4xt& = [Воспользуемся формулой интегрирования по 

частям J udv = uv — \vdu ]

и = 2х + 3, dv~ cos4xidx jdv = |cos4xcfc,

du = J (2x + 3)} j
du = 2dx, v = —sin4x,

16



sm 4x (sm 4x _ , (2x + 3) ■ sra 4x 1 f . ,
=  (2x + 3 )----------j--------- 2dx ~ -------- ------------- sm 4xdx ■■

■ 4 a 9-14 2

= — (2x + 3 ) - s in 4 x - i -  —(~cos4i-)+ С = — (2x + 3)-sin4x + —cos4x tC ;  
4 2 4 4 . 8

Проверка: 

1
(2 x+  3)-sin4x +  — cos4x + c = — (2 sin 4x + (2x + 3) ■ cos 4x - 4) -

-  — ■ 4 ■sin4x =  ~sin4x +  (2x + 3 )-co s4 x - — sin4x =  (2x + 3) -cos4x. 
8 2 2

Ответ: — (2x +  3)sin4x + —cos4x + C,
4 8 .

„ rcosJ 4x , rcos 4x-cos4x&
г) I .—-j— -dx = ------- t— ------- ;

JVsin4x J v sin 4x

cos 4xobc: =  ~  J sili 4x 
4

sin 4x = i

cos2 4x = 1 -  sin2 4x =  1 -  t2

1 f ( l - l 2)<* 1 1 rt
' I &

1 5 4/5 1 5 .14/5 5 5ГГ  4 5 Si . 14 , , У-,
= -------1 ‘ -----------r ' + <_ = — vsm  4 i ------ vsm 4x  +  l .

4 4  4 14 16 56

Ответ;
16

л/sin4 4 x — — л/siisin14 4x + C.
56

Д) |
3x —6 

2 -  5x -  x2
Выделив в числителе подынтегральной функции

_ г 3 х — 6
слагаемое, равное производной знаменателя, получим J--------------~

2 5х .х
dx =

(2 -  5х -  х 2 ) =  —2х -  5, 

Зх ~  6 =  (~2х +  4 -  5 +  5) •

3 ( • -2х  +  4 - 5  +  5
=  J------------------— а х  =

dx
- - Г----2̂ " '5. d x - - -9  f---------- -
2 ^ 2 - 5 х — х2 2 ^ 2 - 5 х - х 2

2 -  5х — х

3 I 7 3
—  1п2 -5 х — хл\ +
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27 г 
—  J

dx
—  = —~ln]2 — 5x -  x2| + ™  f- 25 2 i I 2 J

2 ' ' « - l i  - 2
2 ) 4

3 T L  _ 21 27 -= — In 2 — 5x~x + — 7= in
2 i I 2733

dx

Тзз

3 Тзз Г ■
2---- 2 J  + с  =  - - I t ih  -  5л ~ x 2\ +
5 Тзз 

x —  +  ——  
2 2

9 7 3 ,
+ — ==-ln

2Tn

2r — 5 -  ТЗЗ

Ł c- 5  + 733
+ C.

3 1 ,1 9-Тз
Ответ: — 1 м 2 -5 х -х  + — ^  Ln

2 I I 2TTI
2 Х -5 -Т З З !

2x -  5 +  ТЗЗ
+  (7.

8
Задание 2. Вычислить j

xfifr

TT+ x

Решение

Используем формулу замены переменной в определенном интеграле:

Р
\f{x)dx = \f{ęifj)-<p'(t)dt = F (')
а а

где а: = ę?(r); ę>(o) =  ar; ę{b) ~ j.3.

P

г jccifec f------  1 ■?j д -=  = [Пусть Tl + л = г, тогда .1 + х = f ; х = f -1; А  = 2ń#; если

„ 7 „ \<Лг - \)2tdt \2{1А ,
х =  3, то t =  2; если х =  8, то t = 3] =  J-------------- -- j ----- -— -di

3 п/Л

= 2 J(?2 -1)еЙ = 2 { -— *1 = 2 - f ~ - 3 ~ -  + 2'] =  2 ‘ f — -1 | = 1 0 “ . 
v 3 J|2 { з  3 )  1з j 3

Ответ: 10-
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Задание 3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
у  =  х2 и у -  2х.

Решение

Построим фигуру, ограниченную линиями у ~ х2 -  парабола, вершина в 
т. (0;0); у = 2х -  прямая. Найдем точки пересечения этих кривых:

у Х =!> х1 х2 =  x (x - 2 )  = 0;xj =  0;х2 -2 .
[У = 2х . . . . . . .

Воспользуемся формулой вычисления площади
ъ .

"  -  J(/2(x)~ Л  (*)]*&,
а

где у -  /2 (х ) - уравнение верхней, а у = f\(x)~ нижней границы области.

В нашем случае:

2
S# = J (2 x ~ x 2)dx =

О

Задание 4. Какую работу надо затратить, чтобы сжать пружину на 
t см, если сила в f  Ньютонов сжимает ее на Т см ? t =  5 см, f  =  i Н, Т  =  1 см.

. Решение.

По закону Гука сила F и перемещение S пружины связаны 
соотношением F =  kS, где к -  постоянная. Выражаем S в метрах, F ~  в 
Ньютонах. При S = Т -  0.01 м F = f  = Щ, т.е. 1 -  к -0.01. откуда к ~ 100

F  = 100-S.
На основании формулы для вычисления работы А  силы F{S) на пути от 
S ”  а до S =  Ь.

= I n * ) * ,
где а =  0, b = t, 
Имеем:

Ответ: 0.125 (Дж).

19



Задание 5. а) Найти общее решение дифференциального уравнения 
1-го порядка и частное решение, удовлетворяющее начальному условию 

(х + y)dx + xdy = О, y ( l )= 2 .

Решение. '

Определим тип уравнения. Это однородное дифференциальное 
уравнение (Д У ), т.к. функции при dx и dy однородные первого измерения. 

В этом нетрудно убедиться. Заменив х на tx, а у  на ty, заметим, что 

уравнение не меняется. Однородные Д У  решаются с помощью 
подстановки у -и х ,  где и -  и (х) —  функция от х. Тогда dy =  xdu + udx и 

уравнение принимает вид (х + ux)dx +  x(xdu +  v.dx) = О. Раскрыв скобки, 

приведя подобные слагаемые и сократив на х, получим уравнение с 
разделяющимися переменными

(l + 2u)dx + xdu = 0, или xdu = —(l  + 2u)dx.

Разделим переменные и проинтегрируем:

- г du __ f dx
М  + 2 и  ̂ х ’

- tajl + 2н| = -  te |х| +  ln С, С = const,

откуда. ■41 + 2и =
С

Заменим: к н а - ,п о л у ч и м  
х

' 1+2— = —̂  или у ­
: -т х г

С - х *
—  общее решение ДУ.

Подставим начальное условие и найдем частное решение 2 =
С  т-1 

2 ’

откуда С=5 и частное решение примет вид у ■

С - х 2 5 - х 1
Ответ: у = — ; у =  — — -.

2х 2х

5 - х
2х

Задание 5. б ) Найти общее решение Д У  и частное решение,.
удовлетворяющее начальному условию

3 ' -
у ’ - - у  = х, у0 -  0, х0 =1. . •

X
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Решение.

Определим тип ДУ. Это линейное Д У  1-ого порядка относительно у, 
т.к. у и у' входят в это уравнение в первой степени и оно имеет вид 

/  + P(jt)y =  £>(*). . ; -
Сделаем подстановку у =  т , где и ~ и(х) и v =  v(x ) —  неизвестные 

функции от переменной х. Тогда у' =u'v + v'u. Подставив у н у ' в 

исходное уравнение, получим
3

иЧ> + v'w - — u v -x
X

, (  , 3vV
uv>+u\v

х )

Функцию v найдем так, чтобы выражение в скобках равнялось
нулю:

V '-  — =  0, Л Л Х , 0.
х dx х

( * * )

Получим уравнение с разделяющимися переменными. Разделим 
переменные и проинтегрируем:

dv _ 3dx f f f r .. з f d*
V X ’ • V • X ’

откуда lnv = 31nx, v = х3 —  частное решение уравнения (** ).

Подставив теперь v -  х 3 в уравнение (* ), получим

3 t 'X и =

сЬс
или

du -
Л  *

откуда

J du = J и - - ~  + С, где С =  const.
х - х

Общее решение исходного уравнения будет иметь вищ 

■ y  = Mv =  f c - ~ j x 3 = С х3 - X 2.

Ответ: у -  Сх -  х — общее решение, у -  х - частное решение.
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Задание 6. а) Найти общее решение ДУ.

у" + у -  sin х (1)

Решение.

Решим сначала однородное уравнение, соответствующее данному 
неоднородному

у" + у = 0 (2)

Его характеристическое уравнение к2 + 1 - 0  имеет корни 
2 = ±i(a --- 0, [ )  - 1), поэтому общее решение однородного уравнения (2)

имеет вид у* = С\ cos х + С2 sin х.
Частное решение уравнения (1),будем искать в виде

(A cos л- + i? sin х) (3)
В. правой части последнего уравнения /7 =  1, поэтому fii = i и к = 1

( к показывает, сколько раз число i встречается среди корней 
характеристического уравнения), а А  и В —  многочлены нулевой степени. 

Поэтому у =  х(л cos л: +  В sin х ) —  вид частного решения.

Найдем коэффициенты А  и В
~у = х(Дсо8х +  В $ т х )  ■ .

у' =  х(А cos х + В sin х ) + х (-  A sinx +  Z? cos .г) 

у* =  2 (-  A sin х +  В cos х ) +  (-- A cos х - В  sin х )

Подставив у и у* в (1) и приравняв коэффициенты при sinx и соях 

в левой и правой частях, получим
--^xcosx  -  Вхsiti х — 2.A sin х + 2В cos х 4- Ахсозх +  i?xsmx =s inx

sinх : f -2 A  = l A~  —
При Ь »  о 2 c o s x :[2 ir  =  0 g „Q

и по формуле (3 ) у =  —— х cos х —  частное решение.

Тогда у — у * +у — Cj cosx + C 2 s in x - ~  xcosx общее решение

данного Д У  (1).

Задание 6. б ) Найти частное решение уравнения.

у” -  4у' + 5у = 2хех (1),

j (0 )= 2 ,  ,/ (0 )= 3  '
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Решение.

Общее решение у данного уравнения состоит из суммы общего 

решения у * соответствующего однородного уравнения и частного 

решения у  данного уравнения

у = у * + Т -
Решим сначала соответствующее однородное уравнение

/ - 4 /  +  5у =  0 (2 )

Характеристическое уравнение £ 2 - 4 £ -ь5  =  0 имеет корни 

k^2 = 2 ± i ,  поэтому у* = e ?I (Cj cos х + Сг sin _т) —  общее решение 

уравнения (2).
Частное решение у  будем искать в виде

y - x reaxQn(x), где Q„(x) —  многочлен степени п .

В нашем случае а  = 1, и = 1 (это следует из правой части данного 
уравнения), а г = 0 ,  т.к. а  = 1 не встречается среди корней 

характеристического уравнения. Поэтому у -  (Ах + В)ех
(Qi (х)=^Ах + В)

Найдем А  и В

у = {Лх-У В)ех , 

у ' = Аех +(Лх + В)ех 

, у ’ = 2Ае*+(Ах+В )е 'х

подставив в уравнение (1 ) и сократив на ех 0, получим 
(Ах -у В )+  2А -  4(,4х + В )~А А +  5(Ах+ В ) -2 х .

Приравняем коэффициенты при одинаковых Степенях х в левой и 
правой частях-

При
х1 : [Л -4 Л  + 5А^2  |2Н =  2 jX  =  ł .

Л.о . [0  + 2 Л - 4 з ~ 4 л + 5 б  = о =1

у ~ (х+ 1 )ех,

y = e2x(C l cosx + C2smx)+ ex(x + l )  ■— общее решение данного ДУ.

Чтобы найти частное решение, вычислим Ct и С2, использовав 

начальные условия.
Т.к. '

у -  е1х((21 cosjc +-С2 sin х )+  ех{х + 1) 

и
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= * Ci=1 = 3 \c2- i

у = 2е2х(С} cosx + С2 sin х ) + е2х(— Сх sin х + С2 cosx )+  ех(х + i )+  ех 
то, подставив начальные условия, получим

ГС, +1 = 2 

[2С, + С2 + 2

Тогда у = e2 i(cos.r — sinх )+  ех(х + 1) —  частное решение данного 

уравнения (1 ), удовлетворяющее начальным условиям..

Задание 7. Решить систему Д У  приведением к Д У  высшего порядка. 
dx

' dt х = х - 2  у
dy [у  = “ 3 х - 4 у

.idt
= -Зх -  4 у

О )

Решение.
Продифференцируем первое уравнение этой . системы. Получим 

х" = х' -  2у '. Затем заменим в последнем уравнении у' его выражением из 

второго уравнения данной системы: х" =  х' +  6х + 8у. В последнем

- 1 
уравнении у заменим выражением у  = - ( х ' - х )  из первого уравнения

системы. Таким образом, получим Д У второго порядка
х” = х' + 6х -  4х'4х или х" +  Зх' -  10х =  0 (2)

однородное с постоянными коэффициентами.

Характеристическое уравнение £2 -гЗ&-10 =  0 имеет корни 

кх =-5, к2 ~ 2, поэтому общее решение Д У  (2 ) имеет вид 

x =  Cj£~5; + С2еъ .
Сейчас у  найдем из уравнения

. j "

где

г' = -5С,е~5' + 2  С , е2г.

Тогда

y = ̂ ( - x '  + x )~~ (5C le~St - 2 C2e2t +C,e~5t + C2e2')= 3 C i^ :

Таким образом, искомым решением являются функции

■ x = Cie~5t +С 2е2‘

 ̂f-i —5f i 2?y  = jC ,e ~ ~ C 2e

~ ~ C 2el 
2 2
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Контрольная работа №4

"Кратные и криволинейные интегралы ”

Задание 1. Представить двойной интеграл ^f{x,y)dxdy  в виде
D

повторных с внешним интегрированием по х и внешним интегрированием 
по у, если область D задана указанными линиями D:

1.1. х > 0, у > 0: у  = 1, х = ^ - У 2. 1.16. У = 0, у>х, у = -  V2 ^х2 .
1.2. х > 0, у = 1, у = -1, у = 1081/2Л

1.17. X й 0, у&1, у£ 3, у = "X.

1.3. у = -х , Зх + у = 3, у - 3. 1.18. у г 0, х + 2у -12 = 0. у = tgx
1.4. х + 2 у -  6 =  0, у = х, у >0. i 9 ?1.19. X = У 2 - у  , х = у  , у>0.

1.5. х ^ \ 9 ~ У 2, у = х, у>. 0. 1.20. 2
У - 2 - х ,  у = х

1.6. х = 0, у = 0, у = I, (х - 2 2
-ЗГ =1- 1.21. х> 0, у > х, у = V9 - 2JC -

1.7. х = 0, л = -2, у >Д у = л2 +• 4. 1.22. 2
У

2= 2дт, л' — 2у, дг <:1.

1.8. З '-З -д ; , 1.23. х> 0, y>L .y<3 , у =i Л.

1.9. х < 0, у = 1, у = 4, у = ~дг. 1.24. У = х2 ~ 2, у = х

1.10 у > 0, у £ i  у = х, л ==-■</4 - У 2. 1.25. У = л/2 - х 2, у = х2.

U1 У 5 0, х2 = -у, x = ijW 2. 1.26. 2Л = 2 -у , х + у = 0.

1.12 х — -1, х = -2, у й 0, 2 1.27. Х> 0, у й 0, у £ 1, у = 1пху = х .

1.13 у = 4/4 - х 2, Х>0, X= 1, у = О' 1.28. X - ^ 8 -у 2, у > 0, у “ х. ■

1.14 2  ̂>’ = -х, у = *  ч- 3. 1.29. 2X = 2у, 5х~2у-6 = 0.

1.15 у > 0, х = v/y, jy — л/s 2-  JC . 1.30. У~ т/4-х2, у = у5х х > 0.

Задание %. Вычислить массу материальной пластины, занимающей 
область D плоскости X O Y , если поверхностная плотность р{х,у) и границы 
области D заданы уравнениями:

2.1. р(х,у) = х2 +у, D: у = х2, х = у2.

22. р(х,у) = ху2, D :y = x2,y  = 2x.
7 ■ ' '2.3. р(х,у) = х±у, D : у = х, у = х

2.4, р(х,у) = х2 • у, D : у = 2 -х , у = х, х > 0.
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2.5. р(х,у) = х3 -2у, D ; у = х2 -1, х> 0, у < О.
22.6. р(х,у) = у~х, D :y = x, у = х . ,

22.7. р{х,у)=\ + у, D .y = х, 5у = х.

2.8. р(х,у) = х + у, D : у = х2 -1, у = -х 2 +1.
2.9. ’ з̂(х,_у) =л(_у“ 1), D : у = 5х, у = х, х = 3,

2.10. р(х,у) = (х -2 )-у ,  D : у = х, у = ~х, х = 2.

2.П. р{х,у) -  х -  D :y  = x ^ ,y  = l.

2.12. р(х, у) = - у, D : у = 2xJ, у = 0= х = 1.
2 2 2  '2.13. р {х ,у }-х  + у , D :x  = v , х = 1.

2.14. р(х,у) = х -у, D : у = х3, у -  0, х < 2.

2.15. р(х,у)~ х +у, £>:у = х3,у  = %,у = 0,х = 3.
1

2.16. р{х, у ) -  х ■ (2х + у), D ; у -  1 -  х , у > 0.

2.17. /7(х„у) = У ■ 0 -  х), D ;y ^ = x , у -  х.

2.18. р(х, .у) = х ■ у3, D : у2 = 1 - х, х > 0.
2.19. р(х, у) = х • (у + 5), D :y = x  + 5, х + у + 5 = 0, xiO,

2.20. р (х ,у )= х -у ,  D : у = х2 -1, у = 3. . ,

2.21. р (х ,у )- (х  + 1)-у2, D ; у = Зх^, у = 3. '

2.22. р(х,у) = х -у2, D : у = х, у -  0, х -  1.

2.23. р(х. у) -  х3 +■ у, D :x + y = l,x  + y = 2, х<1, х>0.

2.24. р (х ,у )= х -у 3, D : у = х^, у >. О, у = 4х.
3 22.25. р(х,у) = х +3у. D :x + y = l, у = х -1, х>0.

2.26. р{х, у ) ~ Х ‘у, D : у = Vx, у -  0, х + у ~ 2.

2.27. р(х, у) =
2У
2х

D : у = х, ху = I, у = 2.

2.28. p(x,y) = y ( l  + x2), D : y ~ x 3, y  = 3x.

2.29. р(х, у) = у3, • (1 + 2x)s D :х = 2 - у 2, х -  0.

2.30. р(х,у) = еу , D :у = 1пх, у = 0, х = 2.

26



Задание 3. Вычислить координаты центра масс однородной 
(р(х,у)=1) пластины D, ограниченной данными линиями, использовав 
полярные координаты. D:

3.1. х2 + у2 — 2у 0, х -у  S 0.
3.2. х2 +■ у2 -  2х = 0, х + у < 0.
3.3. зр + у2 + 2у -  0, х -  у > 0.
3.4. зР + у2 -+ 2х -  0, х + у > 0.

3.5. х2 + у2 + 2х > 0, 9 2
х + у + 2у £ 0, х £ 0.

3.6. зР + у2 — 2у > 0, зР + у2 + 2х < 0, у >0.

3.7. х2 + у2 -  2у <, 0, 2 2х  + у -  2х > 0, х > 0.

3.8. х2 + у2 ~2х<0, 2 2х + у + 2у > 0, у <  0,

3.9. х2 + у 2 -2 х  >0, 7 2х + у + 2у<0„ х>  0.

3.10. 2 2 х + у + 8х < 0, х2 + у 2 + 8у > 0, у <0.

3.11. 2 2 х + у - 2 у  <0, 2 2х + у +2x^0, xs0.

3.12. 2 . 2 х + у — 6у > 0, 2 , 2 х А у - 6х Й 0, У&0.

3.13. 2 2 х + У + 4 у = 0, 2 2х А у + 2у — 0, х < 0.

3.14. 2 . 2 X + У -  2х = 0, 2 2 л + - х = 0, у > 0.

ЗД5. 2 . 2 X + J . + 2у -  0, х2 + у2 +>' = 0, х>  0.

3.16. 2 2 х + у “ 4>’ = 0, 2 2 х + у  - 2у = 0, х>  0.

3.17. 2^ 2 X + у -2 j- = 03 2 , 2  X + у - у = 0, х < 0.

3.18. 2^ 2 х + у + 2х = 0, 7 7х1, А + л: = 0, у > 0.

3.19. 2 , 2 X + у -  8х = 0, 2 2 х + у - 4х = 0, у& 0.

3.20. 2 2х -ту + 2х = 0,
7 7X^ А-у -Ь X = 0» у 5 0.

3.21. х2 Уу2 + 10у = 0, х + у < 0,, х > 0

3.22. х2 г у 2 -  бу = 0, у -х > 0 , х&0.

3.23. 2 , 2 х + у + 2х = 0„ у -х > 0 , У^0.

3.24. 2 2 х ту -  8у = 0, х + у > 0, х <0.

3.25. 2 2 X + у + 2х = 0, х+у<0 , у >а.

3.26. 2х + у 2х «  0, у -х < 0 , у-г. 0.
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3.27. 2 2х -ь у “ 6х = 0, у -  х < 0, х + у > 0.

3.28. 2 2 ~ л JC ■¥ у -  2у "  0, у -  х > 0, х + у > 0.

3.29, .2 2х4, +у  + 4л; -  0, х + у <0, у -  х > 0.

3.30. х2 + у2 +4х ~ 0, у - х  <0, х + у < 0.

Задание 4. Используя кратные интегралы вычислить объём тела, 
ограниченного указанными поверхностями. Сделать чертёж. '

i о4.1. 2=4 — х, х + у ~4х, 2 = 0.

4.2. z = 4 - у2, х2 +у2 = 4, 2>0. .

4.3. z -  2 - х - у ,  х2 + у2 = I, г > 0.

4.4. z - у 2, х + у = 2, х>0, г > 0.

4.5. z = jс, х = т]9-у2, х = у2 5 -у2, у>0, z>0.

4.6. z = 4 — х — у, х2 + у2 = 4, z > 0.
7

4.7. z = х* , х -2 у  + 2~0, х + у = 7, za  0. .

4.8. у = 425-х2, х = 4, s = у, х > 0, z > 0.

4.9. .X - г Гу , У =■2т[х, z = 4 -  х, г:>0.

4.10. 2= Л х + у = 9, 2х- у = о, у > 0,

4.П. Z 2~ Х  , 2х, х = 4, уйО, гй 0.

4.12. 2 У = 2х, У = 3, х > 0, z йО.

4.13. 1 2
= у , у = 2х, х = 3, У го, z > 0.

4.14. у2 = 2 = х, 2 = 3х. 2>0.

4.15. у -  ̂ 9 - х 2, z = 2у, z > 0.
7 7

4.16. £ = * + > >  , ,* + ̂  = 2, д:>0, ^>0, г > 0,
7 ?

4.17. х4 +у  -9,  z - 5 - х - у, z > 0.

4.18. х = ^ 4 - у 2 , z = x, z>  0.

4.19. z = x2, х + у = 2, у>0, z > 0.

4.20. х = J^S -y2, z -х ,  у = 4, у й 0, г > 0,
2 2 24.21. х + у =9, г = у , г > 0.

2 2 -4.22. z = 1 -  х — у , у > х, х й 0, г Й 0.
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4.23. 2X а 2= 4, z ^х 2
+ >> , z > 0.

4.24. z - 2к , у - 2, z>G.

4.25. 2_т + у2 == 4, ^ +• z = 2, z > 0.

4.26. 4z 2
= 7 , 2jc +■ у s= 2? * - у  = о, уг: 0, г > 0.

4.27. г = 2 
У > 2jc4-_y = 23 jc > 0, у > 0, z > 0.

4.28. X = 2у2 4■1, г = 1-> 2 2’ , JC = у , г >0.

4.29. 2 = 9- л 2 К1СПII лг> 0, у £0, z > 0.

4.30. г = W y, х + у = 4, X 'i. 0, 2 > 0.

Задание 5. Вычислить данный криволинейный интеграл вдоль 
линии L. Сделать чертёж.

Г 2 • п5.1. j ( х у -у  )dx + xdy, где L - дута параболы у -  2х“~ от т. 0(0,0) до т. Л(1.2).

5.2. 12xydx -  x2dy, где LOB л - ломаная ОБА; 0(0,0), В(2,0), А(2,1).
LOBA
г* ,  1 , , j x  = a(t-s iat} .jr к

53. J —dx + -------ф, где L -дуга цшшоидьН ; — й/< —,
£У y ~ e  [у = a(I-cosO 6 3

. 2 2 fx = 5cosf
5.4. J (jt ~y )dx~ (x~y  )ф , вдоль дуги L окружности. < отт.А(5,0) до т.В(0,5).

I  [у = 5 sin /

2 л25.5. [  2хусЬс -  х dy, где L - дуга параболы у = —  от т. 0(0,0) до т. А(2,1).
L 4

1 25.6. 1(х---- )ф, гдеЬ-дугадараболму = .х отт.А(1,1)дот.В(2,4).
L У

5.7. j cos уф ~ sin лф, где L -отрезок прямой, соединяющей т.А(2,0)иВ('2,0).

|ое — Д - COSJj
5.8. |/с£с-л;ф, где L -четверть дуги окружности-̂  лежащая в первом

L [ у Я ■ sin /

квадранте и" пробегаемая" против хода часовой стрелки.

5.9. I{xy-x)dx + ——dy, где L - дуга параболы у — 2-Jx от т, 0(0,0) до т А( 1,2).
L У .

5.10. Ąydx-xcfy где L -дута эллипса-j ”пробегаемая!|противходач.с.
L

[у = 6 sin/

2 2 25.11. J(x -2xy)dx + (2xy+у )ф, где L - дуга параболы у л: отт. А(1,1)дот.В(2,4).
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5.12.

5.13.

5.14.

5.15.

5.16.

5.17.

5.18.

5.19.

5.20.

5.21.

5.22.

5.23.

5.24.

5.25.

5.26.

\ xdy, где L - дута синусоиды у = .sin х от т. (тг,0) до т. (0,0),
L

2 ? fjc = a-cos/
$у ск + х dy, где L - верхняя половина эллипса < ,(а>0 ,6>0 ),
L [>> = b - sin t

" пробегаемая" по ходу часовой стрелки.

1 (ху -  у2 }dx + xdy, где L -дура параболы v = 2-v/r отт.О(0,0)дот.В(1,2).
L '

2 2f xdx + rydy, где L- дуга верхней половины окружности х +у  = 2т при 

положительном направлении обхода котггура.
'  2 2 2\(х~ y)dx + dy, где L -  дуга верхней половины окружности х +у  =R  ,

"пробегаемая" в положительном направлении.

J xydx + [у -  x)dy, где L - дуга кривой у = х от т. А(0,0) до т. В(1,1).
L ' ■

О
J 4т sin уск+ у cos 2xdy, где L - отрезок прямой, соединяющей т.О(0,0) и В(3,6). 
L
г |x = 6cost

—хау где L -дуга элемента эллипса < , при положительном

направлении обхода контура.
т о Г дг — 3 cos t

f(jc y-$x)dx + (y х + 2у)ф, вдоль верхней половины Ьэлдшса < ,
L (_у = 2siaf '

■ ■., • 0 <; t < тс.
X — х\ydxy-dy, вдоль духи L кривой у = е отт.А(0,1)до т.В(-1,е).

L У

„2 у т
j £ „ — ф, вдоль отрезка L прямой, соединяющего т.А(1,2) и В(2,4).
L У у 2

\~dx + xdy вдольдуга L кривой у = huc отт.А(1,0) дот.В(еД). .
Lx

вдоль границы L треугольника АВС, обходя её против хода
L x2 + y 2

часовой стрелки, если. А( 1,0), В(1,1), С(0,1).
2 2 2 [ (т -  2xy)dx + (у -  2xy)dy, вдоль дуги L параболы у -  х от т. А(-1,1) до т. В(1,1).-

I. .
о

| (ху -  у“ )dx + xdy, где L - отрезок прямой огт. 0(0,0) до т. А(1,2).
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5.27. |xdy-ydx, где L -дуга кубической параболы у = * отт. 0(0,0) дот. А(2,8).
£/

о 'у } х “ 5 cos i
5.28. f (х^  -  y )dx- {x -  v^)dy, вдоль дуга L окружности! ,

L '  [у = 5зшг
обходя её против хода часовой стрелки от т.А(5,0) до т. В(0=5).

2 2 ?5.29. \xdy, где L - дуга правой полуокружности х + у = а  отт. А{0,-а)дот.В(0,а); а > 0.

2 2 (je = 5cosf
5.30. j у dx + х dy, где L - дуга верхней половины эллипса-

у = 2sinf

" пробегаемая" по ходу часовой стрелки.

L

Решение типового варианта К Р  №4 

Задание №1. Представить двойной интеграл J\f{x,y)dxdy в виде
D

повторных с внешним интегрированием по х и внешним интегрированием 
по у, если область D  ограничена линиями у~х\ у=2-х, х=0. х=1.

Решение:

Если область О правильная относительно оси OY и  определяется 
системой неравенств D : а<х<Ь. <p\(x)<,y<ę2 {x ), то двойной интеграл 

вычисляется по формуле:

. t
tif(x,y)dxdy= \dx J fix,y)dy (1)
D a ^{.v)

с внешним интегрированием по х.
Если область D  является правильной относительно оси ОХ и 

определяется системой неравенств D \ c<y<d  y/j(у >£ *-5W2 О’) , то 

двойной интеграл вычисляется по формуле:

d ‘Ф ' !
. ■ . . Яf{x,yy&dy~\<ty i f(x,y)dx (2)

D c </,(./) -

с внешним интегрированием по у.
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Построим область D на плоскости XOY.

Область интегрирования является правильной относительно оси OY, 
следовательно, согласно формуле (1), получим:

1 2-х
Я/(*, y)dxth’ -  | dx i f(x,y)dy.
D 0 x2 ■

С другой стороны, данная область не является правильной 
относительно оси ОХ. Поэтому её надо разбить на области, являющиеся 
правильными до отношению к оси ОХ. Т.к. правый участок границы 
области, D  задан двумя линиями у-х~ и y -2 -х, то прямая у~1 разбивает её 
на две области: Ośxśy[y и £)2 ; 1<^<23 Qśx<2 - у ,

являющиеся правильными относительно оси ОХ. Воспользовавшись 
формулой (2) по каждой из полученных областей, получим:

1 4у 2 2-у
Я ./(*> y)óxdy -  j dy i f { X, y)dx + j ety i f  (x, y)dx. .
D 0. 0 . 1 0

1 2-x 1 4У 2 2-y
Ответ: ff f (x, v)dxdv = f dx J f (x,y)dy-  jdy J f(x,y)dx + \dy \ f(x,y)dx.

D 0 x2 0 0 1 0

Задание JVs2. Вычислить массу материальной пластины, 
занимающей область D  плоскости XOY, если поверхностная плотность

р{х,у) = у и границы области D  заданы уравнениями х = ( у - 1) , у = х -\ .

Решение:
Как известно, масса материальной пластины с поверхностной 

плотностью р (х ,у ), занимающей область D, определяется по формуле:

т = $ p(x,y)dxcfy (3)
D '

Построим область D. Найдём координаты точек пересечения линий, 
ограничивающих данную область:

:1= 1 *4
или < z т.е. А(1;0),В(4;3).

* = 0-1)" 
у - х - 1
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Т.к. область D ~ правильная относительно оси ОХ,, то искомая масса 
вычисляется по формулам (3) и (2):

}

Ответ;.27/4.

Задание №3. Вычислить координаты центра масс однородной 
( р ( х , у )  - I )  пластины D, ограниченной данными линиями, использовав 
полярные координаты.

3 у-t-1 3
\\y-dxdy = \dy | ydx = fy(y + i - (y -  
D 0 (^ 1}2 О

б2)Ф  =Jf3y2 -  у3)</у =1 3 У
У — -

3 _  27 
О “  ™4 ‘

D  : + у  “ -  2x  = 0, д2 -f-у  ̂ x = 0; у -  x = 0, у + x -  0.

Решение:

Построим область D. Для этого определим типы линий, ограничивающих 
область D: .

W-

2̂ :

х2 у у 2 -2 л  = 0 о  (х3 ~ 2 x T ł ) - ł+ y 2^0 о  (х —l)2 + y 2= l -  уравнение 

окружности с центром в т. O j(l;0 ) и радиусом R i= l;

х г  +  у 2 - x - Q  <£> ^д2 - . t  + i j - “ + y 3 =0 О  + у2 = ~  -

уравнение окружности с центром в т. О2(1/2;0) и радиусом 
R?~l/2; ' '
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уравнения биссектрис 1-го и IV-ro

Координаты центра масс С(хс;Ус) материальной пластины с поверхностной 

плотностью р{х, у) определяются по формулам:

Ус (4)

где т =41 p(x,y)dxdy ~ масса пластины, а величины: 
D

М х = |Jy-p(x,>óAW>'j 
о [

Му = ff* ■ p(x,y)dxdy\
D J

(5)

статические моменты пластины D  относительно осей ОХ и 0Y  

соответственно.

Перейдём к полярным координатам.

Переход в двойном интеграле от декартовых (х,у) к полярным (ryp) 

координатам осуществляется по формуле:

Я д *  ,y)dxdy — ||/(г • cosę y  • sinф)г • dr-drp, (6)
D D

где x = r-cosq>, y-r-saicp, (0<ę>^2n, ^>0).

Область D преобразуется в область D\ в которой уравнению 

границы L , ; 0 - 1 )2 + у2 =1 соответствует уравнение r~2cos tp, уравнению
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1,
2 2 2

уравнение r=cos ę?, уравнению линии

г ж , ггL3: y = x-q>~  — , ЛИНИИ LĄ : y i= -x -ę  =  .
4 4

Таким образом D'\ co&ę<r<,2cosę,

Т.к. данная пластина симметрична относительно оси ОХ, то

ус=о, х

(см. формулы (3),(4),(5),(6)). 

Здесь:

—
4 2со5

jjdxdy ~ Jjr • drdę = jdip jr-dr = j —1 F2 Г
cosp

2coŝ >
COS0

1 r 2 2dę~ — J(4cos ęj-cos <p)dq>~

\ 2 , 3 4f l + cos2p , 3 (  1 . ,  'Jcos ę-dtp = — i ------ -— ~-dę = — \ę + ~smlę
it 2 x 2 4 ( 2 ,

4 a f £ +i +- +i L i f £+1
.£. 4 (4  2 4 2 j  4 (2
4

Вычислим M y

АЛ
4 4

= Jfr • COS <P ■ ł- ■ drd(p = fcos<p ■ dtp j r 2d r- Jcos <f> - 2cos ę
dę -

7 f 4 , 14 +f(l+cos2$>r , 7 K  ,  ■ - 2-_ ■у  jcos <p-d<p~~ —!— — dę = ~  j( l +  2cos2(P+ cos 2p/d<p-

л  ̂ 4
(<p + sin 2ęi)j 7 + — |(I + COS 4 ę)dę

1(3

C + 18(* + 2)

Ответ: с Г ^ ± ! > :  0 |. 
------------ (18(тг + 2) 1

J p E  + l
б {  8

m

4 4
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Задание №4: Используя кратные интегралы вычислить объём тела, 

ограниченного указанными поверхностями:

х~0, у~0, z~0, х+у^2, 2z-x2+y2.

Сделать чертёж.

Решение:
Определим типы поверхностей, ограничивающих тело. Уравнение 

2z=x '+v ' задаёт параболоид вращения, остальные поверхности -  

плоскости:

х -0  -  плоскость YOZ, 

у~0 -  плоскость XOZ, 

z=0 -  плоскость УОХ,

х+у=2 , — плоскость, параллельная оси OZ.

Изобразим данное тело.

2г=^хг+  у2

D : 0 £ jcS2 

О<у < 2 -х
Вычислим объём с помощью тройного интеграла.

Объём v вычисляется в соответствии с формулой:

ь VAXy)
v= f l f ^  f f ( x , y , z ) d z  (7)

V а <p,(х) ęt',(x,y)

где v "  Объём области v: а<х < b,, <р}(х )<у<<рг (х), у/х{х,у)<г<\рг{х,у) и 

область V -  правильная относительно оси OZ.
2 2

В данной задаче V: О<х <2, Q<y<,2-x, Ośs < * —-- ■ . Тогда:
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х+у
2 2-х 2 2 2-Х sj_j,3*• * • j. л 2 2-х

v= Ja& |сф Jtffe=Jcfe |  zj 1 dy = ~  jdx ^(x2 + y2) c f y U x 2yy й6с =

2-* . 1 
dc = — 

o 2
j j * 2 (2 ■- x) + i  (2 -  xf У& = 1 1 ^ 2 -  x3 + j  (2 -  x? =

= i f ł xs _ f l  _ J_ f2 - x)412 = i
2[3 4 12(2 ’ j o  3'

Сейчас найдём объём данного тела с помощью двойного интеграла 

по формуле

■ jjf(x,y)dxxfy (8)
D . .

где z=f(x,y) -  уравнение поверхности, ограничивающее тело V  сверху, 

область D  -  проекция тела V на плоскость ХОТ.

В данном случае г = ---- — , область ограничена треугольником, для

которого 0< j  £ 2, Os у < 2 -х.  Следовательно, v = JJ— dxdy или
а 2

2 а-* 2 , 2 ,1 ! 3
v=|<& j  = \  f] x2y + ¥-

o o ' o
^ Л  = 1 2|Г2 ,*-яэ+ В - * ) ’ ' dx =

1 j 2хъ x4 (2 -x )4

Ответ

2^ 3 4

4

12 0 ~ 21 3 4 + 12 j ~ 3

Задание №5. Вычислить криволинейный интеграл 

J = / (^ + т ) * - (т / т - | * ^ ) 1

■, -X = 8 COS3 t
где L -  верхняя дуга астроиды \

|y = 8sin3 f
от точки (8;0) до точки (-8;0).

Сделать чертёж.

о
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Решение:

Выполним чертёж:

Найдём dx, dy:

dx = d(8cos31) -  24cos2 /f-sirt ijdt,

-  JfSsm3/} = 24sin2t cos tdt.

При перемещении от точки (8;0) к точке (-8;0) параметр t меняется от 0 до

0<t<7F, (Это можно установить, подставив, например, координаты х/ их2 

начальной к конечной точек дуги в уравнение астроиды).

Тогда:

J = |(2cos/-f 8sin3 ?)4~24sm?-cos2/)efr-(2sm/-ł-8cos3 f)-24sin2 f-cosf •
o .

= j(-48siru-cos2 / -192sin4 / - cos2 Г-4 8 sin31 • cosf-192śin2 1 - cos4 t)di- 
o

= j(-48sm/*cos? -192sin2 t - cos2 i\k - j (-  24sin2f -  48sin2 2/):// -  
o o

= 12 cos 2t\n -  24 |(l -  cos 4 t)dł = -  24 fć -  ̂  sin At ] '  = -2Ая.

di-

Ответ: -24т.
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