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Оргйниза^ибнню-методичесмим ума мшим
Б контрольную работу №3 " Элементы векторного анализа- Ряды " 

включены шесть заданий: одно задание но теме П " Элементы векторного 
анализа ", одно по теме !3 " деловые ряды ", три задания но теме 14 
"Функциональные и степенные ряды" и одно по теме И " Ряды Фурье".

Контрольная работа №6 " Теория функций комплексной переменной " 
состоит из семи заданий по теме 17 " Элементы ТФКП " .

В нумерации задач первое число -  номер задания (задачи), второе (после 
точки) -  номер варианта.

Контрольная работа должна выполнятся студентом в соответствии со 
своим вариантом. Номер варианта определяется двумя последними цифрами 
номера зачетной книжки.

Условия задач необходимо записывать полностью. 8 случае, если задача 
имеет общую формулировку, ее условие следует переписать, заменяя общие 
данные конкретными, соотвщетвующими номеру варианта. Решение всех 
задач приводить подробно и аккуратно, давать достаточные пояснения и 
делать необходимые рисунки и таблицы.

Каждую контрольную работу надо выполнять в отдельной тетради, 
оставляя ноля.

Вопросы программы курса "Высшая математика"
1 семестр

Тема 12. Элементы векторного анализа.

ЯоёСД-т/юетн ые интегралы лереоао доДа.
Определение и свойства поверхностного интеграла. Вычисление 
поверхностного интеграла первого рода. Приложения поверхностного 
интеграла первого рода.

Поверхносуйкые интиазряяы е/ирроао дкхРь
Ориентация поверхности. Нормаль к поверхности. Определение 
поверхностных интегралов второго рода. Свойства и вычисление 
поверхностного интеграла второго рода. Связь между поверхностными 
интегралами первого и второго родов.

Скяяяряые и ьектпорные ноля.
Скалярное поле. Линии и поверхности уровня. : Векторное ноле. 
Векторные линии. Производная по направлению. Градиент и его 
свойства.

Пстиск м Эмждаемри беюнорноао ноля.
Поток вектора, Инвариантное определение дивергенции. 
Гидромеханический смысл потока и дивергенции, Формула 
Остроградского-Г ау сса.
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Циркуляций вектора. Инвариантное определение ротора. Формула 
Стокса. Плотность циркуляции в точке.

Л/.ЛЮЖСЙЖМё йскжррныс ноля.
Операторы Гамильтона и Лапласа. Простейшие векторные поля. 
Понятие дифференциально-векторных онеражтй второго порядка.

Тема 13. Числовые ряды.
^слоаые рябы.

Числовой ряд и его сумма. Бесконечно убывающая геометрическая 
прогрессия. Свойства сходящихся рядов. Необходимый признак 
сходимости числового ряда.

Схобажостиь уыбо% с члсятят
Признаки сравнения. Признаки Даламбера и Коши. ИнтегральньШ 
признак Коши.

Зыжоиерамйямые рябь;.
Знакопеременные ряды. Абсолютная и условная сходимость. 
Знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница. Свойства абсолютно и 
условно сходящихся рядов. -

Тема 14. Функцконалыжые и степенные ряды.

Функ^моншьнысцябы.
Функдиональньж ряд и его область сходимости. Равномерная 
сходимость футщионального ряда. Свойства равномерно сходящихся 
функциональных рядов.

Х̂Ябы.
Степенной ряд. Теорема Абеля. Область сходимости степенного ряда.' - 
Свойства степенных рядов. '

Рябы Рей-торй.
Условия представления функции рядом Тейлора. Разложение 
элементарных функций в ряд Тейлора.

Рфмложенмя р*ябре. \ '
Рябы с крл-лмексльсмм

Понятие ряда с комилексньши числами. Свойства и сходимость рядов с 
комплексными числами. Степенной ряд в комплексной области.

Тема 15. Ряды Фурье.
Рябы Фурье.

Тригонометрический ряд Фурье для 2ж - периодической функции. 
Теорема Дирихле (без доказательства). Ряды Фурье для четных и 
нечетных функции. Ряды Фурье для функций, заданных на отрезке [0,ж]. 

Рябы Фурмт
Ряд Фурье для функции, заданной на отрезке длины 2ж. Ряд Фурье для 
функций с произвольным периодом. Понятие о спектрах.



РяС ж) сом:осонолько й смсжсше фумк̂ мй.
Ортогональные системы функций. Ряд: Фурье но орт'огожыьной системе 
функций. Минимальное свойство коэффициентов Фурье.

Темз 16. Уравнения математической физики^

Помяжмс обу̂ ровмеммях жоташптммческой физики.
Понятие об уравнении в частных производных. Основные типы 
уравнений матеметической физики. Постановка задач для уравнений 
матеметической физики.

ЛУсжобы /жжения уросмсммй лжммсшо?м мчсско й физики.'
Метод Даламбера. Метод Фурье решения двумерного волнового 
уравнения.

№п??оР конечных ризиоетией.
Метод сеток для уравнения теплопроводности. Решение задачи 
Дирихле методом конечных разностей.

Тема 17. Элементы ТФКП.

Функции кожядексиой перешейком.
Понятие функции комплексной переменной. Геометрическая 
интерпретация. Предел и непрерывность функции в точке. Основные 
элементарные функции комплексной переменной.

Дмфферен^мроеание фуик%ым комплексной нерешенной.
Производная функции комплексной переменной. Условия Коши- 
Римана. Аналитические функции. Правильные и особые точки 
аналитической функции. Гармонические функции. Геометрический 
смысл модуля и аргумента производной аналитической функции. 
Понятие конформного отображения,

№жеермроеммме по комплексной нерешенном.
Интеграл от функции комплексной переменной, его свойства и 
вычисление. Интегральная теорема Коши. Интегральная формула 
Коши. Формулы для производных.

Рябм Тейлора мЛоромо.
РядТейлоравкомплекснойобласти. РядЛорана. Нулии 
изолированные особые точки аналитической функции.

Дычежы м аж приложения.
Вычет аналитической функции в изолированной особой точке. Вычет в 
абсолютно удаленной точке. Основная теорема о вычетах. Применение 
вычетов к вычислению интегралов. '
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1ЮН !ТОЛЬИАЯ РАБОТА № 5
" Элементы векторного анй.тиза. Риды'

Эя^анне А Дано векторное поле я (Ж) и пирамида, образованная

коор№шатньнли плоскостями и плоскостью (Р). Требуется:

1- Вычислить поток векторного поля а(М) через внешнюю поверхность 

пирамиды двумя способами: а) используя определение потока, б) по 
формуле Остроградского-Гаусса.

2. Вычислить циркуляцию векторного . поля 3 (Ж) по контуру 

треугольника, полученного в результате пересечения плоскости (Р) с 
координатными плоскостями при положительном, направлении обхода 
относительно нормального вектора Я -  (АД С) двумя способами:

а) используя определение циркуляции, б) по формуле Стокса.

1.01. я(М) = З х Ж (у т 2)у + (л"--.?)А, (Р ):л  + 3у + х = 3;
1.02. 3 (М )-(З д -1 )Ж (у -д )у  + 4^А, (Р): 2 x - y - 2 z  = 2;
1.03. я(Ж )^д;-+(д + ̂ )уч-(у + ^)А ,(Р ):ЗдлЗу + и -3 ;
3.04. й(М) = (д т д )Ж Ь - д )У  + дА, (Р): л + уЛ2 = 2;
1.05. я(М) = у7-т-(д + 2^)уч-(д-2у)А, (Р): 2x+y + 2 z -2 ;
1.06. 3(Ж) -  (д ч- z)l ч- 2у у + (д + у) А, (Р ): д + 2у + д -  2;
1.07. n(M) = (3x"y)r-4-(2y + z)y-r(2^"T)A, (Р): 2 т -3 у  + у = 6;
1.08. п(Ж) = (2уч-д)Ж (д-у)у-2^ Р , (Р ) ;д -у  + л -2 ;
1.09. п(М) = (д + у):+Зуу-}-(у-д)А', (Р): 2 x - y - 2 z  = -2;
1.10. й(2Р)"(д + у)Ж 2уУ + (д + 2^)А, (Р);дЧ-2у + ?=2;
Т11. 3(Ж) = (у"^)Ж-(2д + у)у+^А, (P ):2 x + y  + z = 2,
1.12. п(Ж) = у/+ (д  + 2^)у+(д—2у)А, (Р): 2д + у + 2д = 2;
1.13. n(A4) = (x4-2z)f+ (y-3z)y  + jA, (P):3x + 2y + 2z = 6;
1.14. п(М)-4д1ч-(д"у)у + (улл)А, (Р); 2д-ьу + ̂  —4:
1.15. п(АУ) = (2д"Д)14-дуч-ЗдА, (Р ):д  + 4ут2д = 8:
1.16. n(A f)-4z7 + (x -z )y  + (y + z)A, (Р): д -у + 2 ^  = 2:
1.17. п(М) — (д + у) ̂  + (у + z)у + 2(z ч- д) А, (Р ): Зл -  2у + 2z -  6;
1.18. д(А7) — (д -г z)i + 2ду + у А, (Р ): 2д + Зу + z — 6:
1Т9. ^(M) = (2 x -z); + (у -л )у+ лА , (Р): x - y  + z = 2;
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1 .20. ^ (2p -  .-ф + (д; + д)у + x ̂ , (P ): x + 2y 4* 2z -  4,
1 .2 1. я( ,-W) -  2 z 4- (x -  д)у + 3.x A, (P ): x 4- у + 2s = 2;
1.22. ^ (M )-(x  + z)P4-(x + y )j+ y ^ , (P): x + y 4 -2z-2 ;
1.23. ^(.M)-(x + z)f+ z/+ 2 .x A , (P); 2x + 2p + z = 4;
1.24. = +(^4.z)24-jM^\ (2*): x + 2^ + z = 2,
1.25. ^(M) = (p + z)/4 -2xj+ p A , (P); 2x + p + 3z = 6;
1.26. 3(M) = (p + z)f + x2rt-3pP, (P): x + 2_y + 2z = 2;'
1.27. 3(37*) = (2p -  z)l + x 2 + p ̂ , (P) * x ч 3p 4- 2z = 6; .̂
1.28. g (M )-(p  + z)7 + x 7 + y ^ , (P). 2x + 2p + z - 2 ;
1.29. S(M) = (x + z)l4-zy'+2x:A, (P): 3x + 2^ + z = 6;
1.30. ^(.M*)-z? + (p + y )/+ ^ A , (P): 2x + y + 2z = 2;

^аОямме 2. Исследовать сходимость числового ряда.

2J. а )Е  

22- а )Ё

П  +  1.

75 2л -ь 3 

Зл-1
н=1 +1

2.3. а )Х ?? +1,
2 '

2.4. а )Х

Зл'
2л + 4

И . а ) Х

^  (л + 1) 

Зн -  2

2.6. а)Х

-^(2л^-1)̂  
"" л

Д.Л (̂ 7 -j.

2.7. а) У - - ^ — 
^Юя + 4

3 '

2.8. а) у 1
^l(3n + l)-H

2.9. а )Е -
,̂ i н(2л + 8)

6) Х ^ ;

6 ) 2 ^ * #4"

б )Х
л - 2

7,̂  я'"+4 
я - 1

о х̂ и (я  + 1) '

5)  Ху— ^ ;(л 2)

6) ; 
3"

о х

б ) Х

(?2 4 1 /
Я '5^

-.Ил- S
н-i (л +1) 

л-1
б )Х75 (л+ 1)̂

в )Х  

в) X

(-1)л 4 1
л 4-1

л - (-1)Л + 1

н̂1 2п"+1
Л 4 1

в) X 'n=! Vn +1
7-1)

в)Х
(-')-,я + 1

2л -1

м + 1
.) Х УхЗн-2

л +1
к ) Х "

л-(-1)

^  (я + 1)'
ПО /  ̂  ̂̂

в) X - - V -
и=1 2и̂  -1 
ж л iV* "3" 1в) у к .Х ^ . .
Я7.4 л(л+1)

, 73 (7 )
в) Х^ 1

Л ! 1



2.Ж a ) X ^ L - ^  
"=0?: + 4)̂

2.H. a)

242. a )X

л + 8я 
и
+ 4 

, л + 12.13. a) У
??-'(??-t-2)̂  

2и-13.14. a)

2.15. а) У Зи--1
=̂]й(п + 2)

2.16. a) D 4 n - l

(л 4-1)

4 n - 2247. a )X
4- Зй 

^ 4и-3
2.1Я. а) У ' ;

я-1й(и + 4)

249. a )X 2л -1

2.20. а) У

3=1 И
н + 4

^''Vo +1

2 21. a )X
H=i 1,0,4

222. a )X

V?2 + l
Л + 1

='4,5

2.23. a )X n + 4

+ 4л

2.24. а )У - Я -г 3.

6 )Х
,л + 2

^(я+1)(я + 3) 

б) У ------ -̂-------

6) Х ^ У ;2

б) у
н=1.

(й + 1)(й + 2) 
7̂

б )Х
Я-1

б )Х

я=1 (я + 1)! 

я!
Ця + 1)-3"

з )Х- и-i
(й + 1)^-2^

я!

б )Х
и - 5

(й+1)-6^ _
^  (л + 2 ) ! '

б) У- ,
,т̂ 1 я!

б) у
н-2

я=;(я+1)!
X;. -,/2+1

6 )X /L ^ —и=э (н + 2)!

б )Х,,=1

б )Х

й-(й + 1)̂  
2"

^(я+О-З*'
30 2 э?з

б) У ^ —4 -  ; 
Й(ч+1)!

В) У Ч -----

в ) Х ^ -  

в ) х У —1 х.?? + 3
Л9/1\?2+1

. .то -  —н=1й(л + 1)

ОС* 61^^^
s ) X ^ L -

(я + 2)^

в ) Х ^ = -V2/2-1

4 ) Е # = = .
т/2?з + 1

в) Х ^ - —

в ) У г у = -тВп + 1

в ) у М = = -
я={ V4n+5

B ) x < 4 q o
K̂i Й+1

в ) Х У 1 Ги=!й(й + 1)

^  я(я+3)

в ) У ^ 1 ^K=t 2 я + 1

в ) Х ^ г т -й-г4
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2.23. а) Е
??̂=i

2.26. а)Х - л +1

л + 4

3 '

2.27. а) X

2.28. а) Х ---—
+i

2.29. а) Х - ^ - г

2.30. а) X

я=1(л + 1)

4* 1

б) х  <
H - i  Э

л(лт!) 

2
б) X — " ;

б) Х у
л -з

б )Х

(л+2)!

(л+0^-2^
,y-t н!

л!
б ) Х -^ н (н  + !)(я + 2)

б)Х
л!

:Н-5

з ) Х
Л -t- J.

И + j
n t i

R )XлЗ^ + 4

. . л  + 1
^ Х - 2  ,%̂ }2?? + 3

-̂1)л + 1
з ) Х "  ^Я=1 н-г2

з ) Х
( - 3)

л+ 1

я=1 73
о з / 1 ' . Н  + З

^ ) Х ^ -
я=1 7? + 6

Задание 3. Дан степенной ряд X ---- Гг"
М-т/й

а) написать первые четыре члена ряда;
б) найти интервал сходимости ряда;
в) выявить вопрос о сходимости ряда на концах интервала. 

Значения a, b, к дань! в таблице;

№  варианта а b к
1 2 3 4
2 2 7 3

з 4 2
4 3 5 3
5 5 2 3
6 3 7 4
7 6 3 3
8 7 2 2
9 8 3 4
10 7 2 3
П 5 6 2
12 . 9 2 3
13 8 3 3
14 9 2 4
15 8 7 з
16 7 6 6
17 7 9 4



№  варианта а ь к
.. . IS 6 7 3

19 5 8 2
20 6 5 4
21 3 8 3
22 3 7 4
23 4 7 3
24 4 9 2
23 3 8 3
26 4 9 2
2? .3 5 4
28 4. 3 3
29 3 6
30 6 7 3

Задание 4. Наши при первых, отличных от нуля члена разложения в 
степенной ряд решения у = у(х) дифференциального уравнения у' = /(л), 

удовлетворяющего начальному условию у (0) -  у о.

41. y' = 3cos% +yl у(0)^1; 416. у '-З л у -<2* у 4, у(0) = 0;
4.2. у' = 2уту2, у (0 )-3 ; 417. y'=2sinx-x"y, у(0)=1:
4.3, у' = 4sin л+ у^, у(0) = 1; . .418 . у'= jrŷ  -2т, у(0) = 2;

4.4. у -  х + у , ^ -  л, ' 4.19. у' = Злу -  sin т, у (0) = 2;
4.5. у' ^ У ту, у(0) = 0; 4.20. у '^ й ^ у 2 т у ^  у(0) = 0;
4.6. y'^g^^y^; у(0)^0; 4.21. у' = 2зютУте-^у2, у (0 ) -
4.7. у '- 2 ^  -  ту, у(0) = 0; 4.22. У' = 4.уу̂  -т^, у(0) = 2;
4.8. = +у, у(0) = 4; 4.23. .У'' = 4лу" -  2.у у(0) = 3;
4.9. у '-зю ту З у ^ , у(0) = 1; 4.24. у'-Злу^-н^+О  у(0)-0',

410. у' = ттт" у у \  у(0)= 5; 4.25. у' = 4л1 -ту^, у(0) = 1;
411. У = 2Л + у \  у(0) = 3; 4.26. y ' - ^ - s in T ,  у (0 ) -0
412. у' = Зт" -  ух, у (0) = 3; 4.27. у '-З л у -cos Зт, у(0) = 1;
411. у' = ху-$^^, у (0 )-0 ; 4.28. y'-T ^y + sin2x, у (О) = 2;
414. у' = 3гу^уу, у(0)-1- 4.29. у' = 3лу^-зт3х, у(0) = 3;
415. у' = т^у-3ту1, у(0) = 0; 410. у' = т у ^ у ^ \  у(0) = 2.



Задание 5. Вычислить определённый интеграл j у(х)Л с точностью

0,001, разложив нодынтегральнуто функцию в степенной ряд и затем 
проинтегрировав почленно.

5.1. Л 5 = 1 5.2. У(л) = Х-ДГ(Г%(х) 5 = 0.5

5.3. 5 = 0,5 5.4. /*(д) = ow/g-Л  1 5 = 0,5
5.5.

/(^ ) ^ ^
5 = 0,5 5.6. /(x ) = cosy'x 5 = 1

5.7. 5 = 0,5 5.8. Л  Л = 5 = 0,5

5.9. f(x) = sni.(.x )̂ 5 = 1 5.10. У(х) = 1̂ 4- X 5 = 0,5

5.11. ... . smх
X '

5 = 1 5.12.
д а = Л ?*91 -г х"

5 = 0,25

5.13. 5 = 1 5.14. Л-Х) = Л  +3^ 5 = 0,25

5.15.
Л Л  = ^'Sin-j

5 = 1 5.16. Л Л  = cos(x^) 5 = 1

5.17. /(х )  = 5-0,1 5.18. 1 - , - ^
/ М = Л —

5 = 0,1

5.19.
/Ч )=  ,------- г

5 = 1,5 5.20. Л^) = sm(lOOx^) 5 = 0,1

5.21. / ( х ) = - 5^0,5 5.22. h fs+ ^ 1

X

5 = 1

5.23. / м = ? Л
5 = 0,2 5.24. 5 = 1

5.25. /(%) = cos(25x^) 5 = 0,2 5.26.
Л Л  = 1 ^ -

5 = 0,2

5.27. 5 = 2 5.28. ln(l + 2х)/(х ) = 5 = 0,1



УяФяяяе & Разложить в ряд Фурье периодическую ( с периодом w = 2ж) 
функцию /(х ) , заданную иа отрезке ж].

6 р [7x-30,- .s?<x^0 
[0, 0<%<^.

^ . , 6 Г
я * ) = Р.[t-4x, 0<%<.т.

6.2. [0̂  - ж ^ л < 0
/(л)**![3-8х, 0<л<лг.

611 [5х + 1, - я*^х< 0  
/ (х) -  ^ .[0, 0<Л<7Г.

6.3.  ̂ [2Х-11, -я*<х<0  j  (х) -  <
[0, 0<х<я-.

6.18. [0, -?r<:x<0 
7(x)=j%--x ^j - y - ,  и<Л<Л-.

6.4. [0, - ^ < х < 0
№ ) - 1 л

- - 2 ,  0<x<2F.

619. [3-2х, -7г<д<0

6.3. . i t - - ,  -яг<л:<0.. 
У(х)=-{ 4

[о, 0<х<ж.

6.20. . , fO, - яг<л< 0  7(л) = 1
[Зх-1^ 0^х<ж*.

6.6. [0, - ^г<х<0  
[Юх-З, 0 ^ х < я .

6.21. [5-х, '-яг<ж<0 
^ " [ 0 ,  0 < л < ^ .

6.7. Ч - З ,  -л - < х < 0  
/ (л)=^3

[О, 0<х<?г.

612.
/ м = Р̂4х-3, 0<х<я*.

68. [0, . т<х<0 
 ̂ ' ^4-9д, 0<х<яг.

611 [х-2, - я г<х< 0  
[0, 0<л<д*.

6.9. !6х-2, - ?г<л<0 611 )0т -7Г<Х<0
Ъ  .,,

610. [0, -7Г<Л<0

—— , 0<л<яг. 
[4 2 .

611 [0, -7г<х< 0

+ 1, ОРл^д*.

61Р [7-Зх, -я*<х<0
Дх) = 0 о ^[0, 0<х^л*.

611 [2х + 3, -я*<л<0 
[0, 0<л<я*.

612. [0, -дг<х<() 
№ )  = Д ,  О.[6х-5, 0<х<%*.

611 [0, -я*<х<0 
[л + 2, 0<х<я*.

613. fx + --. —я*<х<0 
/(x)=-j 2 '

[о, 0<х<.%*.

618.
/ ( х ) , { - * 4 -  ^ < л < 0

[О, 0<х<ж.
614.

[4-2х, 0<х<л".
611  ̂ [2л-!, -ягйх^О 

Д х ) - 1  л[0, 0<Х<ЯГ-
6.15. ]Зх + 2, -я*<х<0

Д х )^ Р , Л.{0, 0<х<ж*.
611 !0, -яг<х<0



КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №6

"Теория функций комплексной переменной"

Задание 1, Представить в алгебраической форме следующие комплексные 
числа

t. (4 -3^)' 2. <^(3 + -? ') 
4

3. sm(-^-3-f)

4. 5. + 6. сощ— A 
4

7. .ж
8. cos(—-? )

О. 31. 32. cos(y  + ?')

13. sin 14. ^g ж 15. OA1+V3 ()

16. 17. c ^ ( 2 - - )  
6

IS. cA(l + ^ )

19. уА(2-ж) 20. ^ ( 3  + —) 
6

21. T A 'j3  + 0

22. (-1)^' ^ 23. TH(l + i) 24. (-1)^'

23. 26. co s(^  + 37) 
3

27. cos(^-4 2z)

28. Ллб 2 9 0 ^ 30. (-12 + 5^)'

Задание 2. Построить область, заданную неравенствами

1 .  )S"I}<T jz + t}>2.
2. + )z}<2.
3. }л-Т-/)^Т R ez> l.
4 .  ]z-^[<2, R ez> i.
3. z - и < 2, йп z > -1, Re и < Т
6. Iz + ?}>1, jz + i}<l.
-tl -i т f -л ^7.

8. i^-31m z<6.
9. }z*-2-ij<l, i< R ez< 3 , 0< lm z< 3.
1C. 3}z[-Rez>12

м



Rez>0, 0 < Im z< 4П. l<z-2 '<2.
12. Re(l + z) <jz]

13..!z + /}>4 -^ < a rg (z - /)< 0

14. argj> —

15. jzj<2, - - < a r g ( z - l ) < -  

1.6. arg(z +1 -;') <

17. ]z -l-y j> l, 0< R ez< 2 , 0 < lm z< 2
1Г,{ -I i Зя* ж18. jz + ?j<i, - ^ < a r g z < - -

19. 0<Rez<3,  - l < l m z < 0
20. jz]>4 0 < R e z < 2 , - l < I m z ^ l

21. [z - fk l ,  0<argz<^-

22. Iz + ?j<2, j.Z"?j>2
23. }z + l!< 0  [z-yj< l
24. ]z+lj<2, 0 < R e z < l 
23. )z + l)>l, [z-H ki

2̂ i. iz -  y{ < 1, ; arg z > arg(z +1 -  ?) < .̂

27. 1<]д-1)<2, R e z < 4  lm z > 0
28. l^ jz -? j< 2 , R ez<0^ lm z > l

29. jz[<2, Rez>l ,  a r g z < ^

30. [z]>l, 0<R ez< 2, - l< I m z < l

Задание 3. Найти коэффициент растяжения и угол поворота в точке при 
отображении w -  /*(z) -  м(л, у) + у )

№ ^(л,у) г(л,у) ZQ
1 1 ^ у -у З З э у ^ -к -У4̂ 1

2  ̂ ^СОЗЛ -к^''3!ПТ
ЯГ .—+ У
4

3
.,3 1,^.2- 2 ,2 Л —тлу -+л - у

L.... ..............

З л ^ у - у * ^  + 2 лр 2  . 
— У
3

!5



4 2..w-'2x 2 ^у —2у— !
s е^(лсозу- ysinx) c^(xsmy+ ycosy) -1+?я
6 л^+2-л-у^ 2лу+2у ?
7 e -^cosx g ^ s in x Я - ?
8 cosy sin у ?
9 2 . 2л "У 2лу V2 + ?'j2
10 2.лу 2 2 у - л -?
11 2л^ -  2y^ + у 4ху--л —
12 "** cos2yy

2 2
-6^  sin2xy

13 л  ̂-  Зл)^ + Зл Зл^у-у^+Зу-1 -1 + ?'
14 л^+Злу^+л^-у^ Зл^у-у*^+2лу 1-?

15 g-!.+2y 2л sin 2л
Ж
б"

16 у^-3лу^+2л Зл^у-у^ +2у-1 21 1
17 Злу^-л^ у - З л у -1 + ?

И - e ^ s m x - ё ^ с о а л
яг
4

19 Зх^у-у^ + 2лу л"*—Злу^+л^—у"
2 . — ? 
3

20 л ^ - у ^ - л 2лу-у 5-4?
21 у ^ -2 у -л ^ + 1 2л-2лу 1-2?
22 2лу + 2у у - л  -2л 1 + 2?

<rn g"*smy ё'"  ̂cosy ж?
24 -Х^-у^-Зл + 1 2лу-3у 4
25 2лу"3у л^—у^+Зл-1 ?
26 4ху-х 2 у ^ - у - 2 ^ 1-?

27 Зл*у -  у^ + Зу -1 Злу^-л^-Зл 1 . —? 
2

1 28 Зл^у-у^ + 2лу у*̂  -  л*̂ — Злу  ̂-  л*̂ 2 + ?

29 sin 2 л ё^'-^ cos 2 л
я
У

30 Зл^у-у^ + 2л-1 — -2л 3 + 2?

.16



Задание 4 , Восстановить агталитмескую й окрестности точки
функцию 7 (я )= и (л ,у )у Д д ,у )

В и ^ л ^ -у ^ + л , 7(0) = 0; 16. л-Злу^ - Д , 7(1)-0 ;
2. y = g"-^sniT + y, 7(0)-1 ; 17. м -  Д  -  у7 -  2у, 7 (0 )-0 :

3 ы- ^ / Ф  = )+^; 18. cosy, 7(0) = 1 i2 2  ̂л +у
4. м -л^ -Злу^ - л , № )  = 0; 19. ы - у -2лу , Д 0 ) -0 ;

/(1) = 1 + F; 20. у -2лу+ у, 7 (0 )-0 ;0. V -Г
Л 4-у^

6. Л-Л^ - л , 7(0) = 0; 21. у = 2лу+2л,_ 7 (0 )-0 ;
7. /(0) = Н 22.  ̂= 2 ^ - 2 ^ , 7 (0 )-Д
8. м -  COST+л, 7(0) = 7 23. т -2лу  + л, 7 (0 )-0 ;
9. л^Зл^у-у^ -  у, 7 (0 )-0 ; 24. и cos л, 7 (0 )-1 ;

/0 )= 2 ; 25. т - ^ ' з т л , 7 (0 )-1 ;iu. v - y  2 2, 
л +у

П. ^ - 1 - Д  smy, 7(0) = 1+в 26. и --2 л у -2 у , № )  = <;

12. л -  л^ -у ^  +2л-г 7 Д О )-в . ".л  ̂ ч-127. и - — ---- cosy'. ДО )- 2 ;

^  .. ЛТ1 7(0) = 1; т р у -  7 ....... 7(0) = !;
(л + l f  +у^

 ̂ 'У?
(л + 1)̂  4-.Д

, ,  л .
/ Ж  = 2;

2% 1
1П-.  ̂ " Д ^ . . 7(0) = 2;14. М —  ̂ ^^'Л, 

Х"+у
2?- Т ЗШу,

15. л -З т^ у -у ^ , 7(0)=!; 30. у -Д (усову  + л зту ),7 (0 )"0

Задание 5. Вычислить интегралы

у - отрезок прямой мелгду точками -  0, ^2 "  ! 4- ̂  

у - ломаная .4В(7с вершшгами = /, z^ -1, ẑ . -  О 

у - граница области (1 < ̂  < 2, Re z > 0)

17



4. jz - z&y - у ; (!z[ = 1, hnz = 0) 
г

5. J(sm^ + z)& , у : (izj -1 , Re z > 0)
г

6. ^zlmz"&, у -  rl R - отрезок прямой между точками z^ -  0, -1 +;'
г

7. j(3z^ + 2z)&, у - дуга параболы у -  г" между точками z = 1 + ц z = 0

8. j* Imz&, X" отрезок прямой между точками - ^  } + д z -  0

9. j(z*̂  г smz)&, . у : (jzj -  1, Rez > 0)
/

10. j zlmz^ab, у : (jzt -  L -  ?r < arg < 0)

у- отрезок прямой, соединяющий точки ẑ  = L zg = JП. ^ z^ z ,
'Z

n .  J -y .
^

13. ^zRez&,
г

14.

у - дуга параболы у -  л между точками z = 1 + д z = 2 + 4/

у -. jzj -  i

у -  4RC, 4В:(Ы-1, lmz>0), RC-отрезок с концами а

точках ẑ  = L Z2 -  2
13. j*(2z  ̂+ 3 z )^ , у - дуга параболы у -  л^ между томами z -  0, z = 1 д

16. j (3z" -  4z')Cz , у - отрезок прямой, соединяющий точки Zj -  Q, Z2 -  2 -ц
г
j

! 7. j*z cos zab
о

18. j(z^ + 7z + l)^z, ,4R- отрезсж прямой, z ^ - l , z g = l - ; '
ид

19. J(z + Z : (!z) = 1, Rez > 0)
г

20. j jzl&, ^RC - ломаная, z^ -  0, z^ = -1 +1, ẑ . -1 г 1
идс

18



\

21. J(z^ + COS z)^Z  , 
ЛВС

22. jzRez^&,
2.

23. [ (z ^ 4 -l)& ,
ЛДС

24. f(2z + i ) ^ ,
ЛЛ

25. t zz<3&,
ДВС

26. J(cosiz3-3z^)^ ,
2,

27. Jjzjdk, 
z

28. [(smz + z)^-,
.ЛВС

30. J l m z ^ ,
ЛД

л./5С - ломаная, z^ = 0, z^ = i, ĝ . = f 

A :(]zj-R ,im z>0)

4ЛС - ломаная, g^ -  0, zg -  -1 +  ̂z  ̂ -  ?' 

4Л: (y — z^ = 0, zg -1 + ?)

4R :(]zj-l,R ez> 0,Im z>0) 

L:(lzj-l,lnrtz>0)

V2, ^ < a r g r ^ ^ )
4 4

4RC - ломаная, z^ -  0, z^ = 1, ẑ . -  2/

42?- отрезок прямой, z^ -  0, z^ = 2 л 2f

Зададже 6. Разложить в ряд Лорана функцию / (z) в кольце А*

L / ( z ) - — ^
(z-2)(z^3)^

2<}z}<3

2. Ж )  = - у ^ - - ,
z^ + 2 z - 8

F6: 2 < {z4 2 )< 4

з .  =
z  ̂+3z-c2

AT: l< izj< 2

r̂-. i<}z-h2;<3

i . № ) ^  ,
z — 4z + 3

AT: 2< jz-l[< oo

6. № ) -  -
z^ + !

AT: л i Л

7 .  № ) =  - -  ' ?  - ,
z ^ -3 z + 2

AT: .0 < jz -2 j< i

19



8. ^
2^; l < j z j < 3

9. / ( z )  = ( z ^ + z ) " ^ ЛГ: 0 < j z [ < i

10. / ( z ) - ___
( ^ + i ) ( 2 - 3 ) ' ^ 2  3<j!z}<oo

п .  / ( z ) = - — !--------
( z - : t ) ( z - 2 /

ЛГ: 0 < ) z ) < l

1 2 . / ( 2 ) -  2
( ^ - l ) ( z ^ 3 ) - ' 3 < jz l< + o o

13. f ( z ) - _____ ^
1 < ^ [ < 4

)4. =  -̂----- '
0 < l z - 2 f < t

и .  № ) = — i - ,
z ( l - z ) 7Г; 0 < [ z - l l < i

!6. / ( z ) - ' — *--------.
( 2 - l ) ( ^ 3 ) ' 7^; ! < j z j < 3

17. / ( 2 ) ^ ^ -------
+ l ) (z  + 4) ! < [ z j < 4

i s . № ) -  /  ,
2 + 4

^  - 2  <  jzj <  GO

!$  № ) -  7 ^ '  ,
z  7 z + 6

^ . '  t < ^ < 6

2 0 . / ( z ) - — J i — ,
z^ - 4 z + 3

2 < j z —i j co o

2 . ! . / ( z ) - - 2 t L _ ^
z - 6 z  + 3

^   ̂ 3 < jzj < oo

2 2 . / ( z ) ^  /  ,
z  + 9

' 3 <  jzj <  oo

23. / ( z ) - --------- _̂____
( z - 4 ) ( z + i ) ' 2 < j z - i j < 3

20



24. / ( z )  =  — ,
z ( z  — 4) 0 < j x j < 4

2 S . № ) =  ; - '  ,
z ( z + ! ) ^  - 0  < jzj < !

2 6 : / ( ^ = + i l ,
x ^ - 1  ̂ 1 < jzj <  oc

2 7 . / ( z ) =  ^ ^

^ + i
.ЛГ; 0 < j z [ < 3

28.
( ^ - 3 ) ( z + 3 ) ' 3 < jx j < o o

2 9 . / ( 3 . ) = - + L _ ,
z ^ - 4 0 < f z - 2 i < 4

30. / ( ? )  = - ± . i J L  
z (z  + 3 ) ^ i < f x - 3 j < 4

Задание 7. Вычислять

2 + sin
1^,,2(х+2;)

2. Л
I т зтжг '

3. ^ sm3^+2

. 2,?-2^(z-3) ' 4

3. ^
1 ^ } ^  '3312

7 f CCS 2 + 3 ,  

!j-2j=,3 ^ " " ^ )

8. cos 2 + 3
^+i,$j=I ^  ^ Л2

9. ^ CCS 2  ̂-1

y=l

30. I-Z^ +3x^
i 2 r

i t  4

jz+i(=

^  + 2 
 ̂4x^ + ж

6. + 3
]z-i;=2(2^ +4)sm^

U. % — 2 + !± _ _ ^ .
Iz-il^i(z 3(z + 3)

21



13. 6Г - i
^  *3̂ 'izf=l ^

22. ^
12(Z^+1)

14 i 2 z b ^ + 5 ^
H=i

13.}resins-+ 2) & f  -

i6. ^ ^ —  
1 ^  + 4)

y :z -i '[

14 } 3 ^ 4 1 4 2 ^ ;
[z-6j=J  ̂ *"4лг

и .  i
*^2 sin2z

24. № r 3
sin ж

I 2

25. ^

2

ё  ̂+ 1 
2 ( j- l) <3z;

26. } COŜ  Z(&:
г-я* =2 zsm.

?8- }
i l, ^smz 27. }

wL
z + sin z + 2 ab

и + ж

13. f  S№ z - 3 ,
Уjz+i!=2  ̂ + 2 ^  '

28. ?

 ̂ ' 2

e"as
sinz

2o i  z
- j

' s i n  2z(z -  я*)
&

[z=i
29.

i i ^ j= - ̂  ̂ 2

^ + Z  + 3 , "7-^—— -6Й-;
sm z(zr + z)

2i. %
j ^  sm3z(z-%)
Г"2Г*

30. }
i f  ̂sin 3zi



Решение тмиожого варианта КР №5

Задала 1. Дшто векторное поле <з(.М) = (т + .z)7 + (2}- -л )  и

пирамида образованная координатными плоскостями и плоскостью
(Д) :.х- 2у т 2z = 4. Требуется:

1) вычислить поток векторного поля <2 (АТ) через внешнюю поверхность 

пирамиды дв^тчя способами: а) используя определение потока; б) по 
форме Остроградского-Гаусса;

2) вычислить циркуляцию векторного поля п (22) по контуру треуголытика, 

полученного в результате пересечения плоскости (P ):x -2 y  + 2 z -4  с 

координатными плоскостями при положительном направлении вектора 
Я-(1;-2;2) двумя способами: а) используя определеюю циркуляции; 

б) по формуле Стокса.
Решение

1.а.) По определению поток векторного поля <з(АУ) равен

поверхностному интегралу П -  п (АТ) - бйУ, где б* -  внешняя сторона
У

поверхности пирамиды И ДСО.
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Вычислим поток через каждую из четырех граней пирамиды.

Грань АОС лежит в плоскости у = 0, нормаль к этой грани я] = 
(А А  &. Тогда поток векторного поля через грань АОС равен

2
П ] = -  = 2

АДОС  ̂  ̂  ̂ ^
— <Аг=- А -х3^ .16

Грань АОВ лежит в плоскости т = 0, нормаль к этой грани ьС = ̂ , 
гй' -  &' ф . Тогда поток векторного поля через грань АОВ равен

JjOAr^y-O.
А ДОН :

1 рань ВОС лежит в плоскости ж -  0, нормаль к этой грани н з -  -7 , 
Л ' = АдА. Тогда поток векторного поля через грань ВОС равен

2 о 2  ̂^
П 3 - -  j*^ = ""^z(-z + 2)&  = - i z

ЛДГТГ " О г-2 О

Г , Г )
з ^0

Грань АВС лежит в плоскости ж-2уд2ж--4 = 0, нормаль к этой грани 

о / — 2 у д 2 С 7 — 2 у д 2 & г / ; \ 2  А  \2  ̂ т 1 ^

] I Г**""* з
А, -1 . йС- +  — +1 ф . Тогда поток векторного поля

через грань ВОС равен

П  4 = -  - - j j  ((ж д  z) -  2 (2 у  -  ж) д  2z)A; Ну = — - (ж д  z  -  4 у  д  2л* д  2z) А  ф
 ̂ АДДС  ̂ АДВС

^ (З х -4 у д З и )а^ ф  = " -  j]* ( з ж -4 у -—ждЗудб1а!жф =
 ̂ АДДС  ̂ АДДС  ̂ ^

^3 \  1  ̂ -Ут4̂ - ̂
' ^ 1 " 2 г -у д б 1 ;А ^ '" -" -^ ф  J 1"-Ж -уд6 Аг- 
АДДС^  ̂ 2 - 2  0  ^3

' [ у Д - у х  + бх jl = Г  i  ! 4 0 ^ ^ Л ^  + ( - У + 6 )(2у + 4-) )ф
i^'+" 1 р з

2 У Д
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(у  ̂  т 4 y  + 4) + i 2 y  + 24 -  2 y  ̂  -  4 y ) ф  -  — - j ^  4- 20y  ̂  З б )^  -
-2 -2

У 3 \
^  + Юу^ч 36y 32

3

Поток через полную поверхность пирамиды ABCQ равен:

П - Г ^ + П з + П з + Щ ^ .
3

4.6.) Вычислим поток векторного поля

б (М) -  f  (А,у, z) Г + У,z) J + Д(х, у, 2)F

по формуле Остроградского-Гаусса;

^  rrrfdP
п  = jjh  ^с у  cz ^

Находим
8Р б(х + л )_^ е д ^ д (2 у - л ) ^2
<7лг дх ' ду ду ' 2 OZ

Так как jjj Рт <з4' ̂  равен объему прямоугольной пирамиды АВСО, то

П -  ь2 + 1)<^ф & " 4jj*j* 'ОС = 4 - ^ - ^- 2 - 4 - 2 -
i ! 32

3

2.а.) В соответствии с условием задачи укажем положительное 
направление обхода кожура АСВ А.

Вычислим циркуляцию С векторного поля
д(34)^Р(х,у^)7-г0(^у,л)У л Р(х,у,л)Ж -  .

по формуле
С -  J n (M )-^  + ^ (4 4 )-^ /.

л см  нс св ли
На отрезке АС имеем:

у = 0, x ^ 2 z - 4 ,  . т -4 -2 л ,  б%--2бС,

<3(M)--(x + z)F--'xy + z^ ,

Л/ = ,
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<3 (..Ml - M  -  (д- С Д')Ат +  Л tA ,

2 2
(М)бУ = J(jr + л)<Аг + = J((4 -2^  + з)("2) + ̂ )& -  j* (Зл-8)^& -

Л(7 ЛС О О

2

- 6 - 1 6 - 1 0 .  
о

На отрезке СВ верны следующие соотношения:
х - 0 , - 2 у  + 2л = 4 , у - л  = - 2 , у = - л - 2 , ф  = йЬ,

A (M )-z f+ 2 y y + z^ ,

А/ = Ay у + А:

Л(М)-А^ = 2 у ф  + л ^ ,
о о

j*A(4A)A/-  ^2 у ф  + л& = j (2z-4  + z)Az = J(3z-4)A? = 
с в  СВ 2 2

о
= 8 - 6 - 2 .

2

На отрезке БА имеем:
z = 0, ^ -2 у  = 4, х - 2 у + 4, Ак = 2<^у

A(4^)-Af = T:AT-{-(2y-K)Ap,
_  0 ...... о

j*A(M)A/ = ^тАтч(2у-2г)ф = J(2(2y + 4) + 23^-2y-4)Ay = j(4y + 4)Ay =
ЯЛ ВЛ . -2  ' . -2

= (2у^ + 4 у )[^= -(8 -8 ) = 0.

Следовательно, С - - 1 0  + 2 + 0 - - 8 .
2.6.) Вычислим циркуляцию данного поля с помощью формулы Стокса:

С - JJ гЩц(М) -;С АУ

Найдем

Н J  А
гЩй(.М) = А А 5 

Эх Зу Зл
JC +  Z у - л  л
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В качестве поверхности <т в формуле Стокса возьмем боковую 

поверхность пирамиды О АВС; <т -  -+ o*Q̂ r + .

Тогда

го̂  п (Ж ) - Л  = - Л  ̂  .
Следовательно,

С9ИС ЗУМЯ

Задача 2. Исследовать сходимость числовых рядов:

и = ^ Л ^ 4 - 8  ^=Ц.И + 3)*3 д?̂=1 2н -гЗ

Решение:

а) Исследуем ряд по признаку сравнения. Пусть У/С -
я. л нг-'^

гармонический ряд, которьтй расходится. Сравним <зу, с п-ым членом 
/? +  2исходного ряда Fy

+8

? L 8 я Л-у 1+ ./ 4 О
lim — = iun '- ^ ^ !im ..У— = lim  ̂ од " ^*"?7-̂ й)А н—̂оз ИЧ 2 ??—̂°оИ(я4-2) л-Ч-ой if .  2 С и-̂ со , ^Я .... .- ..  ̂  ̂ Я i + " !  1 + —

-\?я -+8 д ^2

-=п

Согласно предельному признаку сравнения, если iim -  F и 0, то оба

я + 2ряда сходятся либо расходятся одновременно, поэтому ряд ]С—

расходится, так как расходится и ряд У —;

Ответ; ряд расходится.

27



б) Исследуем ряд по признаку Д'Аламбера.

?=! im <2ц+1 iim  ̂ (72 + 2)! (н + 1)!
+ (н + 3)-3 J ^*+^(н + 4 )-3 ^ д и  + !)!

inn (22 + 2)!-(и + 3)-3^

-  iim

, , 3 б
(н + 2)(н + 3 )^ 1  ^ + З и  + б_Д   ̂ ^ \__  . -  -  iim

я-+ж 3(н + 4) 3 72+4

При />  1 ряд расходится. 
Ответ: ряд расходится.

iim
3 Я'-̂ оЭ i

72 и-"

с) Исследуем ряд на абсолютную сходимость. Для ряда ]Р-
-iZH +л

используем интегральный признак.

-  н т̂  f
JK%X

^2л" + 3 2x^+3 4й-ю)'1 2x^+3

-  -  iim (in(2a* + 3) -  in 3) -  ао.

i  iim [ ^ 1  tim (in(2x^ + 3))
4 a-̂ c

Ряд расходится.
Исследуем его на условную сходимость. Проверяем выполнение условий 

признака Лейбница для знакочередующихся рядов:

б) iim

Для исходного ряда:

1
б) iim — -iim  - ^ — = 0.

 ̂ И-.̂ оо 2Н +3 н—т-оо р t "'
7^

Оба условия признака Лейбница выполняются.
Ряд условно сходится.
Ответ; ряд сходится условно.

Задание 3. Дан степенной ряд -----ург - Написать первые четыре члена

ряда, найти интервал сходимости ряда и выяснить вопрос о сходимости ряда 
на концах интервала. Значения я , &, 6 даны: <т = 2, 6 - 9 ,  6 = 6
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Решение

полагая2^-л"й) напишем первые четыре члена ряда У]-----g-y

последовательно я -1,2,3,4,...:

2х 4-х" 8-х^ 16-х^—- ..... . .. + — — +   - г ...
9 729-^У 6561-^/4

6) находим интервал сходимости ряда, используя признак Д^Аламбера

J -  1ип
и—?-°з ^4(х)

L Ion 2 " + ' х " ^  9"Д/н
9 "+ '.^ /Г 1  2 " . ж' й—

2 ж . ^
9.^/Гй*

-̂ -1 л } - Дт 
9 ' 'н-Гю о / -Дл + 1

2 ; , ,. A j л I 2"}л{- Нт } -  — - xi- йт
9 ' й^соА я + 1! 9 я-* " t 9 '

X}.

Для сходимости ряда должно выполнятся условие / < i , поэтому
2 , , , [ [ ^  9 9- -  х <i <се- 2- х <9 х < — <з- — < х < —,

f 9 91на шттервале — ; — ( ряд сходится.
2 2у

в) исследуем ряд на концах интервала. При х = -  получим ряд

ГрУ
Т . И  У

w ^ t 1 С" !V  ^ у  ^
н=! 9 У н  уп

по итетральному признаку

f дуусА -  !пп f тдг<А -  Пт [ х  ̂(А -  Йт
l9 X  a-3-=°j t?->a

ряд расходится.

2" -

i
п 5

6 т - -х°  
5

9

б .. УГД ,4- - -  №п Уй -1 ("00 
5 Л .̂сэ1 9

„ Г  91"

При х = - — получим ряд у ^ Д л А = 4 - ( А 2 .
x=i 9"-Ч/н
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этот знакочередующийся ряд расходится. Проверим выполнение условий 
признака Лейбница (исследуем на условную сходимость):

!) Я] > я з

Для полученного ряда:

^  ^3 '

2) Нш = 0.

2 ) lit 6 /j*у и
б.

Значит, ряд условно сходится в точке х = . Поэтому  ̂ область

сходимости: 9, 9) 
'2 ' 2 /

Г 9 9) Ответ: ! — ; .
L 2 2)

Задание 4. Вычислить определеннь(й интеграл j  /(д-)<гЛ- с
0

точностью 0.00}, разложив , подинтегральную функцию в степенной ряд и 
затем проинтегрировав почленно.

Решение

1

J эн......у " J Г"7 УД "  э J Г" Y о ^о \-8+т^ с 2.

2

о зу , т,з 2 о ^
1 т [ - 1  1

22 j

Используя разложение в ряд:

f] ; 0 " - ^  ; ' " ( " - 'M m -Z )  з .
 ̂  ̂ И 2! " 3!

по.тагая, что ш = - - и т - ) — , находим:
3 у2 )

д '+(§1
з \

1 1 1 4  1 4  7
з 1 з ^ 1  , з - f з ч ^2^2+ " n f ] " j  " """у," ] у  j +----l: \2 y  2! у 2 / 3! \_2у
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Тогда

3-2
з-X +.-

3^ 2?
4-7

3 -2 to

2

/* 1
4 1132 7

4-7 70
82944 10

+ ... A -
7

^ I  -(l -  0.0078 + 0.0^03 -  ...)= 0.496;

получили знакочередующийся ряд, для достижения заданной точности 
достаточно взять два члена разложения, т.е. ограничится вычислением 
частичной суммы 5*2 сходящегося знакочередующегосжряда, т.к.

0.0003 <0.001.

1
Ответ: j

о

Ух
^ 8ч х ̂

0.496.

Задание 5. Найти три первых, отличных от нуля члена разложения в 
степенной ряд решения у -  /'(%) дифференциального уравнения у' = /(х ,у ) 

удовлетворяющего начальному условию у(0) = уу.

Решение

Будем искать решение дифференциального уравнения в виде ряда 
Маклорена;

1! 2 ! 3!

№ условия у' = 2-х"у- cos(3x), полагая х = 0, у -3 ,  находим; 

y'(0) - 2 -0 -3-cos(0) - - l .
Далее находим:

у"(х) = (2х^у-со§5хД. -  2-2ху+ 2х^ -у'чЗ-зтЗх = 4ху+ 2х^у' + 3зю5х, 

л р и х - 0 , у  = 3,у '--1,находим;
y^(0) = 4-0-3T2-0-(-"l) + 5smO = 0.



Находим:

у'"(л) -  (4лу + 2 л + 3sin Зл)^ - 4 у +  4лу' + 4лу' + 2л"у" + 25-соз5л, 

при л -  0, у = 3, у̂  = -Э, у" = О, находим:
у"(0) = 4 '(-1) + 8-0-(-1)4-2-0.0 + 23со8 0 = 21.

Следовательно, у = +
^ 1! 3!

i 2! ^Ответ: у - 3 ----л + — л .
^ !! J:

Задание 6. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию (с периодом 
<и = 2л*)

 ̂ [я* + л, - л < л < 0 ;
/(л) = 1[О, 0 < л < л*.

Решение
Вычислим коэффициенты Фурье:

ж  ̂ л* 2

(̂̂ * + л)С0$Жй& =

-л*
й -  Я" Л- Л,

1 Л*̂ _ ЛГ

-  ял, ) 
^ - с о з ж & ,  v = Ismnx

Я

1 ]̂ Л"+Ж . )-- — -sm^y яг у я у
 ̂ 1 ^

 ̂ Я"Л -яг
-cos ж

л*я
= ^ - ( - 1 ) " ) =

Л"Й л"(2н-1)^

лг ^

М "  JT + л,
i^Г = 8ШЙЛЯ!х, Г = — созял 
я

—f-^-^-cosm;} +-"[со8нл^у
ЛГ у и У - V  " 2,

i f  . 1 f лг i .
7Г  ̂ я й̂

Тогда ряд Фурье для данной функции запишется в виде:

/(-*)
_я* 2 ^  соз((2я-1)л*л) ^  8ш(ягйл)
^  ̂ — Z=̂ "77 "Т 7L -4 л* Н=Т (2й-1)
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РЕШЕНИЕ ТИПОВОГО ВАРИАНТА 
КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №6

"Теория функций комплексной переменной '

Задание Т. Представить в алгебраической форме следующие комплексные 
числа

a) cos(—-А б) (-! 4 АЗ) 

Решение.

а) Так как cos(ẑ  -  -  cos - cos ̂ 3 + sin ẑ  - sin ^  те
. . я* . . т/з . 1 .

cos(—-  ?) -  cos—cos? + ?s?n —-$mz = — cos? + /—sm ?.
6 6 6 2 2

Найдем cos? и sin/

cos? -
C - r  -4 ?g e +e 1+c

sm? -

Следовательно,

2 2c
+ e e^ -1 .-?.

2? 2e

c 1 + e  ̂ ^ - 4
" 6  ̂ 2 2e 2 2e 2 2c 2 - 2c 4c 4e

_ j 3  + i + a^ (^3 -i)
. 4e .

6) (-1 + ,Д )-ь ' = ,-3 ''"< -< ^Д

Втлчнслим Ти(-1 + ?V3) = inj- i + ?J3j + ? arg(- i + ?J3) + 2лН, ^ e Z

Поскольку {--Л + йУз}-2, arg(-i + ?-\/3)"—ж, то
2

Р??("Л'Ь?'\̂ 3)-*Ьт.2 + ?("7Г'т"2д!̂ /), ^ s Z ,  a 
3

(-1+? V3)-Д? = e
2лг-г6дА(cos 3 in 2 -  / sin 3in 2), ^ E Z,
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Задание 3. Построить область, заданную неравенствами 
l< zz< 2 , Rez>0, 0<1ти<1

Решение.
В неравенстве ! < со < 2, заметш т = х т У, У -  х -  /у, ж = х"̂  -  ,

получим 1 < х^ у уг < 2. Последнему неравенству удовлетворяют точки, 
расположенные в кольце с центром в начале координат. Неравенству Rez > О 
соответствует правая полуплоскость. Неравенство 0 < Код < 1 определяет 
собой горизонтальную полосу. Окончательно область будет иметь вид

f  У

'X

Задание 3. Найти коэффициент растяжения и угод поворота в точке яр
при отображении п- -Зху̂  У^Зх^у-у^).

Решение.
Функция w = л + а? является дифференцируемой, так как и -х ^  -  Зху" 

и у -  3.x "у - 1-̂  удовлетворяют условиям Коши-Римана. Действительно,

-^  = 3х^ -Зу^, 
бх
ом от ом 
йх йу' ду

Найдем и' по формуле

бй
йу
бу
Зх*

ду-  -бху, — -  бут,
йк

ЙУ 2  ̂ 2 — -  Зх -  3 у и 
бу

, бм . ЭуW -  — +  ̂— 
ЙХ йх

Для данной функции w' -  Зх^ -  Зу" + бхут, ту'(яз ) - 3 - 3  + 6 /-6й  
Производную w'можно найти иначе. Легко заметить, что 

w -  (л + (у)*̂  -  . Тогда w' -  3z^, w (̂zo) = ЗД + -  б?' -
Коэффициент растяжения ^ -  j V(zo)} -  j6/! = 6.

Угол поворота ^ = arg w'(zo) -
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Задание 4 . Восстановить аналитическую в окрестности точки Zg 
функцию

/(z )  = у) у а/(,у у ), есжт т ̂ У
2 2 л +У

У Р )-0

Решение.
Найдем

dv __ 2лу d^v _ 2у(л" + у")*̂  -2(л^ + у^)4л^у __ бл^у -  2у" ^
(л '+у^)^ (л ^ у З )З  ^

& ту^-2у^ _ л^-у^ _ д"т _ -2у(Д ту "У "2(^^ ч у^)2у(Д -у")
^  (Д+у^)^ (%Ду^)^ ду̂  (Д + у')^

Так как /(2) -  0, то й(2; 0) -  0,
2 1 л I
-  + С -0 , +4 2 ^2 2

Д Д л _Д У
л + у 
! 1

л -т у л" + Д
Z -  л-г у  .

Задание 5. Вычислить mete! рады

a) [lmz&., где А..пряможшейный отрезок, соединяющий
L

точку 0 с го<н<оЙ 2')! *,
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б) Jsinz&:
О

в) , где L -  верхняя половина окружности jz) =! от точки

(-1; 0) до точки (1; 0).

Решение.

а). Изобразим путь интегрирования

Так как z -  л + yy, Im z -  у, & = <з5г т- Иу, то

j* Im --  ̂у ( ^  з- Иу) -  = -L (1 д i .) . ̂ .
2 2

з . F— I ̂ ---
о 2т т о

б). Так как sm s является аналитической функцией на всей плоскости,
—И' 
2

то j*sin.z& не зависит от пути интегрирования. В качестве пути

интегрирования выберем ломаную <%!Я.

А У

Я
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На отрезке П д f). ф  = 0, z ^ х, <А -  

х = ^ & - ' 0 ,  г ^Ау.. б& = ?'ф, 0<у<1.

G<x< — 
2

А на. отрезке ДВ:

ЯГ .,.  Я*

2 2 1 ^
:: Jsin .';Хт -г j  sin ẑ X -^ s in втХ з- [ sin(— т- зу)?ф
/0: ОЛД О О "

-COST
 ̂ '

+ 2j COS Аф- -
о

И е - е  е-<?"-1 + Sinn'j -1  + sm 2 = 1 + ----- '------= i + / ---- ---- - = 1 + / .

в) Параметрическое уравнение окружности jzj-l есть z -H ^ . Для 
верхней половины окружности при направлении обхода от точки (-1; 0) до 
тонки ().;0) вменяется от я* до 0; jz}^p Jz = .

Toi-да
И -A :  0 . , . .

J]z!& -  j * у -  1 -  cos я- -Hsin ж -  2.
Н И "  .- x ^

Задание 6. Разложить в ряд Лорадт фудшдтю / (л) -  -

а) X: i< ^ < 2
б) X:  0 < ! . z - i < i

--------- в кольце X ;
1)^-2)

Решение.

Представим функщдо

i

1
(^-i)(2 -2 )
X

в виде простешних дробей.

; ^ (z -2) - rX (z- l )= l .
(z--i)(z-2) л-1  ^

Положив Л " Д  получим Д = - П  ПОЛОЖИВ и " 2 ,  получим Х - 1 .  
Следовательно,

1 1
(z l)(z -2) " л -1  л -2*

а). Дробь \  является аналитической функцией в круге [z]<2 и

разлщдется по тнвокительным степеням д:

г - 2
! !
о„ {

Z 2^ z"}. + — Л *—— Т-... + ....
2 2  ̂ 2" J "  2 ^ z J   ̂ 12

<l,zi<2.
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Дробь л является аналитической функцией вне круга Ы > 1 и

разлагается по отрицательным степеням z: 
__ 1 1 1

z - l "
- - Н + - - + -

2
Отсюда слезет, что

1

1 i -'it
+ ' " i = - X — -7 z,=iz ]-!

Ё 4 Д Ё [ Л ' \(z-l)(z-2)
б). Разложим данную функндю в ряд Лорана в окрестности точки 

До -1 по степеням (а -1) т.е. в области АД 0 < !z -  i! < 1

1
( z - l ) - l  l -(z -O)

i ( r  n",
м-0
____!_  _  ^ __ 1__ . !
(z-0)(z-2) z -1  z - 2

+ (z-!)  + (z-1)^ + (z -  + (z -1)^ -4-

0<[z-l)<l .
и=0

Задание 7. Вычислить Л
jj+3/j=3

sm z
z2 4

Решение.

Контур интегрирования представляет собой окружность с центром в
точке
za- -3f  радиуса 3.
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Представим подынтегральную функцию в виде
smz

smz _ $m2 s - 2;
^  ^4  "  (л - 2^)(^7 2 F) " 7 + 2?'

Так как функция S IR Л - аналитическая в области, ограниченной контуром

Г, то применим к ней интегральную формулу Коши, 
sine

smz
J ^2

2г
s: + 2/

-  2ж! sinz 3
i f !У z; — 2?у

-2/

sm(-2f) 
-  4/

2тп = —sin2? -  ^АА2. 
2 . 2
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