
Аналитические и численные методы исследований в математике

Применив описанную процедуру, можно построить множество А0. По­
строив : данные множества, можно сформулировать задачу оптимального 
управления для нахождения замыкаемой обратной связи. Оптимальные про­
граммное и позиционное гарантирующие управления с учетом замыкания яв­
ляются решениями следующей экстремальной задачи :

J(u) -  m axćx(t*) —> min

x = Ax + bu,x(t°) = x0, (11)

x(tk) s X k,k = T, 2 , ...
u(fj: <\,t o T. ,

Поскольку решение ищется в классе дискретных функций, то для реше­
ния данной задачи применимы методы линейного программирования, что по­
зволяет значительно упростить вычислительный процесс. ‘ ;

При исследовании данной задачи было отмечено, что при росте числа 
точек замыкания целевая функция уменьшается, однако при этом значительно 
возрастает размерность задачи линейного программирования. Кроме того, в 
ходе численных экспериментов было выяснено, что для построения хорошей 

: аппроксимации замкнутой обратной связи достаточно небольшого числа то­
: чек замыкания, поскольку, начиная с некоторого числа, добавление еще одно­

го замыкания незначительно улучшает критерий качества.
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: 1. Постановка задачи : 1
Рассмотрим идеализированное представление о мгновенном точечном 

взрыве как о движении газа, которое вызвано мгновенным выделением ко- 
i нечной энергии в некоторой точке.
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. 2. Математическая постановка ^
. Примем точку, где произошло выделение энергии,-за начало системы 

координат и будем считать движение газа симметричным. Внутри области, 
ограниченной ударной волной, движение будем предполагать непрерывным, 
так что должны иметь место дифференциальные уравнения газовой динами­
ки. На ударной волне задаются условия Ренкина-Гюгонио. Ещё одно условие 
вводится исходя из закона сохранения энергии.

3. Система обыкновенных дифференциальных уравнений.
Вышеупомянутая система уравнений в частных производных может 

быть сведена к следующей системе (см., например, [1]):

+ + [ и щ - ^ л ^ к щ  ==, о, ( 3 . 1 )  

-~ (1  + y)R[X]U[X] + + R [ ? .{ ę ^ p - X  + и[Х\у'[А}  ==0, (3.2)

\nx]+yP[X](^~um+uu]j = =  0, (3.3)

(Л) = р(г)/р(г2); Я(Л) = р(г)! р(г2), (3.4)

- а  ± у ) т + { - Щ р - я + и т

Л = г tr2", U(A) = и(г)/и(г2);

где г2 - расстояние от центра до ударной волны, Я - относительная Эйлерова 
координата,-г - размерность задачи, а Е/(Я), Р(Л), Я(Л) - относительные вели­
чины скорости, давления и плотности. "

4. Первые интегралы и нахождение решения
Для системы (3.1-3.3) можно найти два первых интеграла [1], с исполь­

зованием которых, можно получить из (3.1) однородное дифференциальное 
уравнение: " " : ' ; ' '

з  ц щ  UW  (V ~ 1 )(г -1 W W 2 Kr +1)■- У(2у -  \)У[у}!2 + у(у + 1)/4, (4.31
Л . Я : уР[Я]2 - (у  + 1)К[Я] + (у-Ы)/2

где Р[Я]=£ДЯ]/Я. -г': ; : .
Осуществляя подстановку; ^ .

- Н[Д]=ЯФ[Я],
в равенство (4.3) и интегрируя полученное соотношение, получим:

Я[Ф] 0 ~ 2 /(-2+v)C[y,v, Ф]^*Г] "-1  + К -1  + 2Ф) 
, - 1  + у

4-(l-r)/(-2+2r+v)
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Л\у r1 4( -2 + t/)1/ + r ( -4  + 8v/ - 3 v 2) + x 2(4 + v2) 
где Л J ( - 2  + y ) ( 2  + v ) ( 2  + ( - l+ y )v )  ’

П у  у  ф ]  -  ~  ^  +  +  у )  +  2 ( 2  +  ( - 1  +  у ) у ) Ф
’ 2 + y (-2  + v ) - 3 v

6’(Ф) выражается из соотношения (4.4).
Выражения для Р(Ф) и Л(Ф) находятся, используя первые интегралы 

(4.1) - (4.2) и условие (4.4):

Р[Ф] = -(-1  + г у К 2 - Г )  ф2и/(2+и) (_J _ г  +  2 ф у  / ( - 2 +у )  ^

Д[Ф] = (-1 + y f lr’v](2 + у ( -2 + v) -  3v)B[r'v] (-1 - у  + 2 Ф)1/(-1+̂  х 

х (-(1 + у ) (2  + v) + 2(2 + (-1 + у)у)Ф)~г[!',1/1,

Ą y ,v ]  

B[y,v]  

\ D [y,v]

4 (-2  + v )v  + у  ( -4  + 8 v -  3v 2 ) + y 2( 4 + у 2) 
( -2  + y ) ( 2  + v)(2 + (-1  + y )v )  ~

4 ( - l  + y )y  + 8 ( - l  + y )v  + (4 + (-3  + y ) y ) v 2 * 1

( - 2  + y ) ( - 2  + 2 y  + v ) ( 2  + ( - 1  + y )v )
(4 -  y (  4  + y))

( -2  + y ) ( - 2  + 2 y  + v)

1 5. Переход к новому параметру, ' :
; Использование полученного выше решения на практике сопряжено с 
гекоторыми трудностями вычислительного характера. Во многом это связано 
: наличием множителя . ; . ,

"-1  + /( -1  + 2Ф) 

, - i  + Г

\£[y.v]

2
, где E[y,v\ г - 1

- 2 +.2 y  + v
f i ’ .

i выражениях для Я. Значение показателя в нём очень мало (£(1.3, 3) =1/12), что 
юдёт к необходимости использования вычислений с повышенной точностью.

График зависимости Я от Ф выглядит следующим образом (см. рис. 1)
. Попытаемся получить найденные зависимости в более удобной для 
фактического использования форме, перейдя к новому параметру с, исходя 
в условия:

1 + у - 2 )Ф _ _ р Е[у,у]-' 
1-Г  .
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Рис. 1. График А(Ф): при у=1.3, v=3  

Выражения для Я, U, Р у R запишутся следующим образом:

Ш  = ęK [r,v ,ł;y2i^ v)L [ y , v , ^ ' v\  U[ę\ = m y ,v , ę ] vl(2+v)L[y,v,ę\

Р[^] = К [ у ,у ^ ] гу,(2+у)М [ у , у , ^ ^ 2+г Ч [ у ,у ^ Т :

4(-2 + v)v + у ( -2 + у )(-2 + Зу) -  у 2 (4 + у 2)Л 
(-2  + у ) ( 2  + у ) ( 2  + (-1 + у ) у)

N[y,v\

m  = ę vl{- Ur)M \y, v, £ f ^ 1+r)L[yt v, ŹT
( ~ . \  . / , . О . . . .2 / 2 Л4(-2 + у)у + у (-4  + 8v -  3v ) + у (4 + v )

Q r ,v , f l  =

ц у .;у& = -

(-2  + у)(-2 + 2 у  + у)( 2  + (-1 + у)у) 

l + y + ( - l  + r ) | 2+W(y~1)
2у

- (1 + у ) ( - 2  + 2  Я + у) + (-1 + у)(2 + (-1 + y)v)Ę 
, “ • y(2 + y(-2.+ v )-3 v )

2+v/(y-l)

, , r: 1 + у - £ 2 + у /(М )\ ГГ , 2 , 1 - y
M [y ,y ,Ś \-  ■ ■■ ■- ...----------- --, - N[y,v] = ——  + —-----

1 + y
7 2 + v ' - 2  + 2y + v -  2 + v -  yr

Полученные результаты легко использовать на практике, поскольку за­
висимость Эйлеровой координаты Л  от параметра ę близка к линейной, что
облегчает её численное обращение.
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Проведение достаточно громоздких; промежуточных преобразований 
стало возможным благодаря использованию пакета Mathematica® 4.0. 
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РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ НЕКОРРЕКТНЫХ ЗАДАЧ 
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Работа посвящена^ актуальной проблеме построения регуляризаторов 
при решении некорректных задач, поскольку такие задачи в большом количе­
стве возникают в многочисленных приложениях современной математики. В 
работе строится регуляризатор для уравнения . ,

Ах = у  (I)
в виде неявного итеративного метода "

(Е + аЛ)хл+1 = (Е -<хА)хп + 2ау, х0 = 0.‘ (2)

Здесь А - ограниченный положительный самосопряженный оператор, 
действующий в гильбертовом пространстве, для которого нуль не является 
собственным значением, следовательно, задача некорректна. Предполагается, 
что при точной правой части у  уравнения (1) существует точное решение х. В 
случае приближенной правой части у5, | |у - y s ||< 8, метод (2) примет вид:

(Е  -i- a/l)xn. i s = (Е  -  cul)xn S + 2ауг, хо г = 0. (3)

Доказана сходимость метода (3) при точной и приближенной правых 
частях уравнения (1) и в случае истокообразной представимости точного ре­
шения х = А z, s>  0 получены оценки погрешности,. которые оптимизи­

рованы. Доказаны теоремы. . • :
Теорема 1. Итерационный процесс (2) сходится приусловии а >0 . 
Теорема 2. Итерационный процесс (3) сходится при условии а  > 0, если 

число итераций п выбирать в зависимости от 8 так, чтобы и(8)8 -> 0 при 

5 -»0 . . ... ■ ■■ . «:• . . ■■■•-.•. : .

Теорема 3. Если выполняется условие х  = A sz, s > 0, то общая оценка
погрешности метода (3) имеет вид ж  ̂ .
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