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многообразия Р° следует егозамкнутость. Факторизуем пространство С по Р° 

[2,3] и рассмотрим задачу идентификации в факторизованном пространстве. 

Фактор-пространство F = CIP° состоит из классов смежности 

ij/ = {<p + z},<pe P°, zeC.  Два класса у/и4 равны, если у - £ е Р ° .  Отметим, что 

фактор-пространство F  банахово относительно нормы j|£ff  = inf ||?> + гЦ

.Определим линейный оператор ц  F по формуле:''Ł(jy = Ц у - !

О и р е д е  л ё н и е 2. Систему X назовем с- идентифицируемой (claśs- 

идентифицируемдй) [2], если многообразие Р° конечномерно.

Пусть А(Я) =

0(Я)/1, d (x )a 2 ' .. о ( Я ) 4 м D(,X)Am~
Д (Я )£ 0 - .  0  ".

. , 0  Д (Я )£ ! 0 , 0 - ( тп  х  тп  )-м атр и ц а ,

; 0 0 Д (Я)Я ' ‘ 0  ■ '

С(Я) = [GD(X)At + 0,Д(Я), GD(X)A2 + G1MX),...,GD(X)A„ + 0„Д(Я)]-(/ хпт)-матрица. f

Определим матрицы С°(Я) = со1[С(Я), С(Х)к(Х)... С(Я)Я""|(Я)], К(Х) = кт{Х),

:ЦХ) = (»Д:С̂ (Я),С0(Л)/Г(Я),:;;,С0(Я)А:''-,(Л)].'

Параметрический критерий с-идентифицирусмости системы: X доставляет, 

следующая: . • . . . . . .

Т е  о р е м а 2. Условие - j •. • .  >•

rank ’Ш
K"W,

является необходимым и достаточным для того, чтобы система X была с-

= ranki„ (Я), для почти всех X е К, (5)'

идентифицируемой.

Далее в'докладе приводится граничная задача для восстановления текуще­

го состояния в предположении, что система X является с-идентифицируемой.
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ЧИСЛЕННАЯ МОДЕЛЬ САМОДИФФУЗИИ И ЯМР-РЕЛАКСАЦИИ



В БИОЛОГИЧЕСКОЙ СТРУКТУРЕ
Хиревич С.И., БГУ, Минск

Метод пульсирующего градиента магнитного поля широко применяется 

для изучения диффузионного движения и времени ЯМР-релаксации молекул 

жидкости в биологической среде [1, 2]. Создание математической модели для 

изучения результатов, полученных при ЯМР-измерениях важно для дальнейше­

го развития данных методов измерений й обработки экспериментально полу­

ченных данных. Существуют различные подходы к этой проблеме. Например, 

модели, основанные на методе Монте-Карло [3,4, 5]. Также существуют анали­

тические модели, основанные на так называемом приближении дельта- 

импульсного градиента [б, 7, 8] и, наконец, численные модели, основанные на 

решении‘2-го закона Фика для диффузии [9, 10]. В русле последнего'подхода 

ведётся достаточно много исследований. Не так давно была реализована одно­

мерная модель многоячеистой^системы и двумерная в полярных координатах 

[10j 12],.Эти программы предназначены для решения численных задач с помо­

щью конечно-разностной схемы. Известно, что этот метод даёт хорошую точ­

ность решения. Однако, постоянство шага сетки -  особенность конечно­

разностного - метода. • Отсюда вытекает необходимость ■ решать' неоправданно 

большую, систему уравнений для моделирования биологических объёктов/час- 

ти которых имеют широко варьируемые размеры. Метод конечных элементов

264 Раздел V. Аналитические и численные методы
исследований в математике и их приложения_____________

устраняет этот недостаток -  вычислительная область может быть покрыта сет­

кой с нерегулярным шагом. Этот метод уже реализован в среде FEMLAB (раз­

витие PDE toolbox MATLAB).

Для того, чтобы оценить возможность использования пакета FEMLAB для 

изучения результатов ЯМР измерений в прристой и биологической среде, мы 

выполнили большое количество вычислительных экспериментов. Сначала мы 

проверили соответствие решений, полученных при помощи пакета FEMLAB с 

широко известной аналитической моделью Бронштейна [9]. Последняя описы­

вает затухание магнетизации во времени, происходящее только за счёт диффу-
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зци частиц нерез частично проницаемую мембрану (без учёта импульсов гради-5- 

ента, магнитного поля). Этот., процесс математически можно описать следую-! 

щимобразом: ... ; ' • - * лес

^  = V(£»VC(r,0) ■ (1)

{nDVC{r,t) + pC{r,t))\s =0, C(F,0) = 1

Согласно нашим результатам, модель показала практически полное соот­

ветствие с моделью Бронштейна. |

Следующим шагом в наших исследованиях являлся более сложный случай 

-  пульсирующий градиент-магнитного поля для цилиндрических ячеек. Анали­

тическое решение для этого случая изложено в работах [6]. Для получения ре­

зультатов мы решили численно уравнение (2) для одноячеистой цилиндриче­

ской системы с частично проницаемой мембраной:

^ ^  = V(D yc(r,t)) + ig(t)yrx C{?,t) .
' ( 2)

(ńDVC(r, 0  + pC(F.Y)) |5 =О, C(F,0) = 1 ■ •

где g(t) -  это функция, учитывающая.влияние градиента магнитного поля, у - 

гиромагнитное соотношение, и гх - компонент радиус вектора, который на-, 

правлен вдоль градиента, поля. Аналогично «[8], мы решали уравнение, считая, 

что градиент магнитного, поля отсутствуем, а затем учитывали его влияние (ум­

ножая на коэффициент, характеризующий влияние градиента):
д С * ( г  /1 — _ . ■■■............ -

8 t \
с С(г,0  = С*(г, t)*ехрШ 0 г х). ■ • -

(3)

В результате решения,; мы получили следующее: разработанная численная 

модель дала хорошее согласование с результатами работы [6]. При этом было 

получено меньшее Отклонение от аналитического решения;'чем при использо­
вании цилиндрической модели [10]: г- ............  ■ ■ . . . .

* После изучения‘возможностей‘пакета FEMLAB, мы попробовали приме­

нить разработанный численный алгоритм для моделирования достаточно рёа-
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листичной системы -  двумерная структура, представляющая собой четверть 

биологической клетки (вакуоль, цитоплазма, клеточная стенка) и дополнитель­

ное межклеточное пространство.

S, rei. ни.

, Рис. 1. Пространственное распределение магнетизации для системы ‘чет- 
вертъ-клетки-плюс-окрестность. ’ при величине градиента, равной 1 Т/т и 

г времени наблюдения 0,6 с.
-.4. Результаты• вычислений; полученные-для/такой^структуры,'представлены

на рис>1.'Сетка, покрывающая областьвычислений,- состоит приблизительно из

30 тыс. треугольников й *15 'тыс. узлов; Внешние границы модели закрыты. Вы­

числения пространственного распределения магнетизации в 5 градиентных и 24

временных точках заняли порядка 12 часов на'Pentium III, 866 МГц, 256 Мб

ОЗУ. Адекватность .построенной .модели проверялась путем сравнения с ре-
' Ч ;......... ' 1 ' ! л
зультатами ранее опубликованных работ [5-rl 1], а также качественно - с данны­

ми .экспериментов над простейшими реальными, системами,: полученными в

, Вагенингенском университете(Нидерланды). , i . - i , .  ■

. В. рамках данного проекта была проведена большая работа с целью исслс-. 
дования применимости пакета FEMLAB при,моделировании самодиффузии и 
времени затухания. в ЯМР-измерениях. В действительности, FEMLAB позволя­
ет проводить моделирование поведения магнетизации в многоячеистои системе 
с произвольной геометрией. Метод конечных элементов — это основной метод



численного решения ДУ в частных производных^ среде. FEMLAB. Главное 
свойство этого приближения х  точки зрения моделирования ЯМР измерений в 
биологической среде -  это возможность построенияшерегулярной сетки, в ре­
зультате чегр мы получаем отсутствие неопределенности в представлении, мем­
браны. Пользовательский интерфейс FEMLAB, предоставляет, широкую функ­
циональность. Но на пути оптимизации времени вычислений появляется необ­
ходимость разработки отдельного программного модуля для применения мето­
да конечных элементов для моделирования ЯМР-измёрений. В настоящее вре­
мя ведется его разработка. В рамках этой задачи создана подпрограмма, выпол­
няющая триангуляцию Делоне произвольной двумерной области. • ■ • --

Предложенная численная модель позволяет описывать поведение магнети- 
зации в двумерном пространстве для систем произвольной конфигурации, что 
является шагом вперёд по сравнению с ранее опубликованными результатами. 
Разработанные алгоритмы будут использованы для обобщения модели на трёх­
мерное пространство. , .
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Функция u(t) , / с Г = [/.,Р], t, < t‘ < +00 ’ называется, дискретным управлением 

с периодом квантования h , N -  ;натуральное число), если

u{t)~u(tk), / е [/*,/*+,[, tt =t. + Iih,’k = 0,N -l. ^  \  г,.'.

В классе дискретных управлений рассматривается линейная задача терми-
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