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О БЩ АЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы диссертации.
Современная теория дифференциальных уравнений широко использует 

теорию обобщенных функций или распределений разработанную Л. Швар­
цем. К сожалению сразу же был выявлен существенный недостаток этой 
теории: невозможно определить ассоциативную операцию умножения обоб­
щенных функций. Поэтому область применения данной теории ограничива­
ется только линейными задачами.

Около двадцати лет назад в работах Ж . Коломбо и его последователей 
были рассмотрены вложения обобщенных функций в алгебры объектов. Эти 
объекты были названы новыми обобщенными функциями или мнемофунк- 
циями. Основная идея построения подобных алгебр обобщенных функций 
состоит в том, что новой обобщенной функцией называется класс после­
довательностей гладких функций. Наиболее обширная из такого рода ал­
гебр была предложена К).В. Егоровым, а общий метод построения был дан 
А.Б. Антоновичем и Я.В. Радыно. Опираясь на эти идеи Н.В. Лазакович, 
3. Лозанов-Црвенкович, С. Пилипович, М, Обергуггенбергер и др. построи­
ли алгебры новых обобщенных случайных процессов.

Исследованиями однородных уравнений в дифференциалах в алгебре 
обобщенных случайных процессов занимались А.II. Ковальчук, Н.В. Лазако­
вич, Е.Б. Розин, С.П. Сташуленок, О.Л. Яблонский и др. Для неоднородных 
уравнений частным случаем этой задачи занималась И.В. Капгаикова.

В данной диссертационной работе исследуются неоднородные уравнения 
в дифференциалах в алгебре обобщенных случайных процессов, поэтому те­
ма исследований является актуальной.

Связь работы с крупными научными программами, темами. 
Диссертационная работа выполнена на кафедре функционального анализа 
БГУ в рамках госбюджетной научной темы НИР ВРУ: 887/24 "Алгебраиче­
ские и топологические структуры в теории дифференциальных и оператор­
ных уравнений" (№ госрегистрации 20011616).

Цель и задачи исследования. Целью диссертационной работы явля­
ется полная классификация ассоциированных решений неоднородных урав­
нений в дифференциалах содержащих обобщенный процесс броуновского 
движения в прямом произведении алгебр обобщенных случайных процес­
сов. Для достижения поставленной цели решались следующие задачи:
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1. Описание предельного поведения конечных сумм элементов алгебры 
обобщенных случайных процессов в одномерном и многомерном случае. 11 на­
хождение необходимых и достаточных условий для описания способов ап­
проксимации неоднородных стохастических 0-интегралов от новых классов 
случайных процессов.

2. Построение всех ассоциированных решений неоднородных уравнений 
в дифференциалах в алгебре обобщенных случайных процессов.

3. Исследование систем неоднородных уравнений и дифференциалах в 
алгебре обобщенных случайных процессов.

Объект и предмет исследования. Объектом песлеч/жапия являются 
уравнения и системы уравнений в дифференциалах в прямом произведении 
алгебр обобщенных случайных процессов. 1 [реп,моты исследований являют­
ся ассоциированные решения указанных уравнений.

Методология и методы проведенного исследования. В диссерта­
ционной работе наряду е. классическими методики теории дифференциаль­
ных уравнений, стохастического п нестандартного анализа, использовались 
методы теории новых обобщен...... функций и обобщенных случайных про­
цессов.

Научная новизна и значимость полученных результатов. Все ре­
зультаты, полученные в диссертации, являются новыми. Их новизна состоит
в том, что:

1. Дано полное описание предельного поведения неоднородных конечных 
сумм элементов алгебры обобщенных случайных процессов в одномерном и 
многомерном случаях. Найдены необходимые и достаточные условия сходи­
мости этих сумм к стохастическим 0-интегралам для новых классов случай­
ных процессов.

2. Построены все ассоциированные решения неоднородных уравнений в 
дифференциалах в алгебре обобщенных случайных процессов, содержащих 
обобщенный случайный процесс броуновского движения.

3. Доказана теорема существования и единственности решения систем 
неоднородных уравнений в дифференциалах в алгебре обобщенных случай­
ных процессов. Исследованы ассоциированные решения подобных систем.

Практическая значимость полученных результатов. Основные 
результаты диссертации имеют теоретический характер. Рассмотренные в 
работе задачи имеют непосредственное приложение к исследованию реше­
ний стохастических дифференциальных уравнений и могут быть использо­
ваны при решении конкретных прикладных задач физики, химии, биологии
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и экономики, где в качестве моделей используются такие уравнения.
Основные положения диссертации, выносимые на защиту. На

защиту выносятся следующие результаты:
1. Полное описание предельного поведения неоднородных конечных сумм 

элементов алгебры обобщенных случайных процессов в одномерном и мно­
гомерном случае

2. Построение всех ассоциированных решений неоднородных уравнений в 
дифференциалах в алгебре обобщенных случайных процессов, содержащих 
обобщенный случайный процесс броуновского движения.

3. Доказательство критерия существования и единственности решений 
систем неоднородных уравнений в дифференциалах в прямом произведении 
алгебр обобщенных случайных процессов. Описание ассоциированных реше­
ний систем уравнений в дифференциалах в алгебре обобщенных случайных 
процессов.

Личный вклад соискателя. Все основные результаты, приведенные в 
выносимой па защиту диссертации, получены автором лично. Роль научно­
го руководителя О.Л. Яблонского состояла в постановке рассмотренных в 
диссертации вопросов, и анализе полученных результатов.

Апробация результатов. Основные результаты диссертации доклады­
вались па:

международных математических конференциях «Еругинские чтения 
VIII» (Брест, 2002) и «Еругинские чтения X» (Могилев, 2004);

■ III и IV региональной конференции молодых ученых и студентов «Со­
временные проблемы математики и выч. техники» (Брест’, 2003 и 2005);

международной математической конференции AiVIADE 2003 
(Минск, 2003);

— IX Белорусской математической международной конференции (Грод­
но, 2004);

■ VII межвузовской научно-методической конференции молодых ученых 
(Брест, 2005);

Результаты работы докладывались на научном семинаре кафедры функ­
ционального анализа БГУ (научные руководители профессор А.Б. Анто- 
иевич и член-корреспондент НАН Беларуси Я.В. Радыно).

Опубликованность результатов. Основные результаты диссертации 
опубликованы в 11 научных работах. Среди них 4 статьи в научных жур­
налах и 7 тезисов докладов на научных конференциях. Общее количество 
страниц опубликованных материалов составляет 41 с.
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Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 
общей характеристики работы, четырех глав, заключения и списка исполь­
зованных источников. Общий объем диссертации — 125 с., список использо­
ванных источников состоит из 81 наименований на 8 страницах.

ОСНОВНОЕ СО ДЕРЖ АН И Е ДИССЕРТАЦИИ
Во введении дано общее описание изучаемой проблематики и краткий 

обзор современного состояния исследований по теме, рассмотрены основные 
методы и направления исследования.

В первой главе даются определения понятий броуновского движения, 
стохастических интегралов и стохастических дифференциальных уравне­
ний.

Во второй главе приводится определенно алгебры обобщенных случай­
ных процессов, вводятся стохастические 0 интегралы и изучается предель­
ное поведение неоднородных конечных сумм элементов алгебры обобщенных 
случайных процессов, содержащих обобщенный процесс броуновского дви­
жения в одномерном и многомерном случаях. Показано, что это предельное 
поведение полностью описывается стохастическими 0-интегралами.

Подобными вопросами дли однородных сумм занимались А.Н. Коваль­
чук, Н.В. Лазакович, С.Г1. Отатпуленок, О.Л. Яблонский. Для неоднородных 
сумм И.В. Кашниковой рассматривались только интегралы Ито и Страто- 
новича.

Глава состоит из трех разделов. В первом разделе приводится конструк­
ция алгебры обобщенных случайных процессов1-1 и доказывается ряд вспо­
могательных результатов.

Пусть везде далее. Т  = [0, о] -- отрезок вещественной прямой Ж, a e l ,  а 
(Я ,Л ,Р) полное вероятностное пространство.

Расширенной прямой Ж называется следующее фактор-множество R =  
М/М, где R — { (ж » )^  : V» € N хп е  R ) и М — G Ж :
Зпо Vn > По хп =  0}.

Аналогичным образом определяется Т =  Т /М , где Т  — [0, а] С Ж, 
а £ Ж, Т  — {(»„)“ ! : Vn £ N х„ £ Т}.

Рассмотрим множество G(T,Q) последовательностей случайных функ­
ций f n : Т  х О —► Ж со следующими свойствами:
1. f n(t, •) является случайной величиной на (О, А, Р) для всех t € Т  и п  £ N;
2. f n(',(о) G С°°(Т) для всех п  G N и почти всех и  £ О,

Н.Б. Лазакович. Стохастические дифференциалы в алгебре обобщенных, случайных процессов / /  
Доклады АН Беларуси. — 1994, -- Т. 38, №5. — С. 23 27.



Будем говорить, что последовательности F  — (/»(£, w)) и G — (;gn(t,co)) 
эквивалентны, если существует такой номер щ , что для любых/!: е Т и  почти 
всех ui е Q f n(t, и) — gn(t, и>) при п > щ.

Через G(T,Q) обозначим множество классов эквивалентности исходного 
множества G(T, П). Очевидно, что G(T, П) образует алгебру с покоординат­
ным сложением и умножением.

Множество G(T, О) алгебра обобщенных случайных процессов, а ее эле­
менты -  обобщенные случайные процессы.

Будем говорить, что обобщенный случайный процесс

F-- [(/Jt.iv))} е  G (f,Q )

ассоциирует классический случайный процесс с непрерывными, интегриру­
емыми и т.д. траекториями, если /„(/., щ) при п —> оо для почти всех ю G £2 
или в L2(f2, А, Р) сходится к данному процессу в соответствующем простран­
стве непрерывных, интегрируемых и т.д. функций.

Пусть {%}пт  стандартный, непрерывный справа поток ст-алгебр, т.е. 
'Jt С Зу для t  < 8, С А и 9ys- — Зу.

Везде далее через B(l), t € Т, будем обозначать одномерный стандарт­
ный процесс Эр-броуновского движения.

Обобщенным случайным процессом броуновского движения называется 
элемент алгебры (7(ТЛ2). ассоциирующий В(1).

Рассмотрим множество

II = {h =  [(fc„)j с  Й>о}, h„. -> 0, п -с  оо.

Обобщенным дифференциалом произвольного элемента F = [(,/«)] € 
G(rr,0l) по приращению h € 11 называется следующий элемент алгебры 
G(T, П)

djtF =  [(f„(t I hn,Lo) — Jn{t,u:))}.

Пусть X (/;) - Зу-согласоианный случайный процесс.
Стохастическим. 0-интегралом О £ [0,1] от процесса X  (£) по процессу 

броуновского движения B(t) называется предел по вероятности следующего 
выражения

\ m
(0) /  X(s)dB{.s) =  lip Y ( 0 X ( t k) +  (1 - e )X (tk- 1))(H(tk) -  B (tk- 1)),

J ‘ x >of~i

где 0 — to < t\ < ... < tm = t -  разбиение отрезка >O,t],0 G [0,1], a A — 
max \tk — tk- а I -  диаметр разбиения.
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При в — 0 получаем стохастический интеграл Ито, при в — 1/2 -  стоха­
стический интеграл Стратоновича.

В качестве обобщенного случайного процесса броуновского движения в 
дальнейшем будем рассматривать следующий элемент G(T, О)

1 /п
В  =  [(Аг (*))]> Bn(t) — {В * pn)(t) =  j  B(t  +  s)p„(s)ds, (1)

о
1/ n

где pn(t) G D (R), pn(t) > 0. supp pn C [0,1/n] и /' pn(t)dt = 1.
b

Пусть hn >  0, тогда для любого t G T, t =  т* +  тщкП) еде ц  G [0, /гп), 
7Щ G N.

Лемма 2. А  Пусть t > 0, hn > Q,n G N, тогда имеет место следую­
щее равенство

E(Bn(l, + hn) -  Bn{i) f  -

=  К  J /  ^1 -  ^  pn{s)pn{r)d,HdT =---■■■ hnK{n,h„).  (2)
9 < * ,т < 1 /п  ,л" T

В разделе 2.2 рассматриваются суммы вида
mt

5 / /п(л  +  (& -  1 ) A.. А Д  +  (& -  1)/гк))(Бп(т* +  М„) -  +  О  -  1)/щ)).
к- 1

Заметим, что они возникают при решении уравнений в дифференциалах в 
алгебре обобщенных случайных процессов.

В данном разделе с помощью стохастических 0-интегралов дано полное 
описание предельного поведения неоднородных конечных сумм элементов 
алгебры обобщенных случайных процессов, содержащих обобщенный про­
цесс броуновского движения. Найдены оценки скорости сходимости.

В качестве представителя обобщенной функции /  , ассоциирующей 
функцию f (x , у) : R2 —э К, рассмотрим следующую последовательность

1/ n  1/ п

U -  /  * Рп= J  /  f ( x  + и ,у  + v)dud,v, где p„(u,v) G D(Ж2), pn(u ,v) >  0, 
о о

1/п 1 /п
supp pn{u,v) С [0,1/n]2, J  j  p„(u,v)dudv = 1

о о
2 ■'Яблонский О .Л. Классификация способов аппроксимации стохастических интегралов в алгебре 

обобщенных случайных процессов //Д оклады  НАН Беларуси. -  2000. -ТЛ4.№ 2. -  С.22-26.
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Пусть c u m  -- множество функций р раз непрерывно дифференцируе­
мых как функции двух переменных и ограниченных на R2 вместе со своими 
частными производными до порядка р включительно.

Теорема 2.2 Пусть f ix ,  у ) С С^(М2) , /  ф const. Конечная сумма
тt

У ] fnir, +  (fc -  1)/г„, HJjt  + { к -  l )hn))(BjTi  +  khn) -  Я,(т* +  (к -  l )hn))
k-л

сходится в L2(fl, .4, Р) и равномерно n o t& T  при п —» оо, Я  —> 0 тогда и 
только тогда, когда числовая последовательность К (п, Ь.п) сходится при 
п > ос, hn 0.

Следствие 2.3 Пусть f( x ,y )  £ С|>(Е2) и 0 £ [0,1/2], тогда:

( пц
Y  frJHt+(k~l)hn,BTX7t+(k-l)h,,)){Bn(Tt \-khn)- Bn(Tt+ (k - l)h n))~

k i

-(0 ) j  f(s ,B (s ))d B {s )j  < ^ C / i n +  C ( ( l-7 v (n ,/ in) ) / 2 - 0 ) 2 (3)
о

Рассмотрим случай, когда 0 «7 [1/2, 1]. Для него справедливы следующие 
теоремы.

Теорема 2.3 Пусть ]'(х,у) е  С2;(М2), /  ф const. Конечная сумма

•1Щ
'У fnipt +  khn, Вп(ц  +  khn)){Bn(Tt +  kh n )  —  Bn(jt +  (k — l)hu))
k- 1

сходится в L2(Q, A , P) и равномерно no t £ 71 при n  —> oo. hn —> 0 тогда и 
только тогда, когда числовая последовательность К (п, /г») сходится при 
п —> оо, hn — > 0.

Следствие 2.6 Пусть f( x ,y )  £ С^(М2) и в £ [1/2,0] Тогда еслип  —* 
оо, /г„. —»■ 0 -it K(n,h„)  —> (20 - 1), rno

(
m

У  f„(n  +  khn, Bn(rt +  khn)){Bn{rt 4 -  -  Д ф р  +  ( &  -  1 ) ^ ) ) -

-(0 )  j  f(a ,B (s))d B (s)^  -  
o

0.
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В разделе 2.3 рассматривается предельное поведение итовских конечных 
сумм в многомерном случае для неоднородных функций.

Пусть (Г2,Л, Р) - полное вероятностное пространство, B(t) — 
В2( t ) , ( t ) )  - m-мерный стандартный процесс броуновского дви­

жения.
Рассмотрим произвольную последовательность hn > 0, hn —> 0, п —> оо. 

Для любой фиксированной точки t из отрезка Т  имеет место представление:

t — rt + m th„, hn > 0, n > 1, n e N, rt e  [0, hn), m t € N. (4)

Обозначим
m mt

Snf( t ,  B(t)) = + (к -1  )hn, Bn(Tt -f- (к -  1 )/i«))x
i 1 к- 1

x l K i n  + k h J - B i A n  I-(k ~  1 )/*„)],
где

П
Bn(0 -  J B'{t +  s)pln{s)ds , /4(£) G C°°(K), >  0, supp p'n C [0, i ] ,

0

J pf,(s)ds =  l , i  =  1.m, R„(t) =  (Bid), B id ) , - , В Д ) .

/ „ ( M l ,  *2, •• ■: Фг) 1 ^  ••• ^  f d  +  N П 4“ "b Sm) X
0 0

x‘pn(s, Si, ...,sm)dsds-\ds2--dsm,

a - неотрицательная бесконечно дифференцируемая функция, носитель
А 1

которой содержится в [0. ]̂'mt 1 и / . . .  f p n(s, s i , .... sm)dsdsids2...dsm — 1.
о о

Обозначим

Д !(п, /гп) =  /  /  (1 -  |s -  т |О р Ц ф ;( т ) с Ы т . (5)
0 < 8 , T < - i ,|5-Г;<Лгг

Следующая теорема дает необходимое и достаточное условия сходимости 
суммы Snf d ,  В d)) ■
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Теорема 2.5 Пусть /  6 C |(K m+1), /  ~ф. const и последовательность 
h„, —> 0 при п —>■ оо, причем 1/п2 — o(hn). Конечная сумма Snf{ t.B { t))  
сходится в L2(S1, Л, Р) и равномерно по t е Т  при п  —»■ оо, hn —>■ 0 тогда 
и только тогда, когда числовые последовательности К г(п, hn), i =  1 , т  
сходятся при п —> сю, h„, —+ 0.

Следствие 2.9 Пусть /  G Cg(Km|1) и (k е [0,1/2],г =  1 ,т . Тогда, 
если h„ > 1 /п2, то

sup .К #(*)) В
1

№) /  /(s , B(s))dB4s)

' Е
1 -  /С(п, hn)

■Oi + С hr,
nshn

( 6)

Аналогичные теоремы справедливы и для сумм с опережением. Пусти,
?п гщ

S /J ( l ,  B(t)) = +  khn,B n(Tt + khn))x
i-\ k-1

x\B'n(Tt -  м п) -  b ;(t* +  (fc -  i)/i„)].

Теорема 2.6 Пусть /  G Сд(Жт+1) и последовательность hn —> 0 при 
n * ос, причем 1 /п2 -■ o(hn). Конечная сумма S / f ( t .B ( t ) )  сходится в 
L2(12,A,P) и равномерно по t. G Т  тогда и только тогда когда числовые 
последовательности K l(n ,hn),i  — 1 ,т  сходятся при hn —> 0, «  —и оо.

Следствие 2.11 Пусть выполнены условия теоремы 2.6, тогда если 
K '/n .hn ) -> (26i — l),6i е  [1/2,1],г =  1 ,т  при h„ -*  0, п —» оо причем, 
1/п2 =  o[ha) то

tт ~
supE(S,/ Д а B(t)) -  У > )  /  п * , в ш п \ з ) ) 2 -л  0.

Г Д  {

В третьей главе с позиции алгебр обобщенных случайных процессов 
рассматриваются стохастические неоднородные дифференциальные уравне­
ния с 0-дифференциалами, в G ГО , 1]. Аналогичные задачи в однородном слу­
чае рассматривались в работах А.Н. Ковальчука, Н.В. Лазаковича, О.Л. Яб­
лонского и др., а в неоднородном случае для уравнений Ито и Стратоновича 
И.В. Кашииковой. Глава состоит из трех разделов.
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Раздел 3.1 содержит вспомогательные результаты, которые будут ис­
пользованы для исследований предельного поведения решений конечно­
разностных уравнений с осреднением и решений уравнений в дифферен­
циалах в алгебре обобщенных случайных процессов.

Рассмотрим следующую задачу Коши в алгебре обобщенных случайных 
процессов G(T, S1)

dTlX (i)  = f  it, X(t))d-hB{t) + g(t, X(t))d~ht; 

X (t)  [6,ft)= ^o(Qj
(7)

где /  и g — обобщенные функции, В  -  обобщенный процесс 
броуновского движения, djt - обобщенный дифференциал, h — [(hn)] е  Н, 
h + 1 € Т, Хо fc G(T, 61) -  "начальное условие".

Несложно видеть, что на уровне представителей задача (7) запишется 
следующим образом:

Г X n(t + hn) -  Х п(t) -  f n{ t,X n{t))\Bn{t + hn) -  Bn(t)] + gn{ t ,X B(i))K„ 
X В Д | 10Л) =  * 2 (0 , t e T .

Для описания предельного поведения решений задачи Коши (8) введем 
в рассмотрение уравнение:

где х о К, 0 G [0,1] и стохастический интеграл в правой части (9) это 
стохастический 0-интеграл.

Лемма 3.1 Пусть /  <Е С2ДМ2) и д G С^(Ж2). Тогда, если "начальное 
условие" X„(t) системы (8) принадлежит L2(fi, А, Р) и является 9уц/и 
измеримым: для любого t С [0,hn). то X n(t) принадлежит. L2(61,А,Р) и 
является измеримым для любого t G Т  и справедливо следующее
неравенство:

Е {Х п{Ь + hn) -  X n(t))2p Д C h*  +  Chi, Р -  1 ,2 ,....

В разделе 3.2 на основании предыдущего доказывается, что пределом 
решений конечно-разностных уравнений являются решения стохастических 
интегральных уравнений с 0-интегралами, причем 0 6 [0,1/2]. Для значе­
ний 0 из отрезка [1/2, 1] решения стохастических уравнений могут быть
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приближены решениями конечно-разностных уравнений только с введением 
опережения. Доказанные теоремы носят необходимый и достаточный харак­
тер. Также даются оценки скорости сходимости.

Следующая теорема показывает связь между уравнением (9) и системой
( 8) .

Теорема 3.1 Пусть О С [0, 1/2], /  С Сд(М2) и д € Cg(R2), "началь­
ное условие" задачи Коши (8)X °(t) принадлежит L2(Q ,A ,P ) и является 
Зд-Н/п измеримым для любого t £ [0, h„). Тогда для решения задачи, Коши 
(8) Х п{Т) и решения уравнения (9) X{i) справедливы следующие неравен­
ства:

sup Е[Хп{1) - X ( i ) f  Д С Slip Е[Х°{1:) -  ж]2 4- -- Д 1/3 +
н:7 i.e[o ,h„) n - '-n i

\ С (К  (п. К ) -  (1 -  2 О])2, если 1 /n2 < hn < 1 /n 1/2; 

m p E [X n{t) -  X { t ) f  <  С sup E[Xl(t) ж]2 +- Chn
te T

+ C (K (n ,hn) -  (1 ~  20 ) f ,  если 1 /n1/2 <  hn.

Следствие 3.1 Пусть выполнены условия теоремы 3.1. Тогда, если
sup E\X"{t) -  x f  -*■ 0 и K inJiu) -ч (1 • 20), в С [0,1/2] при п  -»• оо,

te[ и, /?,,)
hn -* 0, так что 1/Vr — o{h„), то supE[Xn(f) — Л'(i)]2 —» 0.

icT
Теорема 3.2 Пусть в £ [0.1/2]. /  € Сд(Ж2), g С Cg(M2). Если п  оо,

hn -* 0 так, что 1 / п 2 = o(hn), причем sup E[X)l(t) — xY  -»■ 0, то для схо-
:ф,Ю

димости последовательностиX„(t) решений задачи Коши (8) вЪ г(и ,А ,Р )  
и равномерно по t £ Т  необходимо и достаточно, чтобы, сходилась число­
вая последовательность K (u ,h n).

Чтобы получить аналогичные теоремы для уравнения (9) в случае когда, 
в е  [1 /2,1] рассмотрим следующую задачу Коши с. опережением:

( X n[t +  hn) ~  X n(t) — fn'\t "• hn, \ n{i +  hn))x 
J x (B„{t + hn) -  Bn(t)) + gn{l +  h.n. X n{t +  h„))hn\ (ю)

|  Xn{t) }[о,д...,) =  Х)1{б)П' C I'

С помощью принципа сжимающих отображений несложно показать, что 
данная задача имеет решение, однако в общем случае оно будет не единствен­
ным,. Но, и в этом случае справедливы теоремы, аналогичные предыдущим.
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Теорема 3.3 Пусть в Е [1/2, 1], /  € С|(Ж2) и д £ С^(Ж2), "началь­
ное условие" задачи Коши (10) X®(t) принадлежит L2(12, А, Р ) и является 
3*t+i/ra измеримым для любого t С [0, hn). Тогда для реьи,ения задачи Коши 
(10) X n(t) и решения уравнения (9) X (t)  справедливы следующие неравен­
ства:

sup E[Xn(t) -  X(t)}2 А С  sup E[X°n(t) -  ж]2 +  -^ г г г г +
teT te[o,hn)

+ C (K (n ,hn) — (20 — l) )2, если 1 /п 2 < h„ < 1 /n */2;

sup E[Xn(t) - X ( t )]2 <  C  sup E[X°(t) -  ж]2 + C K  
tcT te[o,/»„)

+ C(K(n, hn)  -  (20 -  l) )2, если 1 /nW  < hn.

Следствие 3.2 Пусть выполнены условия теоремы 3.3. Тогда, если 
sup E [X /(t) — ж]2 -> 0 и K(n,h„) —► (20 — 1), О Е [1/2, 1] при п —» сю.

te|0,/iT()
hn —» 0, так что 1 /п 2 — o(hn), то supE[Xn(t) - Х(<)]2 —»• 0.

teT
Теорема 3.4 Пусть 0 е [1/2, 1}, f  с C |(R 2), g е СДМ2). Если п -л оо, 

hn —*■ 0 так, что 1 /гг2 =  o(h.n), причем sup E [X /(t)  ж]2 —>■ 0, то
tc[0,hn)

для сходимости последовательности X n(t) решений задачи Коши. (10) в 
L2(f2, Л, Р) и равномерно net. Е Т  необходим,о и достаточно, чтобы сходи­
лась числовая последовательность K (n ,h n).

Замечание 3.1 Очевидно, что все предыдущие результаты верны, если 
в уравнении (9) неслучайное начальное условие ж заменить на То измеримую 
случайную величину из L2(Г2,Л, Р ).

В разделе 3.3 приводится теорема, описывающая ассоциированные реше­
ния задачи Коши (7).

Известно3' что, для существования и единственности решений задачи Ко­
ши (7) в G(T, 12) необходимо и достаточно чтобы для любых представителей 
( I n )  & / ,  (gn) € 9, ( В п ) £ В , (АГ„) € X , (X °) € Х °  выполнялось условие

^ 7XniAn -  s, со) w) -  X°(s, со)) x

x[Bn(hn +  s,co) -  £„(s,oi)]] -  ^jri9n(s, X,%s,oo))h,„ -> 0 

при s —» +0 для почти всех со £ 12 и любых / — 0,1,2,....

( 1 1 )

3^Кашникова И.В. Аппроксимация решений стохастических дифференциальных уравнений в алгебре 
обощенных случайных процессов: Дис. ... к-та физ.-мат. наук: 01.01.02. -  Минск, 1998. -  102с.
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Теорема 3.6 Пусть выполнено условие (11), /  £ Сд(Ж2), д £ С^(Ж2) и 
sup E[X^(t) — ж]2 —» 0, тогда ассоциированными решениями задачи Коши

(7) являются решения уравнения (9) при 9 £ [0,1/2].
В четвертой главе рассматриваются ассоциированные решения систем 

неоднородных уравнений в дифференциалах в алгебре обобщенных случай­
ных процессов. В ней приводятся необходимые и достаточные условия схо­
димости решений систем конечно-разностных уравнений с осреднением к 
решениям систем стохастических неоднородных уравнений в 0-интегралах. 
Найдены также оценки скорости сходимости. Системами подобных однород­
ных уравнений занимался А.Н. Ковальчук. Неоднородный случай рассмат­
ривается впервые, Глава состоит из грех разделов.

Первый раздел содержит вспомогательные утверждения, которые будут 
использоваться в следующем разделе.

Во втором разделе рассматривается предельное поведение решений си­
стем конечно-разностных уравнений с осреднением, которые содержат неод­
нородные функции.

На полном вероятностном пространстве (П, А, Р ) рассматривается систе­
ма дифференциальных уравнений

d X \ t)  = f(t,X {l:))dB {t)  +  g \ t ,X ( l) )d t ,i  = T J -Л £ [О, а]

с начальным условием А''(0) =  х 1.
В алгебре обобщенных случайных процессов G(T. П) ей будет соответ­

ствовать следующая задача Коши
—  т  ~  ~  ~  ~  _

d-hX \ t )  =  Е  / У(*>
3=L „  (12)

1ЖфО =  [(0)], h =  [(К)] £ f ,  f  = Ш \ _£  f  -  [(<&)] е
G{M.r+1) ассоциируют функции / у и gl, i — 1 , г, j  =  1 , то соответственно, 
а Вi = [(В/)] £ G(T,£l) -  обобщенный процесс броуновского движения и 
"начальное условие" Х °1 =  [(Х^)] £ G(T, 12) ассоциирует х' £ М.

На уровне представителей задача (12) может быть записана следующим 
образом:
{ т

Xn(t +  h„) — X^{t) = Е  X n(t))[Bi(t 4- hn) — Bi(t)} + gzn(t,X„.(t))hn, 

■̂ п.(̂ 1[од„) : ; X n (i) , i = 1 ,k. L £ [0;Tj,
( 13)
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где Bi{t) (Bj * р Ш  = fo /n B j(t f s)fPn{s)ds, & {t) £ C°°(K), &  > 0, 
supp f j j t )  c  [0,1 /n), f j /n pj,(s)ds =  1, j  — 1 pm, B (t)  =  (B 1 {t), . . . ,  B m(t)) 
-  m-мериый стандартный процесс броуновского движения, =  ( f %} * />„), 
9п. -■ {<f * А»), / У С С К К 7" 1), ф € СУЖГ!1), а р,„, -  неотрицательная 
бесконечно дифференцируемая функция, носитель которой содержится в 
[0,1 /п],м 1 и

1/п  y l / n
... / p(s, sj, ...$r)dsds\...(!..%■ =  1. 

о ./о

Система уравнений, ассоциированных системе (13 ) имеет вид

Х\Ь) = х1 ф /  f j (^X(s))dBj (s)-r / 5*(,s,X(s))cfo; t =  l ,r , (14)

1'де
X (t)  =  (A'1 (/;). X 2(t) , ..., Xr (/.)), ^ ( i 1, ! 2..... / ) £ Г ,

с/ e C},(Mrl1), f ij £ C |(M r l l j, i =  j  • l,m .

Пусть последовательности K %{n,hn) из формулы (5).
Теорема 4.1 Пусть 0j £ [0, 1/2), / у £ С%(КН1) и д1 £

"начальное условие" задали Киши (13) X„{t) принадлежит L2(S2, А, Р) и 
является 9>.-ц/п из .меримым для любогоt £ [0, Лп). 1огда. для решения зада­
чи Коши (IS) X ’n{t) и решения системы (Ц ) А'(/.) справедливы следующие 
неравенства:

supE\\X„(t) ■ X (./.)[!2 <  С sup E\\X*(i) -  ж!!2 !- CniB hn+
teT te[o,K)

-eC f ) ( K j (m, hn)  -  (1 -  2Oj))2, если 1/н3/2 < hn < 1 /n 5/4,
/г-1

с
sup Е j jXn(t) --X(l}\\ sg C sup E; IXn{i) -  x\ £ + - tj%
teT tc'fihr.) riK Bin

+C Y)(Kj {n, hn) -  (1 - Щ))2, если 1 /n 5/4 <  hn < 1 /n 1/2, 
k- J

вирЕ\\Хп(1)~ X(i)!i2 ^ C  sup E\\X°(t)-ж |!2 I Chn+ 
t e f  ie[o,fo„)

i hn) ~  (1 -  Щ)У> если l /n 1/2 < h
к— l
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Теорема 4.2 Пусть f j  G C|(ffir tl), д' G Cg(Kr+1), i =  1,г, j  = l ,m.  
Если n —► oo, hn —> 0 так, что l /n 3?2 — о(/г„), причем sup E [X ^(t)  —

ж'4]2 -5- 0, mo <3ля сходимости последовательности X„(t) решений задачи 
Коши (13) в L2(Q, А. Р) и равномерно n o t Е Т  необходимо и достаточно, 
чтобы сходились числовые последовательности Ю  (n ,hn), j  =  1,т.

Чтобы получить аналогичные теоремы для уравнения (14) в случае когда 
в G [1/2,1] рассмотрим следующую задачу Коши с опережением:

X ln(t, + hn) -  X ((t)  =  £  f j { t  + h„,X„(t +  /щ))х

] ^ \ B ^  + hn) -B i{ t ) }  + gin̂  + hn)X n{t. + hn))) (15)
[ Х ' п Ш \ о м  = Х™(t), i = l ,r ,  te[0-,T].

С помощью принципа сжимающих отображений несложно показать, что 
данная задача имеет решение, однако в общем случае оно будет не единствен­
ным. Но, и в этом случае справедливы теоремы, аналогичные предыдущим.

Теорема 4.3 Пусть 0j С [1/2, 1], f ‘-j с  С |(Ж гП ) и g G Cg(K.r!1), 
"начальное условие" задачи Коши (13) Х®(£) принадлежит L 2(fl, А , Р) и 
является З/щд, измеримым для любого! G [0, hn). Тогда для решения зада­
чи Коши (13) X„(t) и решения уравнения (Ц ) Х(£) справедливы следующие 
неравенства:

supE^X,^/,) -  X(£)jj2 <  С  sup E\\X°(t) — щ|j2 +  Cn3/2hn+
te T  1

m
-rC YXK*{n, hr>) — (20j - ■ l))2, если 1/n3̂ 2 < hn < l /n 5' 4, 

j - 1

su p .E ||X „(t)-X (4 )||2 < (7  sup E\\X°(t) - d j 2 +  ^ 1/3 +
tc T  te{o,hn) п 2' АК

m
E C t { K K n ,K )  ~  ((Щ  ~  1))2, если l / n 5/4 <  hn <  l / n 1̂ 2,

3 = i

supX'IIX^C) -  X { t) I!2 <  C  sup E\\X°(t) -  ж||2 +  Chn+
te T  i€[0,hn)

m
-t C (T)(Kj (n, hn) — (20j — l) )2, если 1 /n1/2 <  hn.

3 = i

Теорема 4.4 Пусть f >j G C|(M r+1), gl G Сд(Жг11), i =  1 , r , j  — l,m . 
Если n -> oo, h„ —> 0 так, что l / n 3,/2 — o(hn), причем, sup E[X)((t) —

t£\Oihn‘)
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х 1]2 — > 0, то для сходимости последовательности X n(t) решений задачи 
Когии (13) в L2(f2, А , Р) и равномерно по t € Т  необходимо и достаточно, 
чтобы сходились числовые последовательности К*(п,й»), * Ю'-

В третьем разделе описываются ассоциированные решения системы (12).
Теорема 4.5 Пусть для любых представителей ( fg)  £ / у/  (g() G дг. 

(В3)  G В3, (Х() £ Х г, ( Х^ )  £ Х 0> выполняются условие:
т  я  

1 -1

x[B i(hu г s ,u)  -  Bi(s,L0)]} -  jL g fo ,  X°{s,Lu))h„ 0 (16)

при s —f +0 для почти всех и  £ SI и любых I — 0 ,1 ,2 ,..., тогда решение 
задачи Коши (12) в G(TX1) существует и единственно.

Теорема 4.6 Пусть выполнены условия теоремы 4-5. f 13 £ *),
gl £ C g(Sr i l ) и sup — ж4]2 —* 0, тогда ассоциированными реше-

ниями задачи Коши (12) являются решения уравнения (Ц ) приО С Д, 1/2].
Считаю своим приятным долгом выразить глубокую признательность и 

благодарность научному руководителю доценту кафедры функционального 
анализа Яблонскому Олегу Леонидовичу за постановку задачи, постояипое 
внимание и помощь в работе и профессору Лазакопичу Николаю Викторо­
вичу за полезное обсуждение результатов работы и сделанные замечания.

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

В результате проведения диссертационных исследований получены сле­
дующие основные результаты:

1. Дано полное описание предельного похищения неоднородных конечных 
сумм элементов алгебры обобщенных случайных процессов в одномерном и 
многомерном случае [2, 4, 5, 7, 10].

2. Построены все ассоциированные решения неоднородных уравнений в 
дифференциалах к алгебре обобщенных случайных процессов, содержащих 
обобщенный случайный процесс броуновского движения [1, 3, 8].

3. Доказан критерий существования и единственности решений систем 
неоднородных уравнений в дифференциалах в прямом произведении алгебр 
обобщенных случайных процессов. Описаны ассоциированные решения си­
стем уравнений в дифференциалах в алгебре обобщенных случайных про­
цессов [9, 6, 11].

ё
dtl

Х 1 \ Ь . П - 3 ,
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РЕЗЮ МЕ
К а р и м о в а  Т а т ь я н а  И в а н о в н а

НЕОДНОРОДНЫ Е УРАВНЕНИЯ В ДИФ Ф ЕРЕНЦ ИАЛАХ,
В АЛГЕБРЕ ОБОБЩ ЕННЫ Х СЛУЧАЙНЫ Х ПРОЦЕССОВ

Ключевые слова: случайный процесс броуновского движения, стохасти­
ческий интеграл, обобщенный случайный процесс, ассоциированное решение 
уравнения в дифференциалах.

Объектами исследования являются уравнения и системы уравнений в 
дифференциалах в прямом произведении алгебр обобщенных случайных 
процессов. Предметом исследований являются ассоциированные решения 
указанных уравнений. Цель работы полная классификация ассоцииро­
ванных решений неоднородных уравнений в дифференциалах, содержащих 
обобщенный процесс броуновского движения в прямом произведении алгебр 
обобщенных случайных процессов.

В диссертационной работе получены следующие новые результаты:
1. Дано полное описание предельного поведения неоднородных конечных 

сумм элементов алгебры обобщенных случайных процессов в одномерном и 
многомерном случаях. Найдены необходимые и достаточные условия сходи­
мости этих сумм к стохастическим (9-интегралам для новых классов случай­
ных процессов.

2. Построены все ассоциированные решения неоднородных уравнений в 
дифференциалах в алгебре обобщенных случайных процессов, содержащих 
обобщенный случайный процесс броуновского движения.

3. Доказана теорема существования и единственности решения систем 
неоднородных уравнений в дифференциалах в алгебре обобщенных случай­
ных процессов. Исследованы ассоциированные решения подобных систем.

Диссертация носит теоретический характер. Рассмотренные в работе за­
дачи имеют непосредственное приложение к исследованию решений стоха­
стических дифференциальных уравнений и могут быть использованы при 
решении конкретных прикладных задач физики, химии, биологии и эконо­
мики, где в качестве: моделей используются такие уравнения.



20

РЭЗЮ М Э
КДРЫМАВА ТАЦЦЯНА 1ВЛНЛУ11.Л

Н ЕАДН АРО ДН Ы Я РАУНД НШ  У ДЫ Ф ЕРЭН Ц Ы ЯЛАХ  
У АЛГЕБРЫ  АБАГУЛЬИЕНЫ Х  

ВЫ ПАДКО ВЫ Х ИРАЦЭСАУ

Ключавыя словы: выпадковы працэс броуиаускага руху, стахастьгшы 
штэграл, абагульнены выпадковы працэс, аеацыявапае рашэннне раунання 
у дыфферэнцыялах.

Аб’екташ даслсдвання здуляюцца раунаттш i сютэмы раунанняу у дшф- 
ферэпцыялах у прямым здабытку ал1'ебр абагульненых выпадковых лра- 
цэсау. Прадмстам даследвання з’яуляюцца асацыяваныя pairoimi гэтых 
раунанняу. Мэта работы поуная класафжацыя асацьшвалых рашэлняу 
неадсародных раунанняу у дыфферэнцыялах, я ш  утрымл1ваюць абагуль- 
нены працэс броуиаускага руху у прямым здабытку алгебр абагульпсных 
выпадковых ирацэсау.

У дысертацыйнай ирацы атрымаиы наступныя новыя выгаю:
1. Дадзена иоунае адпсанпе .тмш тых иаводзш неаднародпых канечных 

сум элементу алгебры абагульненых выпадковых ирацэсау у аднамерным i 
мнагамерным вынадках. Знойдзены неабходныя i дастатковыя .умовы збеж- 
нас!Ц тагах сум да стахаетычных Дштэгралау для новых класау выпадковых 
ирацэсау.

2. Пабудаваны усе асацыяваныя рашэнш неаднародпых раунанняу 
у дыфферэнцыялах у алгебры абагуленных выпадковых ирацэсау, яюя 
^трымлшаюць абагульнены выпадковы працэс броуиаускага руху.

3. Доказана тэарэма кшавання i адзнмещ рашэння шстэм неаднародных 
раунанняу у дыфферэнцыялах у алгебры абагуленных выпадковых нрацз- 
сау. Даследаваны асацыяваныя рашэнш надобных ештэм.

Дытертацыи мае тэарэтычны характар. Заданы, ягая разглядаюцца у 
ей маюць непаерэднае дачыненне да даследавання рашэшшу стахастыч- 
ных дыфферэнцыяльных раунанняу i могуць быць выкарыстаны пры ра­
шэнш задач фшга, xiMii, б1ялоги i эканомгга, дзе у якасщ мадэлей выка-ры- 
стоуваюида тагая раунашп.
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SUMMARY
K a r y m a v a  T a t s ia n a  Iv a n a u n a

NONHOMOGENEOUS EQUATIONS WITH DIFFERENTIALS IN 
THE ALGEBRA OF GENERALIZED STOCHASTIC PROCESSES

Keywords: random process of Brownian motion, stochastic integral, 
generalized random process, associated solutions of the equation with 
differentials.

The objects of the research are equations and systems of equations with 
differentials in direct product of the algebras of generalized stochastic processes. 
The subject of the research are the associated solutions of this equations. The 
purposes of the investigation are complete classification of associated solutions 
of nonhomogeneous equations with differentials. The following new results have 
been obtained in the thesis:

1. Complete describing of limiting behavior of nonhomogeneous finite sums 
of elements of the algebra of generalized stochastic processes is given. Necessary 
and sufficient conditions of convergence of sums above to stochastic -̂integrals 
for new classes of stochastic processes arc found.

2. All associated solutions of the nonhomogeneous equations with differentials 
in the algebra, of generalized stochastic processes including generalized process 
of Brownian motion has been given.

3. The theorem of existence and uniqueness of solution for system of 
nonhomogeneous equations with differentials in the algebra of generalized 
stochastic processes is proved. The associated solutions of these systems is 
researched.

The results of the thesis are theoretical. Considered problems have 
applications to investigation of solutions of stochastic differential equations. They 
can be used for solving practical problems in physics, chemistry, biology and 
economy, which modelling by these equations.
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