
2. Проведены эксперименты по распознаванию сцен с использованием мас­
штабирующего скользящего окна.

3. Разработано программное обеспечение для моделирования нейронных 
сетей глубокого доверия для анализа изображений.

Исследования в данной работе показали, что сети глубокого доверия яв­
ляются эффективным средством для обнаружения и идентификации образов 
и не требуют сегментации изображений.
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О МОМЕНТАХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПУАССОНА 
И НЕКОТОРЫХ ЦЕЛОЧИСЛЕННЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЯХ

Распределение Пуассона -  распределение вероятностей случайной вели­
чины X , принимающей целые неотрицательные значения * =  0 , 1, 2 .... с ве­
роятностями

Р ( Х ~ к ) =  Р к = с  у

где Л > О -  параметр.
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Распределение названо в честь французского математика С.Д. Пуассона 
(1781-1840), впервые получившего его в 1837 г. Распределение Пуассона яв­
ляется предельным случаем биномиального распределения, когда вероят­
ность р осуществления события мала, но число испытаний п велико, при­
чем пр = Л. Точнее, справедливо предельное соотношение:

Поэтому распределение Пуассона часто называют также «законом редких 
событий».

Распределение Пуассона используется при анализе результатов выбороч­
ных маркетинговых обследований потребителей, расчете оперативных харак­
теристик планов статистического приемочного контроля в случае малых зна­
чений приемочного уровня дефектности, для описания числа разладок стати­
стически управляемого технологического процесса в единицу времени, числа 
«требований на обслуживание», поступающих в единицу времени в систему 
массового обслуживания, статистических закономерностей несчастных случа­
ев и редких заболеваний, и т.д.

Моментом я о г о  порядка (я -  0,1.2,...) случайной величины Л 'относи­

тельно числа о называется математическое ожидание М ( ( х  -  я ) " ) .

Начальным моментом я -ого порядка (я = 0,1,2,...) случайной величины 
X (относительно числа я = о ) называется = м  ( \ ’ ) Заметим, что « (1 = I ,
п, =  М ( Х )  .

Центральным моментом я -ого порядка случайной величины .V (относи­
тельно центра распределения, те . числа я = м ( Х ) )  называется

д„ =  м  { (X -  М ( X  ) ) " ). Очевидно, что д„ = 1 , д, = 0 , ц2 =  П ( Х ) .

Факториальным моментом я -ого порядка (я — 0,1,2,...) случайной вели­
чины .V относительно числа я называется математическое ожидание
М ( (X -  a ) ( X  -  a -  \ ) . . . ( Х  -  a -  п +  \ ) ) .

Начальным факториальным моментом я -ого порядка (я  =  0 ,1 ,2 ... ) слу­
чайной величины х  (относительно числа a = О) называется 
г*|(1| =  М =  М ( X ( X  -  I )... ( X  -  л + 1 )). Заметим, что «|П| = 1 , о ,| =  м  (.V).

Центральным факториальным моментом я -ого порядка (я = 0,1,2...) 
случайной величины .V (относительно центра распределения, т е числа 
a =  м  ( X ) )  называется

. = М ((Л- - М  (Л '))|" || =  М ( ( X -  М ( * ) ) ( *  -  М ( X ) -  I ) . . . ( *  -  М ( ЛГ) -  я -и ))

Заметим, что Д|0] = 1 , д^ = о, д „| — l i ( X ).

М ат ем ат ическое  ож идание  закона распределения Пуассона (начальный 
момент 1 -ого порядка):

lim Р ( Х ^ х )  =
А V , х =  0. 1, 2,

. =  М  ( X  ) =  k p k =  г  ' )
\  L

Л  * 1
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Вычислим начальный момент 2-ого порядка:

-  +■» ł?,* i-5* l i *  : , (А*)
п . = У к 2Р к = е  x y L ^ = X e  ' У — ------------=  Хе ХГ  ± - ± -

. к 1 f.-J (А -  I >' М  (А — I >!

Х е  "

« * 1  1
V — — =

♦ X > * I
=  Х е

( А

+ яо \ к
х У  —  

4-“. к 'ЛГ - —. - К *  ')!

=  Ас х ( \ ех )' =  \ е  Л (а '<*а + А(ел)') =  Хе х ('. ■ ех + Аел ) = А (1 + А) = А + А2 .

Начальный момент 2-ого порядка можно вычислить иначе:

« , г  - Л £ А А г А *  * # ( А  +  А ( А - 1 ) ) А *
« 2  = £ *  Л  = е  кТ , ^ Г = е Х Г 1--------- 71---- — -

к  =  О

^?АА*к  л  к  ( к  — 1 )Л
— Г<—i -и л 1 - 0  Ą

+ Ъ. \  i ♦ TD *. 4
х у  — +х2У  -

^  к '  У  к'

♦ ТО л к I • \ \ 4 •аТ —-----+ х2У'  - А
r=1 <* i»- ;-/,<* - 2 )'

-<*“ л (Ае ‘ + А ‘ех ) = А + А 2

Здесь использовалось соотношение А2 —А+А(А-1). Несложно проверить, 
что к■’ = А -ьЗА{А — 1) -ьА(А — 1)(А — 2). Тогда начальный момент 3-ого порядка:

ч - .  1 ^ » V  ^ ( к + Щ к - Ц  +  Ш - Ш - 2 ) ) Х х . ,
= L — Г ” '  Л - ----------------------7Т--------------------= А + ЗА + А

Можно проверить, что А4 =  к + 7А(А — 1) + 6А(А — 1)(А - 2 )  +  к(к -1)(А -2 ) (А -3 ) . То­
гда начальный момент 4-ого порядка:

ГД , 4 Л «  (А + 7А(А — I ) + 6 А(А — 1)(А — 2) +  А(А -  I)(А -  2)(А -  3))А*
" *  =  У Ь  Р к = е  у --------------------------------------- 71----------------------------------------- =

1=0 1=11 "
=  <> Л (Аел +  7 А V  +  6 А V  +  А4<*л) =  А +  7А2 +  6А3 +  А4 .

Найдем начальные ф акт ориальны е  м ом ент ы  распределения П уассона 
п -ого порядка '

" М = " ( * 1,|) = & 1,|Л  - *
4-0

л ^ ^ 'А *  ,-л у *
м  k '- h

Л ГА A ( A - l )  ... ( А - * - И ) А ‘
Ł4 L I

* ■* V *
‘ у"' _

. . I * -  * У
-=  \ " е

i - i  v1
AV  — -  А"

•То к '

Начальные моменты  л-ого порядка случайной величины X связаны с ее 
начальными факториальными моментами соотношением [1 ]

a ,  =  М ( х " )  =  М  (51” АГ|"| +  ... +  5,('” Л'|1|) =  У  S{mn)M  (л '|" | )== У  S'm" n ]m
« I  т >

где коэффициенты Si,1”  -  числа Стирлинга второго рода.
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Некоторые значения sj'" внесем в таблицу
/5 о (w) ^0 s}n) о<») 

•J » о ( л ) 5J"1
1 1
2 1 1
3 1 3 1
4 1 7 6 1
5 1 15 25 10 1
6 1 31 90 65 15 1

Тогда для начальных момент ов п-ого порядка распределения Пуассонал
выполняется а„ =  Y2 s! " a “  • Например,

«i - V  V . ' i * =  = А -  математическое ожидание,
т — 1

а 2 =  Y ,  S» >Am =  5'<2)Л +  Si 2>* 2 =  А +  А2 ,
(И- 1

«, =  Ё  5'13)А'" =  S,(i>А + S1/ ’А2 +  5<3)А3 =  А + ЗА2 +  А3,
В! = 1

“ 4 =  £  •s'!4lA'" =  5 1<4>а +  ^ 4)А2 +  5 )4>а3 +  S j4)A4 =  А +  7А2 + 6А3 +  А4.
• I

Начальные моменты л-ого порядка случайной величины X  можно также 
вычислить, используя формулу:

у(л)
•i. -  ;  —*— о i.,

V l\ т> '

где коэффициенты 7*"> -  последовательность А019538 в OEIS (англ. On-Line 
Encyclopedia of Integer Sequences, Энциклопедия целочисленных последова­
тельностей). 7^п) могут быть получены с помощью рекуррентной формулы 

Т*"' =  т ( т ^ Х) +  7^п_1)) , полагая rj;n> = 0 , если m < I или m > п .

Начальные моменты л-ого порядка распределения Пуассона связаны с на­
чальными моментами более низких порядков этого распределения соотноше­
нием: + оо /.и- 1 л +  оо /  к  i i \  и -  I \  *

•. = £ * > .  * E ^ - - a ' - aE V V = a*'
4 — 0  4 - 0  4 - I  1 "  1 1 4 = 0 *

= А-  АЁ  Е с : . , * '

* =  0 

л-1\ Л ■ - 1 +оо Ь« \ к
Т 7 = а £  С - ^ л£ ^
к ■ 1=0 . 01-0
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а ?  — C|'of| — А(С]°а0 +  С,*а, j  =  А (а с 4  <*,) =  А (1 4  А ) =  А 4  А 3 ,
1-0

r*3 — C jo , =  Л (с ■ п „  4  С \ п , -f ^*2 а 2 ) *" А (а 0 4- 2 а ] + а 2) = А +  ЗА24 А  , 
«-о
3

о 4 =  А £  C jO , =  А ( с з0а 0 4  C ja ,  4  С 32а 2 4  С 3а 3) =  А 4  7 А 2 4  6AJ 4  А 4,
/=0

Центральные моменты п-с го п о р я д ка  с л у ч а й н о й  в е л и ч и н ы  X  с в я за н ы  с 
ее на ч а л ь н ы м и  м о м е н т а м и  с о о т н о ш е н и е м  [1 ]

Тогда, например,

,1.„ = м ( ( х - м ( Х ) ) " ) = м ( { х -<*, ) " )  =  м  £ ( - 1  г  с ; г *  - « г
в -о

= £  w ((- i)" c ;jr" -Qr)=  Е  ( - i r c ; w ( j"  m)a,m = £  (-irc;a ._ .Q ,-
m=0 m —0 /я 0

Найдем некоторые центральные моменты n-ого порядка распределения 
Пуассона:

дисперсия ц2 =  d ( X ) =  a 2 - а 2 =  ( а 2 +  л ) - А 2 =  А (среднее квадратичное 

отклонение гт(Х)-  у [щ х )  =  л/А ),

Дз =  а 3 -  За2а, +  2а,3 =  А3 +  ЗА2 +  А -  3(А2 +  А)А +  2А3 =  А , 

д4 =  а 4 -  4а3а, +  6 а 2а,2 — За,4 =  ЗА2 +  А,
Центральный момент л-ого порядка распределения Пуассона связан с 

центральными моментами более низких порядков этого распределения соот­
ношением:

м„ =  Е ( * - А » *  =  е XH L
уп*  (< А Г А *  . ( к  — А ) " '1 А*

к  - о

А ч

к = О
« -2

к ! - = ^ - ЛЕ -«-Г (А: -  П»я 2
“ Ar J --------~~ -  А ^  4  A /iłf_, -  Ар„ t =  A ^J  С

K /-o

И сп о л ь зуя  с о о т н о ш е н и е  д .  =  А 5 ^  C i , ji,  , п о л уч и м :
j«=c

u 2

A*2 — A5^ C,V| — AC,°/40 — A,
j = (i

/ i3 *  a £  C2Mi =  A ( c 2V o  +  C ‘ /A,) =  A (1 4  0) =  A,
(= 02

ц А =  a E  =  A (c3V o +  C]p, +  С 2 р 2) =  A (1 +  0 +  ЗА) =  A +  ЗА2.
i-O
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