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щений узлов конструкции; Р - матрица нагрузки с учетом 
граничных условий. По перемещениям узлов конструкции 
находятся перемещения начала и конца каждого отдельного 
стержня в системе координат связанной со стержнем, а по 
местным перемещениям усилия в стержнях. 

Разработанная методика численного расчета использована 
в вычислительном комплексе статического расчета простран-
ственных конструкций из тонкостенных стержней открытого 
профиля. 
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КОНЕЧНЫЙ ЭЛЕМЕНТ ТОНКОСТЕННОГО СТЕРЖНЯ ОТКРЫТОГО ПРОФИЛЯ 
ПРИ НАЛИЧИИ В УЗЛАХ ЭКСЦЕНТРИСИТЕТОВ И НЕСИММЕТРИЧНОМ 

СЕЧЕНИИ 
 

В общем случае в пространственной конструкции находят 
применение тонкостенные стержни открытого профиля, у 
которых центры тяжести и изгиба не совпадают. При этом в 
узлах чаще всего имеет место несовпадение центра узла с 
центрами изгиба или центрами тяжести примыкающих 
стержней. Следствием этого является значительное усложне-
ние матрицы жесткости тонкостенного конечного элемента 
(ТКЭ). Это обусловлено, как наличием эксцентриситетов по 
концам стержня, так и с тем, что именно центр изгиба являет-
ся той точкой сечения, перемещения которой определяют 
появление в стержне поперечных сил, изгибающих и крутя-
щих моментов, бимоментов. 

Рассмотрим профиль, имеющий несовпадение центров 
тяжести и изгиба с эксцентричным  закреплением в начале и 
конце. Обозначим систему координат, связанную с центром 

узла- 111 ZYX , систему координат, связанную с центром 

изгиба- 
′′′′′′′′′′′′

111 ZYX , систему координат, связанную с центром 

и тяжести- 
″″″″″″″″″″″″

111 ZYX .Введем обозначения нy - эксцентри-

ситет центра тяжести  относительно центра узла по оси 1Y  в 

начале стержне, кy - то же в конце, нz - эксцентриситет цен-

тра относительно центра узла по оси 1Z  в начале стержне, 

кz - то же в конце, y - координата центра тяжести  относи-

тельно центра изгиба по оси 
′′′′

1Y , z - координата центра тя-

жести  относительно центра изгиба по оси 
′′′′

1Z , нωωωω - секто-

риальная координата центра тяжести относительно центра 

узла  в начале стержне, кωωωω - то же в конце. 

Пусть конец стержня жестко закреплен, а начало имеет 
все возможные перемещения. Обозначим перемещения цен-
тра узла: 

• 1u - линейное перемещение вдоль оси 1X ; 

• 1v - линейное перемещение вдоль оси 1Y ; 

• 1w - линейное перемещение вдоль оси 1Z ; 

• 1αααα - угол поворота относительно оси 1X ; 

• 1ββββ - угол поворота относительно оси 1Y ; 

• 1γγγγ - угол поворота относительно оси 1Z ; 

• δδδδ - депланация  в центре узла. 

Возможные перемещения центра изгиба сечения: 

• 
′′′′

1u - линейное перемещение вдоль оси 
′′′′

1X ; 

• 
′′′′

1v - линейное перемещение вдоль оси 
′′′′

1Y ; 

• 
′′′′

1w - линейное перемещение вдоль оси 
′′′′

1Z ; 

• 
′′′′

1αααα - угол поворота относительно оси 
′′′′

1X ; 

• 
′′′′

1ββββ - угол поворота относительно оси 
′′′′

1Y ; 

• 
′′′′

1γγγγ - угол поворота относительно оси 
′′′′

1Z ; 

• δδδδ ′′′′ - депланация  в центре тяжести и изгиба сечения. 
Возможные перемещения центра тяжести сечения: 

• 
″″″″

1u - линейное перемещение вдоль оси 
″″″″

1X ; 

• 
″″″″

1v - линейное перемещение вдоль оси 
″″″″

1Y ; 

• 
″″″″

1w - линейное перемещение вдоль оси 
″″″″

1Z ; 

• 
″″″″

1αααα - угол поворота относительно оси 
″″″″

1X ; 

• 
″″″″

1ββββ - угол поворота относительно оси 
″″″″

1Y ; 

• 
″″″″

1γγγγ - угол поворота относительно оси 
″″″″

1Z ; 

• δδδδ ′′′′′′′′ - депланация  в центре тяжести и изгиба сечения. 
В общем случае, при  одновременном неравенстве нулю 

эксцентриситетов по осям 1Y  и 1Z , и несовпадении центров 

тяжести и изгиба одинаковыми для всех трех центров явля-
ются только угол поворота относительно продольной оси и 
депланация, т.е. выполняются следующие равенства: 

 
″″″″====′′′′==== 111 αααααααααααα ; 

″″″″====′′′′==== 111 δδδδδδδδδδδδ . (1) 

Продольное усилие в стержне появляется в результате ли-
нейного перемещения вдоль продольной оси центра тяжести 
стержня. Для определения линейного перемещения вдоль 
продольной оси можно использовать соотношение: 

 н1н1н111 yzuu ωωωωδδδδγγγγββββ ++++−−−−++++====″″″″
. (2) 

Для определения поперечных сил, изгибающих и крутя-
щего моментов, также бимоментов необходимо знать пере-

мещения 
′′′′

1v , 
′′′′

1w , 
′′′′

1αααα , 
′′′′

1ββββ , 
′′′′

1γγγγ , 
′′′′

1δδδδ  центра изгиба. 
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Перемещения по осям 
′′′′

1Y  и 
′′′′

1Z складываются из пере-

мещений центра узла по осям 1Y  и 1Z , а также приращений 

перемещений по осям 
′′′′

1Y  и 
′′′′

1Z  вызванных поворотом цен-

тра узла относительно оси 1X . Приращения перемещений 

равны произведению эксцентриситетов центра изгиба сечения 

относительно центра узла на величину угла закручивания
1

αααα . 

Эксцентриситеты центра изгиба относительно центра узла 
составляют: 

в начале стержня: yyy нн −−−−====∆∆∆∆ ; zzz нн −−−−====∆∆∆∆ ; (3) 

в конце стержня: yyy кк −−−−====∆∆∆∆ ; zzz кк −−−−====∆∆∆∆ . (4) 

При положительном угле закручивания приращение пе-

ремещения центра изгиба по оси 
′′′′

1Y отрицательное, по оси 

′′′′
1Z  положительное. Перемещения центра изгиба по осям 

′′′′
1Y  и 

′′′′
1Z выраженные через перемещения центра узла со-

ставляют: 

 н111 zvv ∆∆∆∆αααα−−−−====′′′′
; н111 yww ∆∆∆∆αααα++++====′′′′

. (5) 

При несовпадении центра узла с центром изгиба возмож-
ная депланация в центре узла вызывает появление прираще-

ний углов поворота сечения относительно осей 
′′′′

1Y  и 
′′′′

1Z в 

центре изгиба. Углы поворота центра изгиба относительно 

осей 
′′′′

1Y  и 
′′′′

1Z  складываются из углов поворота центра узла 

относительно осей 1Y  и 1Z  и приращений углов поворота 

сечения относительно осей 
′′′′

1Y  и 
′′′′

1Z в центре изгиба из-за 

депланации сечения. Углы поворота центра изгиба относи-

тельно осей 
′′′′

1Y  и 
′′′′

1Z выраженные через перемещения цен-

тра узла составляют: 

 н111 y∆∆∆∆δδδδββββββββ −−−−====′′′′
; н111 z∆∆∆∆δδδδγγγγγγγγ −−−−====′′′′

. (6) 

Аналогичные рассуждения можно выполнить для конца 
стержня, тогда связь между перемещениями центра узла в 
конце с перемещениями центра тяжести и изгиба будет иметь 
вид: 

 
′′′′==== 11 αααααααα ; 

′′′′==== 11 δδδδδδδδ ; к1к1к111 yzuu ωωωωδδδδγγγγββββ ++++−−−−++++====′′′′
; 

 к111 zvv ∆∆∆∆αααα−−−−====′′′′
; к111 yww ∆∆∆∆αααα++++====′′′′

; (7) 

 к111 y∆∆∆∆δδδδββββββββ −−−−====′′′′
; к111 z∆∆∆∆δδδδγγγγγγγγ −−−−====′′′′

. 

Из-за несовпадения центра тяжести сечения с центром уз-
ла от продольной силы в стержне в связях, наложенных на 

центр узла, кроме реакции по оси 1X  возникают дополни-

тельные моменты относительно осей 1Y  и 1Z , равные про-

изведению продольной силы на соответствующие эксцентри-
ситеты, и изгибно-крутящий бимомент, равный произведению 
продольной силы на секториальную координату центра тяже-
сти. Несовпадение центра изгиба с центром узла ведет к по-
явлению в связи на депланацию центра узла дополнительных 
бимоментов, равных произведению изгибающих моментов в 
стержне на соответствующие эксцентриситеты, которые для 
стержня с несовпадающими центрами тяжести и изгиба не 
равны эксцентриситетам центра тяжести. По этой же причине 

в связи на угол поворота относительно оси 1X  от попереч-

ных сил, действующих  в стержне, возникают дополнитель-
ные моменты, равные произведению поперечных сил на соот-
ветствующие эксцентриситеты, равные эксцентриситетам 
центра изгиба. 

Для определения реакций в связях, наложенных на центры 
узлов, с учетом соотношений (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7) опре-
деляются перемещения центров тяжести и изгиба в зависимо-
сти от перемещений узлов. Продольное усилие в стержне 
вычисляется по продольным перемещениям центра тяжести. 
Поперечные силы, изгибающие и крутящие моменты, бимо-
мент в стержне вычисляются в зависимости от перемещений 
центра изгиба. После определения усилий в стержне вычис-
ляются реакции в связях с учетом эксцентриситетов и секто-
риальных площадей центров тяжести и изгиба относительно 
центров узлов. Матрица жесткости стержня при несовпадении 
центров тяжести и изгиба и наличии в узлах эксцентрисите-
тов симметрична относительно главной диагонали. 

Матрица жесткости тонкостенного стержня открытого 
профиля при несовпадении центра тяжести с центром изгиба 
и наличии в узлах эксцентриситетов в местной системе коор-
динат имеет вид, представленный в таблице 1. Дополнитель-
ные члены и члены матрицы жесткости, отличающиеся от 
членов матрицы жесткости стержня при совпадении центров 
тяжести и изгиба и отсутствии в узлах эксцентриситетов [1], 

Таблица 1 - Матрица жесткости ТКЭ при не совпадении центров тяжести и изгиба и наличии в узлах эксцентриситетов. 
  u1

н  v1
н w1

н αααα1
н ββββ1

н γγγγ1
н δδδδ1

н  u1
к  v1

к w1
к αααα1

к ββββ1
к γγγγ1

к δδδδ1
к 

 u1
н r1,1    r1,5 r1,6 r1,7 r1,8    r1,12 r1,13 r1,14 

 v1
н 

 r2,2  r2,4  r2,6 r2,7  r2,9  r2,11  r2,13 r2,14 

w1
н 

  r3,3 r3,4 r3,5  r3,7   r3,10 r3,11 r3,12  r3,14 

αααα1
н 

   r4,4 r4,5 r4,4 r4,7  r4,9 r4,10 r4,11 r4,12 r4,13 r4,14 

ββββ1
н 

    r5,5 r5,6 r5,7 r5,8  r5,10 r5,11 r5,12 r5,13 r5,14 

γγγγ1
н 

     r6,6 r6,7 r6,8 r6,9  r6,11 r6,12 r6,13 r6,14 

δδδδ1
н 

Симметрично относительно 
главной диагонали 

r7,7 r7,8 r7,9 r7,10 r7,11 r7,12 r7,13 r7,14 

 u1
к 

 r8,8    r8,12 r8,13 r8,14 

 v1
к         r9,9  r9,11  r9,13 r9,14 

w1
к          r10,10 r10,11 r10,12  r10,14 

αααα1
к           r11,11 r11,12 r11,13 r11,14 

ββββ1
к 

           r12,12 r12,13 r12,14 

γγγγ1
к 

            r13,13 r13,14 

δδδδ1
к              r14,14 
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выполнены в таблице 2.4 полужирными символами. Матрица 
жесткости симметрична относительно главной диагонали, 
поэтому в таблице 1 показаны только члены, расположенные 
справа и вверху относительно главной диагонали. Коэффици-

енты αααα, γγγγ, λλλλ, µµµµ, используемые при определении реакций в 
связях, вычисляются с применением соотношения, принятых 
в [1]. 

Дополнительные члены и члены матрицы жесткости не 
совпадающие с членами матрицы, представленной в [1] рав-
ны: 

 н5,1 z
l

EA
r ==== ,        н6,1 y

l
EA

r −−−−==== ,     н7,1 l
EA

r ωωωω==== , 

 к12,1 z
l

EA
r −−−−==== ,   к13,1 y

l
EA

r ==== ,    к14,1 l
EA

r ωωωω−−−−==== , 

 н3
z

4,2 z
l

EI12
r ∆∆∆∆−−−−==== ,                      н2

z
7,2 z

l

EI6
r ∆∆∆∆−−−−==== , 

 к3
z

11,2 z
l

EI12
r ∆∆∆∆==== ,                       к2

z
14,2 z

l

EI6
r ∆∆∆∆−−−−==== , 

 н3
y

4,3 y
l

EI12
r ∆∆∆∆==== ,                             н2

y
7,3 y

l

EI6
r ∆∆∆∆==== , 

 к3
y

11,3 y
l

EI12
r ∆∆∆∆−−−−==== ,                     к2

y
14,3 y

l

EI6
r ∆∆∆∆==== , 

 
2
н3

z2
н3

y
34,4 z

l

EI12
y

l

EI12

l

EI
r ∆∆∆∆∆∆∆∆λλλλωωωω ++++++++==== , 

 н2
y

5,4 y
l

EI6
r ∆∆∆∆−−−−==== ,                       н2

z
6,4 z

l

EI6
r ∆∆∆∆−−−−==== , 

 
2
н2

z2
н2

y
27,4 z

l

EI6
y

l

EI6

l

EI
r ∆∆∆∆∆∆∆∆ααααωωωω ++++++++==== , 

 н3
z

9,4 z
l

EI12
r ∆∆∆∆==== ,                      н3

y
10,4 y

l

EI12
r ∆∆∆∆−−−−==== , 

 нк3
z

нк3
y

311,4 zz
l

EI12
yy

l

EI12

l

EI
r ∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆λλλλωωωω −−−−−−−−−−−−==== , 

 н2
y

12,4 y
l

EI6
r ∆∆∆∆−−−−==== ,                        н2

z
13,4 z

l

EI6
r ∆∆∆∆−−−−==== , 

 нк2
z

нк2
y

214,4 zz
l

EI6
yy

l

EI6

l

EI
r ∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆ααααωωωω ++++++++==== , 

 
2
н

y
5,5 z

l
EA

l

EI4
r ++++==== ,                   нн6,5 zy

l
EA

r −−−−==== , 

 н

y
нн7,5 y

l

EI4
z

l
EA

r ∆∆∆∆ωωωω −−−−==== ,            н8,5 z
l

EA
r −−−−==== , 

 к2
y

11,5 y
l

EI6
r ∆∆∆∆==== ,                нк

y
12,5 zz

l
EA

l

EI2
r −−−−==== , 

 нк13,5 zy
l

EA
r ==== ,        к

y
кн14,5 y

l

EI2
z

l
EA

r ∆∆∆∆ωωωω −−−−−−−−==== , 

 
2
н

z
6,6 y

l
EA

l

EI4
r ++++==== ,  н

z
нн7,6 z

l

EI4
y

l
EA

r ∆∆∆∆ωωωω −−−−−−−−====  

 н8,6 y
l

EA
r ==== ,                                      к2

z
11,6 z

l

EI6
r ∆∆∆∆==== , 

 нк12,6 yz
l

EA
r ==== ,                   нк

z
13,6 yy

l
EA

l

EI2
r −−−−==== . 

 к
z

кн14,6 z
l

EI2
y

l
EA

r ∆∆∆∆ωωωω −−−−==== , 

 
2
н

z2
н

y2
н27,7 z

l

EI4
y

l

EI4

l
EA

l

EI
r ∆∆∆∆∆∆∆∆ωωωωµµµµωωωω ++++++++++++==== , 

 н8,7 l
EA

r ωωωω−−−−==== , н2
z

9,7 z
l

EI6
r ∆∆∆∆==== , н2

y
10,7 y

l

EI6
r ∆∆∆∆−−−−==== , 

 нк2
z

нк2

y

211,7 zz
l

EI6
yy

l

EI6

l

EI
r ∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆ααααωωωω −−−−−−−−−−−−==== , 

 н

y
нк12,7 y

l

EI2
z

l
EA

r ∆∆∆∆ωωωω −−−−−−−−==== , 

 н
z

нк13,7 z
l

EI2
y

l
EA

r ∆∆∆∆ωωωω −−−−−−−−==== , 

нк
z

нк
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