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МЕТОД РИТЦА В КОНТАКТНЫХ ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

1. Рассмотрим стержень или пластинку, лежащую без тре­
ния на линейно - деформируемом основании [1J под действи­
ем внешней нагрузки q(x,y). Предположим, что на контакте 
между ними могут возникать только нормальные напряжения 
р(х,у). Дифференциальное уравнение равновесия для изги­
баемых стержня или пластинки на упругом основании запи­
шем так

A-w  — f ,  (1.1)
где А - некоторый дифференциальный оператор, равный:
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для пластинки в полярных координатах;
w - прогибы стержня или пластинки, равные из условия 

совместности деформаций осадкам упругого основания;
/ -  правая часть, зависящая от жесткости стержня или пла­

стинки, внешней нагрузки и контактных напряжений.
К. Ректорисом [2] показано, что при представлении реше­

ния (1.1) методом Ритца в форме ряда
я

и'  =  5 - Л * ’а > 0  2)
*=/

где Wk - базисная функция, удовлетворяющая требованиям 
полноты и линейной независимости; а неопределенные коэф­
фициенты ак находятся из системы линейных алгебраиче­
ских уравнений

(Аь},н>])а1 + (Aw ,,w 2)a2 + ...+ (Aw„wn)an = ( f ,W j)  

(Aw 2,w1)a1+ (A w l,w2)a2 + ...+  (A w 2,wn)an = ( f ,w 2)

(Awn,w ,)a ,+  (Awn,w2)a2 + ...+ (Awn,wn)an = ( f ,w n)
(1.3)

Здесь ( A w  k ,W i )  - скалярное произведение [2].
Если принятая система базисных функций (1.2) 

ортогональна то все побочные коэффициенты в (1.3) 
обращаются в нуль. Поэтому для решения поставленной 
задачи в качестве базисных функций примем собственные 
функции уравнения изгибных колебаний стержня или 
пластинки

A- w -  Я4 w = 0 (1.4)
при соответствующих граничных условиях.

Ранее А. И. Цейтлиным подобное представление (1.4) по­
зволило эффектно решить ряд контактных задач [3].

Если стержень длиной 2d  со свободными концами лежит 
на упругом основании в условиях плоской задачи теории уп­

ругости, то в качестве базисных функций целесообразно при­
нять [4]

Wi( x )  = Ai chAjX / 1 
с h i ,

cos Atx /  i  
cos A,

+

+ B :
sh/jjX /  i  sin /jjX / 1

(1.5)

- + x \<d
sh/ji sin /jt j

thAi + tgAt = 0; th/jj -  tg/it = 0 .
Если стержень со свободными концами лежит на упругом 

основании в условиях пространственной задачи теории упру­
гости, то, считая его не изгибаемым в поперечном направле­
нии [5], для базисных функций также необходимо принять 
представление (1.5).

Для круглой пластинки радиуса Ь со свободными краями 
в условиях осесимметричного изгиба [3]

*>i(r) = J0(А,- )  + ( Я‘ г < Ь , ( 1.6)Ь Ii(At) Ь
где собственные числа Я,- определятся из трансцендентного 
уравнения

J0(At)Il(Ai)+J1(Ai)I0(Ai) = ~ ( l - v p)Jt(Ai)I](Ai)
А

Здесь Vр - коэффициент Пуассона пластинки.
Перед решением системы (1.3) необходимо найти связь 

между контактными напряжениями р ( х , у )  и принятыми

базисными функциями wt ( X, у ) . В общем случае для про­
странственной задачи для этого нужно решить интегральное 
уравнение

akwk( x , y ) =  ^ К (  х -  %, у  -  г/)  р(  ,г] )dr]dl;, (1.7)
S

где К ( х , у )  - функция Грина линейно-деформируемого 
основания.

Решение (1.7) можно представить в виде [6]
СО 00

р ( х , у )  = I I  aka lkFi(x,y) ,  (1 .8 )
1=1 k=l

где a ik - элементы некоторой матрицы;

Fj(X, у )  - принятая система ортогональных полиномов 
для распределения контактных напряжений.

С учетом (1.8) система (1.3) становится полностью 
заполненной и ее решение позволяет найти коэффициенты 
при базисных функциях (1-2), откуда их 
дифференцированием по известным формулам определяются 
усилия и напряжения по формуле (1.8).

2. Численная реализация предлагаемого подхода проведе­
на на осесимметрично нагруженной кольцевой пластинке 
( а < г < Ь ) .  Решение уравнения осесимметричных колеба-
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ний такой кольцевой пластинки (1.4) имеет вид [7]

M r )  =  C ,J 0( A - )  4C 2Y0( A ~ )  + С310( А ~ )  +C4K 0( A ~ )
b и b О

(2.1)

' V
h )

где J n( z )  - функция Бесселя первого рода [7];

Yn( z )  - функция Бесселя второго рода [7];

I J z ) ,  К „ ( Z )  - функции Бесселя мнимого
аргумента[7);

С / /  =  1 ,2 ,3 ,4 )  - постоянные коэффициенты, опреде­
ляемые из граничных условий.

Радиальные поперечная сила Qr и изгибающий момент описываются одной из собственных функций (2.3)
, ,  _  2лЬ
М г в кольцевой пластинке цилиндрической жесткости V
при условии (2.1) равны

J

</н|,

(2.4)R = у]г2 -2 rp c o sQ  + р 2,
где h  - некоторый линейный размер;

Е о , V 0 - упругие постоянные основания.
Ц и )  - трансцендентная функция, зависящая от вида

упругого основания.
Рассмотрим интегральное уравнение для кольцевой осе­

симметрично нагруженной пластинки [9], прогибы которой

4П U

wt ( f )  = \ \ р р (  p ) K ( r , p ) d p d 6  (2.5)

Qr(r) C j J / A ^ + Q Y / A ^ ^ I / A ^ - Q K / A - )
b b b b

0 a

M r ( r )  = D C 1 ^ j  
b

J 0( A ^ - ) - ( l - v ) - ^ J I ( A ~ )  
b Ar b

+

+ D C
V

~ DC’ V
P

+ d c ‘ ¥

Y0( A ’- ) - ( 1 - v ) ^ - Y i ( A - )  
h Ar b

I „ ( A r- ) - ( l - v ) ~ l I ( A ,l )  
h Ar b

K 0( A ^ ) - ( l - v ) - ^ - K ] ( A r~ )  
b Ar b

(2 .2)
Выполнение статических граничных условий на свобод­

ных краях кольцевой пластинки для М г и Qr при Г = tt, Ь 

позволяет найти совокупность собственных чисел Я,- из рав­

ного нулю определителя F  и затем собственные функции 
( 1.2).

Таким образом, прогибы кольцевой пластинки представ­
ляем в виде ряда

С,
М г )  = «>, + ^ С и [ J 0(A i r- ) ^ - Y 0(Ai ru )  + 

i=2 " С И "1=2

+ ~ I 0(A i r- ) - ^ - K 0(A i r~) ]

(2.3)

-// С И

где Wj является постоянной, соответствует случаю абсолют­
но жесткого кольцевого штампа и собственному значению
A j = 0 ,

С
——( П = 2 ,3 ,4 )  - определяются из граничных условий 
С  п

для (2.2).
Пусть функция Грина упругого линейно - деформируемо­

го основания может быть представлена в виде [8]

После интегрирования (2.5) по в  с учетом соотношения
[7]

к=1
J 0(m R )  = J 0(  m r )J n(  т р ) + 2 ^ \ j k ( m r )J k ( m p )  cosmO

получаем
„ 2 ь

jppfpjxЧ М - Ь *

KtLn0

4 \ P- - r  J + \ l ( u )  -  l ] l 0 ( u ^ ) J 0( u ) d u
p + r  h  J h  h

К

dp

где K ( z )  - полный эллиптический интеграл [7]. 
В (2.6) выполним подстановку [9]

i + t  j + x  2
г  = ае  °  ; р  =  ае т ; со -

1 п ( Ь /а )

(2.6)

(2.7)

и представим распределение реактивных напряжений в виде 
3 / 2

4 '( x )  = R j 7j P ( p )  V * )
а 3/2

В результате получаем исходное уравнение для решения 

Г 2 ( 1 -V g )
~ Щ (г)= — -= г " ^ я х

лЕ0

Л |  ,  2-Н+х *

d z l t e 201x f v (x )
(be

CO

F  =

J ] ( A )

J ,(A -b )

J J A ) - d J , ( A )

Y j(A )

Y,(A°b )

I ,  (A )  

! , ( A - )
b

~ K ,( A )

K . ( A ^ )
b

Y0( A ) - d Y j ( A )  I „ ( A ) - d I , ( A )

J 0( A ^ ) - — J , ( A ^ )  Y0( A - ) -  —  Y ,(A - )  1 „ ( A \ ) -  —  I , ( A - )  - К п( А - ) -  —  К 3( А - )  
b a b b a b b a b b a b

-  K „ ( A ) - d K , ( A )  
a . db „ . .  a

, d  = ( l - v J X *
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Z - -

Согласно [9] принимаем

t - X

2(0

С 2k С ,1
(2-9) Yik = 7 r -> r2 k = -Z T ~  ;  Г3k -  —С i t  сl k  ' - ' I k  ' - ' I k

Интеграл в (2.12) брался численно по квадратурной фор­
муле, используя нули полиномов Чебышева первого родаI  “  муле, используя нули полиномов Чебышева первого рода

¥ ( х ) ~  I — y ^ B J J x ) ;  (2.10) [Ю]. Решение системы (2.12) для всех собственных функций
\ 1 —Х  п-0

К
А

(±

Kc h z /

chz

- I n
t - X

2+1+х оо
+ ~ е  2“ ^ L ( u ) - l ] l 0( u ^ ) J 0( u ~ ) d u  =

СО т=0п-0
+ Y L e A ^ \ tJ x )tj o ,

ln\t - х \
-1 4 7 ^ .

= d x - - n l n 2 ;  т - 0 .

л ,

' 1 Г ,

№ Ь
2 л (  l - v 0 )а

[А]

'00 + In 2(0 1 Е
2 10

1 Е
2 20

1 е
2 зс - В0

l e  
2 01

1 1 «7—+ —Е п
2 4 11

1 Е  
4 21

А , . . в ,
В21 1 „ / 1 „ 1 „

~2Е"
Е12 

4 12 4 + 4 Е22 —Е32...
4 32

2 л ( 1 - у0 )а

А<

*2i

*31

дает возможность получить связь между коэффициентами 
разложений (1.2) и (2.10) в следующем виде

^  a ik  А  • (2.13)
1=0

где T J X )  - полином Чебышева первого рода [7].
После интегрирования (2.9)по переменной X  с учетом 

спектрального соотношения [1]

T J x )

где коэффициенты a ik являются элементами матрицы 

[а] = [ £ ] “'  (2.14)
Таким образом, распределение контактных напряжений 

(211) (2.10) дается формулой

-,п  =  0 ,1 ,2 ,... и интегрируем в пределах (-

1 < t  < 1). Получаем систему линейных алгебраических 
уравнений относительно неизвестных коэффициентов В п 
представления (2.10). Ее можно записать в следующем мат­
ричном виде

А к0 =Л (О е2ш1к ( ^ - ) - ,
2  со'

(2 . 12)

1 1
Aik=o>e2°> I

1+1 
, 2 со

( „ ч, -  JE T J c o ltl----1)
р(г)=  -  X Z W l ' 1/

V  r  )  п=0 i=0 l - ( c o l n - - l ) 2
а

(2.15)

= ------T J t ) ,  т  -  1 ,2 ,...,
т

получаем уравнение относительно переменной t. Умножаем 
все члены этого уравнения на
Тп ( t ) d t .  '

И скалярные произведения (1.3) получаются
Н п 1

( P( r ) ,W j) -  " "
2 ( 1  —v 0 )со п=0

Е"а
2 (0

t

e 2aTn( t )(р(г), Wj) = - - - Е°а 2 - е2" ± ± a n+lA J ^ = M
2 л ( 1 - v0 ) (0  п=0 i=0 -1 \ l - t ~

i+i i+t i+i
X / Л ( A j  2о>)  +  Y , / o ( ^ е  2(0 )  +  Y i j h ( A j  2а>)  +

i+i
+ Y 3 j K o ( * j ^ 2a,) J d t

(2.16)
причем последний интеграл в (2.16) берется численно подоб­
но (2.12).

Свободные члены системы уравнений К. Ректориса (1.3) 
определяются в зависимости от вида внешней нагрузки на 
пластинку. Для действия на пластинку равномерно распреде­
ленной нагрузки q , например, они равны

j  2я Ь

( f ’Wi ) = ^  \  jq(r)»1rdrde = ?jL(b2- a 2);
0 а

( f , » i ) = ^ L{ r̂ [J(A ,)+Y,? ,(* ,)+

+ Y2?i ( K )  + Y 3 M H ~ [ J ( * , £ ) +  ■ (217)ш)

+ Yi№ -ь )  +  Y2iy ,(^  “ )  +  Y i M \) П
На этом этапе расчета возможно получить решение для 

жесткого кольцевого штампа. При этом необходимо учесть

а
J o (  А  2ш ) + У М  А  т е  у  +  У2к*о( Ате ) +

i+i
2 (0 а l+t

2а)

l+t

Y3kK o ( K M a )

|g 2(0 d t
4 7
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только одно собственное число 2.J = 0  и поэтому на основа­
нии (2.16) и (2.17) осадка кольцевого штампа, загруженного 
равномерно распределенной нагрузкой q получается в таком
виде

1

да(1-Ур )  
Е„

(2.18)

3. Численные результаты приведем для кольцевой пла­
стинки с данными

a = 0.5b; v = 1 / 6 ; Епо

2k ( 1 - v0 )D
= 5,

лежащей на упругом слое конечной толщины h = b , шар­
нирно сцепленным с жестким основанием. В этом случае [8] 
для (2.4) на основании асимптотических свойств представим

Ц и ) - 1  = е 2и̂ Ь кик,
к=0

Ь0 =  -1;Ь, =  -1 .5  ;Ь2 = -1;Ь3 = - 1 /3 ;  
Ь4 =0;Ь5 = 1 /1 8  ;Ь6 = 1 /45 ;...

что позволяет представить
2л  со ___________________ _______________

- l ] J 0(—Jr2 -  2 rp cosO + р 2 )d6du= 
h

\\Щи)
о о

1„VV ft (к + 2т) ! П  Р‘ \п,р
2П1 Л а  Ь« Рп

к=0 т=0 2 (  т ! )

( 2  2 \
' Р  + г

уО2 - Г 2 16h2
где P J z )  - полином Лежандра [7].

В процессе вычислений на ПЭВМ получено для 5 членов 
разложения (1.2) и 10 членов разложения (2.10)
1 Л Гп Ги у»

2  3.087622938 0.31181586 -0 .0 8 5 1 6 2 2 0  1 .368944030

3 9.626189261 0 .27064160 -  0 .00010407  -  49.433663

4  15.80578056 0 .14282070 -  0 .000000204 1124.023747

5 22.06005009 0 .10122185 0.0 -  2618 0 6 4 8

1.53789 0.06073 0.03001 0.00693...

[ Е ]  =
0.06073 0.09241 0.01058 0.00235...
0.03001 0.01058 0.04208 0.00195...
0.00693 0.00235 0.00195 0.03710...

D г
“ 77 МУ qb

= |0.03335 -0.00603 0.00101 0.00038 0.0

- / B / T=\ai0695 0.09211 000242 -000837 -000314 -000007 ООООЩ

Контролем правильности и точности полученных 
результатов будет проверка уравнения равновесия, которая в 
нашем случае дает

2Г г  ,  е*°> Л  1
)с1в\р( г )rdr = 2тт2 ---------Вт 1т (у ~ )  = 75 Ф
O n  02 т-0
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УДК 621.791

Вагин В.В.

КОНТРОЛЬ НАРУШЕНИЙ ТЕРМИЧЕСКОГО ЦИКЛА 
ЭЛЕКТРОДУГОВОЙ СВАРКИ ТЕПЛОУСТОЙЧИВЫХ СТАЛЕЙ 

МАГНИТНЫМИ МЕТОДАМИ

На основе исследований магнитных характеристик тепло­
устойчивой стали 12Х1МФ в зонах сплавления и термическо­
го влияния при различных режимах электродуговой сварки 
предложен новый подход для оценки качества и прогнозиро­
вания долговечности эксплуатации сварных соединений па­
ропроводов на основе магнитной структуроскопии.

Из теплоустойчивых сталей перлитного класса наиболее

применяемые в энергомашиностроении являются хромомо­
либденованадиевые стали, которые идут на изготовление 
энергетического оборудования атомных и тепловых электро­
станций, парогененраторов, трубопроводов высокого давле­
ния, предназначенного для работы в условиях длительного 
приложения нагрузки при высоких температурах. При этом 
сварные соединения работают в условиях ползучести и цик-
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