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ВЫЧИСЛЕНИЕ МАТРИЦ ЛЯПУНОВА ДЛЯ ЛИНЕЙНОЙ ГАМИЛЬТОНОВОЙ 
СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

 
ВВЕДЕНИЕ 

Рассмотрим гамильтонову систему линейных дифферен-
циальных уравнений 

 ( )
dx

JH t x
dt

= , (1) 

где 1 2( ,  ...,  )T
nx x x=  – 2n-мерный вектор, компоненты 

kx  и n kx +  которого являются канонически сопряженными 

координатами и импульсами, 
0

0
n

n

E
J

E
 

=  − 
 – матрица 

порядка 2 2n n× , nE  – единичная матрица порядка n n× , 

( )H t  – вещественная симметрическая периодическая с пе-

риодом 2T ππππ=  матрица-функция порядка 2 2n n× , кото-
рая представима в виде сходящегося ряда 

 2
0 1 2( ) ( ) ( ) ...H t H H t H tε εε εε εε ε= + + + , (2) 

где ( ) ( )   ( 1,2,3,  ...)k kH t H t T k= + =  – непрерывные 

интегрируемые в промежутке (0, )T  матрицы-функции, а εεεε – 

малый параметр. К исследованию систем вида (1) приводят 
многие задачи об устойчивости периодических движений в 
механике, например, анализ устойчивости равновесных ре-
шений в ограниченных эллиптических задачах многих тел [1]. 
Поскольку найти общее решение системы (1) в конечном виде 
не представляется возможным, требуется вычислить ее харак-
теристические показатели и построить каноническое преобра-
зование, приводящее систему (1) к системе дифференциаль-
ных уравнений с постоянными коэффициентами, которая 
затем сводится к системе n независимых гармонических ос-
цилляторов. С решения этих проблем начинается анализ 
устойчивости равновесных решений в смысле Ляпунова. 

Следует отметить, что в работах [2,3] доказано, что для ли-
нейных систем дифференциальных уравнений с периодиче-
скими коэффициентами существует преобразование, позволя-
ющее свести их к системам с постоянными матрицами, но ме-
ханизм построения такого преобразования не приводится. Ряд 
алгоритмов построения соответствующего преобразования на 
основе метода итераций предложен в [4]. Однако при рассмот-
рении системы (1), по-видимому, наиболее эффективным явля-
ется метод малого параметра Ляпунова-Пуанкаре [5]. 

В настоящей работе предлагается алгоритм построения 
канонического преобразования, приводящего (1) к системе 
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициен-
тами, основанный на вычислении матриц преобразования 
Ляпунова [4]. Несмотря на громоздкие вычисления, алгоритм 
легко реализуется на компьютере и позволяет вычислить мат-
рицы соответствующего преобразования в виде рядов по ма-
лому параметру ε с заданной точностью. С помощью системы 
Mathematica [6] выполнены вычисления матриц Ляпунова для 
гамильтоновых систем второго и четвертого порядков, возни-
кающих в ограниченных эллиптических задачах многих тел, с 
точностью до второго порядка по малому параметру εεεε. 

 

АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
ЛЯПУНОВА 

Предположим, что при 0εεεε =  система (1) имеет различ-
ные чисто мнимые характеристические показатели 

( 1,2,  ..., )k ki k nλ σλ σλ σλ σ= ± = , удовлетворяющие неравенству 

   ( , 1,2,  ..., ;  0, 1, 2,  ...)j k N j k n Nσ σσ σσ σσ σ± ≠ = = ± ± . (3) 

Тогда, согласно теореме Флоке-Ляпунова [3,5], фундамен-
тальная матрица системы (1) ( , )X t εεεε  представима в виде 

 ( )( , ) ( , ) tWX t Z t e εεεεε εε εε εε ε= , (4) 

где ( , ) ( , )Z t T Z tε εε εε εε ε+ =  и матрицы-функции 

 2
2 1 2( , ) ( ) ( ) ...nZ t E Z t Z tε ε εε ε εε ε εε ε ε= + + + , 

 2
0 1 2( ) ...W JH W Wε ε εε ε εε ε εε ε ε= + + +  (5) 

являются аналитическими функциями параметра εεεε  в точке 
0εεεε = . При этом матрицы ( , )X t εεεε  и ( , )Z t εεεε  являются сим-

плектическими и, следовательно, преобразование Ляпунова 
 ( ) ( , ) ( )x t Z t y tεεεε= , (6) 

является каноническим. С другой стороны, это преобразова-
ние приводит систему (1) к системе дифференциальных урав-
нений с постоянными коэффициентами вида: 

 ( )
dy

W y
dt

εεεε= . (7) 

Собственные значения матрицы ( )W εεεε  являются характери-

стическими показателями системы (1) и определяют поведе-
ние ее решений. Матрицы ( , )Z t εεεε  и ( )W εεεε  называются мат-
рицами преобразования Ляпунова. 

Поскольку фундаментальная матрица (4) должна удовле-
творять уравнению (1), для функции ( , )Z t εεεε  получаем сле-
дующее уравнение: 

 ( ) ( , ) ( , ) ( )
dZ

JH t Z t Z t W
dt

ε ε εε ε εε ε εε ε ε= − . (8) 

Подставляя в уравнение (8) разложения (2), (5) и приравнивая 
коэффициенты при одинаковых степенях εεεε , получаем после-
довательность матричных уравнений: 

 
0 0

1

( ) 

( 1,2,  ...),

k
k

k k j k j k j j
j

dZ
JH Z Z W JH Z Z W

dt

k

− −
=

= − + −

=

∑
 (9) 

где 0 2nZ E= , 0 0W JH= . Функции ( )kZ t  должны быть 

периодическими с периодом T и удовлетворять начальным 
условиям: 

 (0) 0  ( 1,2,  ...)kZ k= = . (10) 

При этом коэффициенты ( )kZ t и kW  в разложениях (5) 

определяются однозначно. 
Решение уравнения (9) ищем в виде: 

 0 0( ) ( ) tJH tJH
k kZ t e Y t e−= . (11) 

 Прокопеня Александр Николаевич, к.ф.-м.н., доцент кафедры физики Брестского государственного технического универси-
тета. 
 Беларусь, БГТУ, 224017, г. Брест, ул. Московская, 267. 



Вестник Брестского государственного технического университета. 2004. №5 

Физика, математика, информатика 6 

Подставляя (11) в (9), получаем для матриц-функций ( )kY t  

следующее дифференциальное уравнение: 

 
0 0 0 0

1

( ).

k

k
tJH tJH tJH tJH

j k j k j j
j

dY
dt

e JH e Y Y e W e− −
− −

=

=

= −∑
 (12) 

Очевидно, начальные условия (10) будут выполнены, если 

функции ( )kY t  удовлетворяют следующим соотношениям: 

 (0) 0  ( 1,2,  ...)kY k= = , (13) 

а 0 2nY E= . Интегрируя (12) с начальными условиями (13), 

находим: 

0 0 0 0

10

( )

( ( ) ( ) ( ) ) 

k

t k
JH JH JH JH

j k j k j j
j

Y t

e JH e Y Y e W e dτ τ τ ττ τ τ ττ τ τ ττ τ τ ττ τ τ ττ τ τ ττ τ τ ττ τ τ τ− −
− −

=

=

= −∑∫
  (14) 
Таким образом, соотношения (11), (14) позволяют вычислять 
матрицы-функции ( )kZ t , удовлетворяющие дифференци-

альному уравнению (9) и начальным условиям (10). Если по-

требовать, чтобы функции ( )kY t  кроме начальных условий 

(13) удовлетворяли также условиям 

 ( ) 0  ( 1,2,  ...)kY T k= = , (15) 

то функции ( )kZ t  будут периодическими с периодом T. 

Действительно, при 1k =  соотношение (14) принимает вид: 

0 0 0 0
1 1 0 0 1

0

( ) ( ( ) ( ) ( ) ) 
t

JH JH JH JHY t e JH e Y Y e W e dτ τ τ ττ τ τ ττ τ τ ττ τ τ ττ τ τ ττ τ τ ττ τ τ ττ τ τ τ− −= − =∫  

0 0 0 0
1 1

0

( ( ) ) 
t

JH JH JH JHe JH e e W e dτ τ τ ττ τ τ ττ τ τ ττ τ τ ττ ττ ττ ττ τ− −= −∫ . (16) 

Поскольку коэффициенты ( )kH t  в разложении (2) являются 

периодическими функциями с периодом T, то, с учетом (15), 
получаем из (16) соотношение 

0 0 0 0
1 1 1

0

( ) ( ( ) ) 
t T

JH JH JH JHY t T e JH e e W e dτ τ τ ττ τ τ ττ τ τ ττ τ τ ττ ττ ττ ττ τ
+

− −+ = − =∫  

0 0 0 0 0 0
1 1

0

( ( ) )  
t

TJH JH JH JH JH TJHe e JH e e W e d eτ τ τ ττ τ τ ττ τ τ ττ τ τ ττ ττ ττ ττ τ− − −= − =∫  

0 0
1( )TJH TJHe Y t e−= . 

Следовательно, 
0 0

0 0

( ) ( )
1 1

1 1

( ) ( )

( ) ( ),

t T JH t T JH

tJH tJH

Z t T e Y t T e

e Y t e Z t

+ − +

−

+ = + =

= =
 

то есть функция 1( )Z t  является периодической с периодом 

T. Аналогично доказывается, что соотношение 

 0 0( ) ( )TJH TJH
k kY t T e Y t e−+ = , (17) 

которое является следствием условия (15) и периодичности 

коэффициентов ( )kH t , обеспечивает выполнение условия 

периодичности коэффициентов ( )kZ t  разложения (5) при 

1k > . Следует отметить, что соотношения (15) не только 

обеспечивают периодичность функций ( )kZ t , но и являются 

уравнениями для определения коэффициентов kW . Таким 

образом, может быть сформулирована следующая теорема. 

Теорема. Пусть при 0εεεε =  система (1) имеет различные чи-
сто мнимые характеристические показатели 

 ( 1,2,  ..., )k ki k nλ σλ σλ σλ σ= ± = , удовлетворяющие неравенству 

  ( , 1,2,  ..., ;  0, 1, 2,  ...)j k N j k n Nσ σσ σσ σσ σ± ≠ = = ± ± . (18) 

Тогда фундаментальная матрица системы (1) ( , )X t εεεε  пред-

ставима в виде 

 ( )( , ) ( , ) tWX t Z t e εεεεε εε εε εε ε= , (19) 

где матрицы-функции 

 2
2 1 2( , ) ( ) ( ) ...nZ t E Z t Z tε ε εε ε εε ε εε ε ε= + + + , 

 2
0 1 2( ) ...W JH W Wε ε εε ε εε ε εε ε ε= + + +  (20) 

являются аналитическими матрицами-функциями параметра 
εεεε  при 0εεεε = , коэффициенты ( )kZ t  определяются из соот-
ношений 

 0 0( ) ( ) tJH tJH
k kZ t e Y t e−= , 

0 0 0 0

10

( )

( ( ) ( ) ( ) ) 

k

t k
JH JH JH JH

j k j k j j
j

Y t

e JH e Y Y e W e dτ τ τ ττ τ τ ττ τ τ ττ τ τ ττ τ τ ττ τ τ ττ τ τ ττ τ τ τ− −
− −

=

=

= −∑∫
  (21) 
причем ( , ) ( , )k kZ t T Z tε εε εε εε ε+ = , а матрицы kW  находятся 
как решения уравнений 
 ( ) 0  ( 1,2,  ...)kY T k= = , (22) 

Таким образом, соотношения (21), (22) позволяют последова-
тельно вычислять коэффициенты 1( )Z t , 1W , 2( )Z t , 2W , … 

и тем самым определить матрицы ( ),Z t εεεε  и ( )W εεεε  преобра-

зования Ляпунова. 
 

ГАМИЛЬТОНОВА СИСТЕМА ВТОРОГО ПОРЯДКА 
Рассмотрим гамильтонову систему второго порядка с 

матрицей ( )H t  вида: 

 0
1

cos
0

( ) 1 cos
0 1

k
k

k

a t
H t H Ht

εεεε
εεεεεεεε

∞

=

+ 
 = = ++
  
 

∑ , (23) 

где 

 0

0 1 0
,   ( cos )

0 1 0 0
k

k

a a
H H t

−   = = −   
   

, 

а a – некоторый положительный параметр. Уравнения (1) с 
матрицей (23) описывают возмущенное движение в направ-
лении, перпендикулярном орбитальной плоскости частиц в 
ограниченных эллиптических задачах многих тел [1]. Ряд (23) 
сходится в области | | 1εεεε < , а ( )kH t  – непрерывные, перио-

дические с периодом 2T ππππ=  матрицы-функции. Поэтому 
матрица Ляпунова ( , )Z t εεεε  может быть найдена в виде раз-

ложения (20), сходящегося в области | | 1εεεε < , коэффициенты 

которого определяются соотношениями (21), (22). Заметим, 

что матрицы 0tJHe±  могут быть вычислены точно и имеют 
вид: 

 0

1
cos( ) sin( )

sin( ) cos( )

tJH
t a t a

ae

a t a t a

±

 ± =  
 
 ∓

. 

Выполняя вычисления по формулам (21), (22) с точностью до 
второго порядка по εεεε, получаем: 
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2

1 2
2

2( 1) 2( 1)
sin sin

4 1 2 4 1

1 3 2 2( 1)
sin sin

4 1 4 1 2

a t a
t

a a
Z

a a a t
t

a a

− −  − −  − −  =
 − + −  
  − −   

, 

 

2
2 3

2

2

2
2

2

2

sin ( / 2)
( 4 13 26 8

2(4 1)

(5 22 8 )cos )

sin
(4( 1) (2 1)

4(4 1)

(8 37 20 )cos )

t
a a a

a

a a a t
Z

t
a a

a

a a a t


− − + − + −
+ − +

= 
 − − − +
 −
 + − +

 

2 2

2

2
2 3

2

2 3

8( 1) ( 2 7 4 )cos

4(4 1)

sin ( / 2)
( 8 27 18 8

2(4 1)

( 4 19 14 8 )cos )

a a a t
a

t
a a a

a

a a a t

− − − + +− − 


− − + − + +− 
+ − + − + 

. 

При этом 

 1

2( 1)
0

4 1
2 ( 1)

0
4 1

a

aW
a a

a

− 
 −=  

− 
 − 

, 

 

2

2

2 2

2

10 23 4
0

4(4 1)

3 (4 13 12 )
0

4(4 1)

a a

a
W

a a a

a

 − +
 − =
 − +−  − 

. 

Характеристические показатели системы (1), определяе-
мые как собственные значения матрицы 

2
0 1 2( )W JH W Wε ε εε ε εε ε εε ε ε= + + , находим в виде разложения по 

степеням ε: 

 2
1,2

3( 1)
1

4(4 1)

a
i a

a
λ ελ ελ ελ ε −= ± + − 

. (24) 

Следует подчеркнуть, что представление фундаменталь-
ной матрицы в виде (19) возможно только при условии, что 
при 0εεεε =  характеристические показатели системы удовле-
творяют неравенству (18). Действительно, в рассмотренном 
случае системы второго порядка второе слагаемое в разложе-

нии (20) обращается при 
1

4
a =  в бесконечность. Однако в 

этой точке характеристические показатели системы (1) при 
0εεεε =  равняются 1,2 / 2iλλλλ = ± , и неравенство (18) не выпол-

няется. Следовательно, полученные выражения для коэффи-
циентов 1( )Z t , 1W , 2( )Z t , 2W  справедливы только в слу-

чае 
1

4
a ≠ . При этом характеристические показатели системы 

остаются различными и чисто мнимыми при 0εεεε > , что соот-
ветствует выводам общей теории линейных дифференциаль-
ных уравнений с периодическими коэффициентами [5].  

 
ГАМИЛЬТОНОВА СИСТЕМА ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

Рассмотрим гамильтонову систему четвертого порядка с 
гамильтонианом вида: 

 

0
1

1 2 4 cos  
0 0 2

1 cos  

0 0 0( )
1 cos  

0 0 1 0

2 0 0 1

,k
k

k

a b t
t

a b
H t

t

H H

εεεε
εεεε

εεεε

εεεε
∞

=

− + + − +
 

− = = +
 
 
 − 

= +∑

(25) 

где 

 0

1 2 0 0 2

0 0 0

0 0 1 0

2 0 0 1

a b

a b
H

− + − 
 − =
 
 − 

, 

 

3 2 0 0 0

0 0 0
( cos )

0 0 0 0

0 0 0 0

k
k

a b

a b
H t

− − + 
 − = −
 
 
 

, 

a и b – некоторые положительные параметры. Уравнения (1) с 
матрицей (25) описывают возмущенное движение в орбиталь-
ной плоскости частиц в ограниченных эллиптических задачах 
многих тел [1]. Ряд (25) сходится в области | | 1εεεε < , а 

( )kH t  – непрерывные периодические с периодом 2T ππππ=  

матрицы-функции. Поэтому матрица Ляпунова ( , )Z t εεεε  может 

быть найдена в виде разложения (20), сходящегося в области 

| | 1εεεε < , коэффициенты которого определяются соотношения-

ми (21), (22). Для упрощения расчетов сначала выполняем ка-

ноническое преобразование, приводящее матрицу 0H  к диа-

гональному виду. Алгоритм построения такого преобразования 
описан, например, в [7]. В результате получаем: 

 

1

2
0

1

2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

H

σσσσ
σσσσ

σσσσ
σσσσ

 
 − =
 
  − 

, 

 

11 12

12 22

33 34

34 44

0 0

0 0
( cos )

0 0

0 0

k
k

h h

h h
H t

h h

h h

 
 
 = −
 
  
 

, 

где 

( )1/2
2 2

1,2

1
1 1 10 9 12 12 4

2
a a a b ab bσσσσ = − ± + + − − + , 

 2 2 2
11 1 2 1 2( ) /( )h a bσ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σ= − − − , 

 2 2 2
22 2 1 1 2( ) /( )h a bσ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σ= − − − , 

 2 2 2
33 1 2 1 2(3 2 ) /( )h a bσ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σ= − + − + − , 

 2 2 2
44 2 1 1 2(3 2 ) /( )h a bσ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σ= − + − + − , 

 2 2
12 1 2 1 22 ( ) /( )h b aσ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σ= − − , 
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 2 2
34 1 2 1 22 (3 2 ) /( )h a bσ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σ= − + − − . 

Теперь матрицы 0tJHe±
 легко могут быть записаны в явном 

виде: 

0

1 1

2 2

1 1

2 2

cos( ) 0 sin( ) 0

0 cos( ) 0 sin( )

sin( ) 0 cos( ) 0

0 sin( ) 0 cos( )

tJH

t t

t t
e

t t

t t

σ σσ σσ σσ σ
σ σσ σσ σσ σ

σ σσ σσ σσ σ
σ σσ σσ σσ σ

±

± 
 
 =
 
  ± 

∓

∓
. 

Выполняя вычисления по формулам (21), (22) с точностью 

до первого порядка по εεεε, находим матрицы 

4 1( , ) ( )Z t E Z tε εε εε εε ε= +  и 0 1( )W JH Wε εε εε εε ε= + . Их компонен-

ты имеют вид: 

 21 11 33
11 2

1

2 ( )
1 sin

4 1 2

h h t
Z

σσσσεεεε
σσσσ

−  = −  −  
, 

 

2 2 2
12 43 12 1 1 2

2 2
34 2 1 2

2
sin ( ( 1)

2

( 1)),

t
Z Z h

S

h

εεεε σ σ σσ σ σσ σ σσ σ σ

σ σ σσ σ σσ σ σσ σ σ

 = − = − − − − 
 

− − +
 

 
2

33 1 11 33
13 2

1

2 ( )
sin

4 1

h h h
Z t

σσσσεεεε
σσσσ

− +=
−

, 

 2 2
14 23 34 1 2 12 1 2

sin
( ( 1) 2 )

t
Z Z h h

S
ε σ σ σ σε σ σ σ σε σ σ σ σε σ σ σ σ= = + − − , 

2 2 2
21 34 34 1 1 2

2 2
12 2 1 2

2
sin ( ( 1)

2

( 1)),

t
Z Z h

S

h

εεεε σ σ σσ σ σσ σ σσ σ σ

σ σ σσ σ σσ σ σσ σ σ

 = − = − − − 
 

− − +
 

 22 22 44
22 2

2

2 ( )
1 sin

4 1 2

h h t
Z

σσσσεεεε
σσσσ

−  = +  −  
, 

 
2

44 2 22 44
24 2

2

2 ( )
sin

4 1

h h h
Z t

σσσσεεεε
σσσσ

− +=
−

, 

 
2

11 1 11 33
31 2

1

2 ( )
sin

4 1

h h h
Z t

σσσσεεεε
σσσσ

− += −
−

, 

 2 2
32 41 12 1 2 34 1 2

sin
( ( 1) 2 )

t
Z Z h h

S
ε σ σ σ σε σ σ σ σε σ σ σ σε σ σ σ σ= = − + − − , 

 21 11 33
33 2

1

2 ( )
1 sin

4 1 2

h h t
Z

σσσσεεεε
σσσσ

−  = +  −  
, 

 
2

22 2 22 44
42 2

2

2 ( )
sin

4 1

h h h
Z t

σσσσεεεε
σσσσ

− += −
−

, 

 22 22 44
44 2

2

2 ( )
1 sin

4 1 2

h h t
Z

σσσσεεεε
σσσσ

−  = −  −  
, 

 211 33
13 1 12

1

2( )

4 1

h h
W σ ε σσ ε σσ ε σσ ε σ

σσσσ
−= +
−

, 

 211 33
31 1 12

1

2( )

4 1

h h
W σ ε σσ ε σσ ε σσ ε σ

σσσσ
−= − +
−

, 

 222 44
24 2 22

2

2( )

4 1

h h
W σ ε σσ ε σσ ε σσ ε σ

σσσσ
−= − +
−

, 

 222 44
42 2 22

2

2( )

4 1

h h
W σ ε σσ ε σσ ε σσ ε σ

σσσσ
−= +
−

, 

 12 1 2 34 12
14 23

2h h S
W W

S

σ σσ σσ σσ σεεεε
−= = , 

 12 12 34 1 2
32 41

2h S h
W W

S

σ σσ σσ σσ σεεεε
−= = , (26) 

11 12 21 22 33 34 43 44 0W W W W W W W W= = = = = = = = , 

где 

 4 2 2 2 2
12 1 2 2 1 2( 1 ) (1 2 )S σ σ σ σ σσ σ σ σ σσ σ σ σ σσ σ σ σ σ= + − + − + , 

1 2 1 2 1 2 1 2( 1)( 1)( 1)( 1)S σ σ σ σ σ σ σ σσ σ σ σ σ σ σ σσ σ σ σ σ σ σ σσ σ σ σ σ σ σ σ= + − + + − − − +  

Заметим, что представление матриц ( , )Z t εεεε  и ( )W εεεε  в 

виде (26) возможно лишь в том случае, если выполняются 
неравенства 

 1 1/ 2σσσσ ≠ ± , 2 1/ 2σσσσ ≠ ± , 1 2σ σσ σσ σσ σ≠ ± , 1 2 1σ σσ σσ σσ σ± ≠ ± .    (27) 

Это условие соответствует требованиям сформулированной 
выше теоремы, так как неравенства (27) являются частными 
случаями неравенства (18). Вычисление собственных значе-

ний матрицы ( )W εεεε  показывает, что в первом порядке по ε 

они не изменяются и остаются равными 1,2 1iλ σλ σλ σλ σ= ± , 

3,4 2iλ σλ σλ σλ σ= ± . В заключение отметим, что вычисления матриц 

Ляпунова для гамильтоновой системы четвертого порядка в 

более высоких порядках по εεεε очень громоздки, и поэтому мы 

их здесь не приводим. 
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