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УДК 513.82 

Курочка О.Н., Юдов А.А. 

ПРОБЛЕМА ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ПОДМНОГООБРАЗИЙ 
ОДНОРОДНОГО ПРОСТРАНСТВА 

 
Рассмотрим проблему эквивалентности подмногообразий 

однородного пространства M  = G/H. 

Пусть заданы два подмногообразия (Do, f) и (Do, g) про-

странства М. 

Определение. Два подмногообразия (Do, f) и (Do, g) од-

нородного G-пространства М называются эквивалентными 

(или G-эквивалентными), если существует элемент a∈∈∈∈ G, 
такой, что 

 g(xo) = Ta( f ( xo)) ∀∀∀∀ xo∈∈∈∈ Do. (1) 

Определение. Подмногообразия (Do, f) и (Do, g) одно-

родного пространства М будем называть эквивалентными по 

образу, если существует a ∈∈∈∈ G, такое, что 

 g(Do) = Ta( f ( Do)). 
Очевидно, что эквивалентные подмногообразия являются 

эквивалентными по образу. 
Подмногообразию (Do, f), для которого возможно по-

строение канонического репера, была сопоставлена цепочка 

подгрупп H ⊃⊃⊃⊃ H1 ⊃⊃⊃⊃…⊃⊃⊃⊃ Hp+1 = e, названная типовой це-

почкой или типом подмногообразия (Do, f) [1]. Нетрудно 
видеть, что каждая подгруппа этой цепочки определена с точ-
ностью до сопряженности в группе G. 

Определение. Подмногообразия, имеющие одинаковые (с 
точностью до сопряженности) типовые цепочки, будем назы-
вать однотипными. 

Теорема 1. Подмногообразия, эквивалентные по образу, 
однотипны. 

Доказательство. Пусть (Do, f) и (Do, g) – подмногообра-

зия пространства G/H, причем существует элемент а ∈∈∈∈ G, 

такой, что g(x) = Ta� f ( x) ∀∀∀∀x∈∈∈∈ Do. 

Пусть H1 – группа стационарности точки f(x). Тогда 
группа стационарности точки g(x) есть aH1a

-1
, т.е. группа 

сопряженная H1. Аналогичные рассуждения имеют место для 
точек продолженных подмногообразий. Таким образом, с 
точностью до сопряженности, типовые цепочки подмногооб-
разий (Do, f) и (Do, g) совпадают. 

Теорема доказана. 
Таким образом, классификация подмногообразий по ти-

пам более широкая, чем по эквивалентности. Сформулируем 
критерий эквивалентности подмногообразий. 

 
Теорема 2. Два подмногообразия (Do, f) и (Do, g) одно-

родного G-пространства M  = G/H тогда и только тогда эк-

вивалентны, когда 

 * i * if ( ) g ( )ω ωω ωω ωω ω
∧ ∧∧ ∧∧ ∧∧ ∧

==== , (2) 

i =1, 2,…, r, где ωωωωi
 – базисные левоинвариантные формы на 

группе Ли G (т.е. базис в *G ), а f
∧∧∧∧

 и g
∧∧∧∧

-канонические лиф-

ты подмногообразий (Do, f) и (Do, g). 
Доказательство. Необходимость. 
Пусть подмногообразия (Do, f) и (Do, g) эквивалентны, 

то есть существует элемент a ∈∈∈∈ G, что выполняется равен-

ство (1) и пусть f
∧∧∧∧

= λλλλf � f  и g
∧∧∧∧

= λλλλg�g их канонические 
лифты. Условие (1) удобно записывать в виде: 

 g(xo) = a � f (xo) ∀∀∀∀ xo∈∈∈∈ Do. (3) 

Пусть fɶɶɶɶ : f(Do) = Imf →→→→ M1: x →→→→T x (Imf),                           

gɶɶɶɶ : g(Do) = Img →→→→ M1: x →→→→T x(Img)- соответствующие 
продолжающие отображения, причем очевидно, что продол-
жение производится в одно и то же пространство 
M1 = G/H1. Действие G в пространстве M1 определим фор-
мулой: 

 G ×××× M1 →→→→ M1: (a, K) →→→→ d Ta(K) ≡≡≡≡ a�K (4) 

Тогда имеем: a� (T x (Imf)) = d Ta (T x (Imf)) = 
= a xT ����  (Ta (Imf)) = a xT ����  (Im(Ta � f)) = a xT ���� (Img). 
Отсюда: 

 gɶɶɶɶ (a� x) = a� fɶɶɶɶ (x). (5) 

Значит, a� f1 (xo) = a� fɶɶɶɶ (f (xo)) = gɶɶɶɶ (a� f (xo)) = 
= gɶɶɶɶ ( g (xo)) = g1 (xo). 

Таким образом, ∀∀∀∀ xo∈∈∈∈ Do  g1(xo) = a � f1(xo). 
Аналогично доказываются равенства g2(xo) =             

=a� f2( xo),…, gр(xo) = a� fр( xo), а следовательно и  

 g
∧∧∧∧

( xo) = a � f
∧∧∧∧

( xo) = Lа ( f
∧∧∧∧

( xo)) ∀∀∀∀ xo∈∈∈∈ Do. (6) 

Таким образом, эквивалентным подмногообразиям соот-
ветствуют эквивалентные канонические лифты. Из (6) для 

любой левоинвариантной 1-формы ωωωωi
 на группе G получим 

g
∧∧∧∧

*(ωωωωi) = (La� f
∧∧∧∧

)*(ωωωωi) = f
∧∧∧∧

*(La
*(ωωωωi)) и, следовательно, 

в силу левоинвариантности формы ωωωωi: g
∧∧∧∧

*(ωωωωi) = f
∧∧∧∧

*(ωωωωi). 
Достаточность. Пусть выполняется равенство (2), тогда в 
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силу теоремы 2.3 [2, стр. 238] отображения f
∧∧∧∧

 и g
∧∧∧∧

 отлича-

ются левым сдвигом, т.е. существует элемент a∈∈∈∈ G, такой, 

что g
∧∧∧∧

(xo) = La ( f
∧∧∧∧

(xo)) ∀∀∀∀ xo∈∈∈∈ Do. 

Применим к обеим частям этого равенства каноническую 

проекцию ππππ и поскольку ππππ есть G-морфизм, получим: 

ππππ� g
∧∧∧∧

(xo) = ππππ�La� f
∧∧∧∧

(xo) = a� ππππ� f
∧∧∧∧

(xo). 

Так как f
∧∧∧∧

= λλλλf � f, g
∧∧∧∧

= λλλλg�g, то 

ππππ� λλλλg�g (xo) = a� ππππ� λλλλf � f(xo). 
Поскольку λλλλf и λλλλg – сечения, то ππππ� λλλλg = Id, ππππ� λλλλf = Id. 

Отсюда: g(xo) = a � f (xo), ∀∀∀∀ xo∈∈∈∈ Do. 
Теорема доказана. 
Следствие 1. Подмногообразия (Do, f) и (Do, g) одно-

родного G-пространства M  тогда и только тогда эквивалент-

ны, когда эквивалентны (в группе G) их канонические лифты. 
Необходимость доказывается равенством (6). 

Достаточность. Пусть существует элемент a∈∈∈∈G, такой 

что g
∧∧∧∧

(xo) = La� f
∧∧∧∧

(xo) ∀∀∀∀ xo∈∈∈∈ Do. 

Применим к обеим частям этого равенства каноническую 

проекцию ππππ: ππππ� g
∧∧∧∧

(xo) = ππππ�La� f
∧∧∧∧

(xo) = Ta� ππππ � f
∧∧∧∧

(xo). 
Отсюда g( xo) = Ta� f( xo). 

Достаточность доказана. 

Теорема 3. Если канонический лифт f
∧∧∧∧

 подмногообразия 

(Do, f) подвергнуть преобразованию 

I (h):G →→→→ G: a →→→→ hah-1
, то получим канонический лифт 

подмногообразия (Do, Th�  f), построенный по системе под-

пространств h�К1, h�К2,…, h�Кр+1. 
Доказательство. 

I (h) = 
h

R −−−−1
�Lh, Lh ( f

∧∧∧∧
) есть канонический лифт под-

многообразия (Do, Th �  f). Это следует из того, что эквива-
лентным подмногообразиям соответствуют эквивалентные 
канонические лифты (следствие 1). С другой стороны, 

h
R −−−−1

(Lh ( f
∧∧∧∧

)) есть канонический лифт подмногообразия 

(Do, Th �  f) по совокупности подпространств h�К1, 
h�К2,…, h�Кр+1 [1]. Теорема доказана. 

Каждому подмногообразию (Do, f), для которого возмож-
но построение канонического репера была отнесена совокуп-

ность функций pλλλλ1 (xo),…, s
pλλλλ (xo), xo∈∈∈∈ Do, которые назы-

ваются дифференциальными инвариантами подмногообразия 
(Do, f) [3]. Справедлива теорема о том, что два подмногооб-
разия однородного пространства одинаковой размерности 
эквивалентны в том и только в том случае, если в соответ-
ствующих точках их дифференциальные инварианты одина-
ковы. Будем считать, что соответствие между точками под-
многообразий задается с помощью прообразов. Что же озна-
чает “ одинаковые дифференциальные инварианты”? Система 

ωωωωt+1 =0,…, ωωωωr = 0, 
sωωωω ++++1 1

 - 
s
ρρρρλλλλ ++++1 1 ωωωωρρρρ = 0, …, sωωωω - s

ρρρρλλλλ ωωωωρρρρ = 0, 

задающая дифференциальные инварианты подмногообразия 
(Do, f), дает выражение левоинвариантных форм группы че-

рез некоторые базисные: ωωωωs+1 ,…, ωωωωt
. Базисные формы выби-

раются произвольно с тем условием, что они будучи ограни-

чены на T(Im f
∧∧∧∧

) образуют там базис. Вид функций, являю-

щихся дифференциальными инвариантами, зависит от выбора 
базиса. Выберем базис V = {V1,…,Vn} векторных полей на 

Do. Условимся в качестве базисных форм подмногообразия 

(Do, f) в точке xo∈∈∈∈ Do брать формы *
id f (V )

∧∧∧∧
, где знак 

звездочка означает форму, дуальную соответствующему век-
тору, а знак черты означает ее левоинвариантное распростра-
нение на группу Ли G. При этом понятие “дифференциаль-
ные инварианты” приобретает конкретность для подмногооб-
разия (Do, f). Имеет место следующая теорема. 

Теорема 4. Для того, чтобы подмногообразия (Do, f) и 
(Do, g) были эквивалентны, необходимо и достаточно, чтобы 

существовал базис векторных полей V={V1,…,Vn} на Do, 

такой, что *
id f (V )

∧∧∧∧
= *

id g(V )
∧∧∧∧

 и для любых соответству-

ющих точек этих подмногообразий дифференциальные инва-

рианты, найденные соответственно в базисах *
id f (V )

∧∧∧∧
 и 

*
id g(V )

∧∧∧∧
, совпадают. 

Доказательство. Необходимость. 
Пусть подмногообразия (Do, f) и (Do, g) эквивалентны, 

т.е. существует такой элемент а∈∈∈∈ G, такой, что 

 g(xo) = a � f (xo). (7) 
Заметим, что эквивалентные подмногообразия продолжа-

ются в одну и ту же орбиту M1 = G/H1 множества ΓΓΓΓ1. Пусть 

fɶɶɶɶ :Imf→→→→M1:x →→→→T x(Imf ), gɶɶɶɶ :Img→→→→M1:x →→→→T x(Img) 
– продолжающие отображения. Тогда имеет место равенство 

(5): gɶɶɶɶ (a� x)=a� fɶɶɶɶ (x). Значит, a� f1(xo)=a� fɶɶɶɶ (f (xo)) = 
= gɶɶɶɶ (a� f (xo)) = gɶɶɶɶ (g (xo)) = g1 (xo). 

Аналогично доказываются равенства: 
 gi(xo) = a � f i( xo), i = 1, 2,…, p, (8) 

где f i, gi – последующие отображения f и g. Отсюда: 

 g
∧∧∧∧

(xo) = a � f
∧∧∧∧

(xo). (9) 

Следовательно, 

 g
∧∧∧∧

*(xo) = (a � f
∧∧∧∧

)*(xo). (10) 

Равенство (9) выполняется и для любых линейных комби-

наций форм ωωωωi
. 

Пусть xo∈∈∈∈ Do. Рассмотрим последовательность подпро-
странств 

 Nf = f ( x )T
0

(Imf ),N1f= f ( x )T
1 0

(Imf 1),…,Np+1,f  = 

=
pf ( x )T

++++1 0
 (Imf p+1),  (11) 

Ng = 
g( x )T

0
 (Img), N1g  = 

g ( x )T
1 0

 ( Img1),…, Np+1,g = 

=
pg ( x )T

++++1 0
 ( Imgp+1).  (12) 

В силу (8) пространства (11) с помощью сдвига элементом 
преобразуются в соответствующие пространства (12). 

Рассмотрим пространства Nf
* = dππππ-1 (

f ( x )T
0

 (Imf )) и 

Ng
* = dππππ-1 (

g( x )T
0

 (Img)). В силу равенств 

ππππ�La = Ta� ππππ, dππππ�  d La = dTa�  dππππ  имеем 

dππππ�  d La(Nf
*) = dTa(dππππ( Nf

*)) = dTa(Nf) = Ng = 
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=dππππ( dππππ-1(Ng)) = dππππ( Ng
*). 

Отсюда: 
 d La(Nf

*) = Ng
*
, (13) 

поскольку при d La полный прообраз преобразуется в пол-
ный прообраз. 

Пусть 

 ωωωωt+1 = 0,…,ωωωωr = 0 (14) 

- система 1-форм в точке g
∧∧∧∧

*(xo), определяющая подпро-
странство Ng

*
, тогда система 

 d La ωωωωt+1 = 0,…, d La ωωωωr = 0 (15) 

1-форм в точке f
∧∧∧∧

(xo) будет определять подпространство 
Nf

*
. Рассуждая аналогично для подпространства Nif

*
и Nig

*, i 
= 1,2,…, p+1, получим, что Nif

*
и Nig

*  определяются систе-

мами 1-форм, отличающимися левым сдвигом La. Это озна-
чает, что дифференциальные инварианты подмногообразий 
(Do, f) и (Do, g) в соответствующих точках совпадают. Ба-

зисными формами подмногообразия (Do, f), ωωωωs+1
,…, ωωωωt

 мож-

но выбрать формы *
i xd f (V )

∧∧∧∧

0
, где V = {V1,…,Vn}- неко-

торый базис векторных полей на Do. Тогда базисными фор-

мами подмногообразия (Do, g) будут формы 

*
i xd( a f )(V )

∧∧∧∧

0
���� = *

i xd g(V )
∧∧∧∧

0
= *

i xd f (V )
∧∧∧∧

0
. 

Достаточность. Пусть существует базис V = {V1,…,Vn}  

векторных полей на Do, такой, что ∀∀∀∀ xo∈∈∈∈ Do  в базисе ωωωωi = 

*
i xd f (V )

∧∧∧∧

0
= *

i xd g(V )
∧∧∧∧

0
 подмногообразия (Do, f) и (Do, g) 

имеют одинаковые дифференциальные инварианты. Это зна-

чит, что любая форма ωωωωi
, не являющаяся базисной, выражает-

ся через ωωωωi
 на пространствах 

f ( x )
T ( )∧∧∧∧

∧∧∧∧

0

Im f  и 
g( x )

T ( )∧∧∧∧

∧∧∧∧

0

Im g  

с одними и теми же коэффициентами. Поскольку ωωωωi = 

*
i xd f (V )

∧∧∧∧

0
= *

i xd g(V )
∧∧∧∧

0
, то ωωωωi ( *

k xd f (V )
∧∧∧∧

0
) = ωωωωi  

( *
k xd g(V )

∧∧∧∧

0
) = i

kδδδδ , i, k = 1, 2,…, n и значит: 

f
∧∧∧∧

*(ωωωωi) = g
∧∧∧∧

*(ωωωωi), i = 1, 2,…, n. 

Остальные левоинвариантные формы ωωωωi
 группы Ли G в 

точках f
∧∧∧∧

(xo) и g
∧∧∧∧

(xo) выражаются через базисные с одина-

ковыми коэффициентами: ωωωωi = i
i

i

α ωα ωα ωα ω∑∑∑∑ . Значит: 

f
∧∧∧∧

*(ωωωωi) = f
∧∧∧∧

*( i
i

i

α ωα ωα ωα ω∑∑∑∑ ) = i
i

 f *αααα
∧∧∧∧

∑∑∑∑ (ωωωωi) = 

= i
i

 f *αααα
∧∧∧∧

∑∑∑∑ (ωωωωi) = g
∧∧∧∧

*( i
i

i

α ωα ωα ωα ω∑∑∑∑ ) =  g
∧∧∧∧

*( ωωωωi). 

Таким образом, выполняется условие теоремы 2.3 [2, стр. 

238]. Тогда существует элемент  a∈∈∈∈ G такой, что для любого 

 xo∈∈∈∈ Do: g(xo) = La( f(x0)), то есть по следствию 1 под-

многообразия (Do, f) и (Do, g) эквивалентны. Теорема дока-
зана. 
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Макарук С.Ф. 

КОНСТРУКТИВНЫЙ АНАЛИЗ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО ДИЗАЙНА 
КОМПОЗИЦИОННОГО МАТЕРИАЛА В СЛУЧАЕ ДВУХ КРУГОВЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ 

 
1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

При конструировании композиционных материалов воз-
никает задача размещения круговых включений таким обра-
зом, чтобы проводимость эквивалентного ему однородного 
материала (так называемая эффективная проводимость) при-
нимала экстремально возможные значения. Задачи такого 
типа относятся к задачам оптимального дизайна композици-
онных материалов (см., например, [1-4]). Стационарная плос-
кая задача такого типа может быть сформулирована как сме-
шанная краевая задача для (аналитического) комплексного 
потенциала в области, часть границы которой неизвестна.  

Постановка задачи оптимального дизайна композицион-

ных материалов такова. Дана область D , ограниченная про-

стой замкнутой кривой Ляпунова ΓΓΓΓ . Эта область разбивается 

на две части D : int L++++ ====  и D : ext L int−−−− = Γ= Γ= Γ= Γ∩∩∩∩  не-

которой неизвестной кривой L , состоящей из конечного 

( ≥≥≥≥ 1) числа связных непересекающихся компонент (простых 

гладких замкнутых кривых Ляпунова). Области D++++  и D−−−−  
заполнены различными материалами, имеющими проводи-
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