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Реферат 
В работе рассматриваются различные подходы к выбору шага обучения нейронной сети прямого распространения, произ-

водится их сравнительный анализ с точки зрения сходимости алгоритма обучения с использованием метода наискорейшего 
спуска. Получены формулы для вычисления шага обучения и ограничения для их использования. Предложенная методика мо-
жет быть использована в алгоритме обратного распространения ошибки обучения нейронной сети. 

 
Ключевые слова: нейронная сеть прямого распространения, алгоритм обратного распространения ошибки, метод наиско-

рейшего спуска. 
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Abstract 
The paper presents various approaches to the choice of the learning step for a feed forward neural network and compares then in terms of 

the learning algorithm convergence using the steepest descent approach. The equations for calculating the learning step and the restrictions for 
their use are obtained. The proposed technique can be used in the back propagation algorithm for training a multilayer perceptron. 
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Ведение 
В работе рассматривается многослойная нейронная сеть 

прямого распространения. Предлагается после вычисления 
весовых коэффициентов и порогов последнего слоя вычис-
лять ожидаемые выходы нейронов предыдущего слоя, а за-
тем производить изменение весовых коэффициентов и поро-
гов предыдущего слоя. 

Задача обучения нейронной сети прямого распростране-

ния состоит в нахождении весовых коэффициентов ijw  и 

порогов jT  нейронной сети, которые минимизируют функцию 

ошибки сети 
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=

= −∑ , ix  – выходное зна-

чение i -го нейрона предыдущего слоя, jt  – ожидаемый вы-

ход j -го выходного нейрона ( 1,i m= , 1,j n= ). 

 

 
В работе рассматриваются различные подходы к выбору 

шага обучения нейронной сети с использованием метода 
наискорейшего спуска. 
 

Выбор шага обучения весовых коэффициентов и 
ожидаемых выходов нейронов 

Введем обозначения: 
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вектор-столбец весовых коэффициентов ijw  и порогов jT  

нейронной сети, а ( )1 2, , , ,
T

j j j mj jW w w w T= …  − вектор-

столбец весовых коэффициентов ijw  и порога jT , связанных 

с j -ым выходным нейроном сети, ( ) ( )
2

1

1
2

n

j j
j

E W y t
=

= −∑  

− функция ошибки сети, ( ) ( )
21
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j j jE W y t= −  − функция 

ошибки j -го выходного нейрона сети.  
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Очевидно, что функция ошибки сети 

( ) ( )
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1
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n

j j
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=

= −∑  и функции ошибок выходных 

нейронов сети связаны соотношением ( ) ( )
1

n

j

j

E W E W
=

=∑ . 

Предполагается, что функция активации нейронной сети 

F  является дважды дифференцируемой функцией. 
Обучение нейронной сети с использованием метода 

наискорейшего спуска состоит в изменении весовых коэффи-

циентов ijw  и порогов jT  нейронной сети на каждом шаге 

обучения ( )1t +  ( 1, 2,t = … ) в соответствии с формулами: 
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если шаг обучения ( )j tα  выбирается только для весовых 

коэффициентов ijw  и порога jT , связанных только с j -ым 

выходным нейроном сети, для минимизации функции ошибки 

сети j -го выходного нейрона ( )jE W ; 
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если шаг обучения ( )tα  выбирается для всех весовых ко-

эффициентов ijw  и порогов jT  для минимизации функции 

ошибки сети ( )E W  (например, в [1−3]). 

Частные производные первого порядка функции ошибки 

сети j -го выходного нейрона ( )jE W  по соответствующим 

переменным ijw  и jT  определяются соотношениями: 
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Очевидно, что частные производные первого порядка 

функции ошибки сети ( )E W  по соответствующим перемен-

ным ijw  и jT  удовлетворяют соотношениям:  
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( 1,i m= , 1,j n= ). 

Тогда соотношения (1) и (2) можно записать в виде 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1ij ij j j j j iw t w t t y t t F S t x′+ = −α − , (5) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1j j j j j jT t T t t y t t F S t′+ = +α − , (6) 

а соотношения (3) и (4) в виде: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1ij ij j j j iw t w t t y t t F S t x′+ = −α − , (7) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1j j j j jT t T t t y t t F S t′+ = +α − . (8) 

Введем обозначения: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2

, , , ,

T
j j j j

j
j j mj j

E W E W E W E W
E W

w w w T

 ∂ ∂ ∂ ∂   ∇ =  ∂ ∂ ∂ ∂  

…

 − градиент функции ошибки сети j -го выходного нейрона 

( )jE W . 

Заметим, что 

( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , 1
T

j j j j mE W y t F S x x x′∇ = − ⋅ −… . 

Тогда соотношения (1), (2) и (3), (4) можно, соответствен-
но, записать в виде: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1j j jjW t W t t E W t+ = −α ∇ , (9) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1j j jW t W t t E W t+ = −α ∇ . (10) 

Рассмотрим случай, когда шаг обучения ( )j tα  выбирается 

только для весовых коэффициентов ijw  и порога jT , связан-

ных только с j -ым выходным нейроном сети для минимиза-

ции функции ошибки сети j -го выходного нейрона ( )jE W . 

Введем обозначения ( ) ( ) ( )1ij ij ijw t w t w t∆ = + − , 

( ) ( ) ( )1j j jT t T t T t∆ = + −  ( 1,i m= , 1,j n= ). 

Заметим, что разложение функции ( )( )1jE W t +  в ряд 

Тейлора в точке ( )jW t , с точностью до частных производных 

второго порядка, вычисляемых, как и частные производные 
первого порядка, на шаге t , может быть представлено в виде: 
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где ( )( ) ( )2
j jE W t W t∇ ⋅∆  − произведение матрицы Гессе 

( )( )2
jE W t∇  функции ( )( )jE W t  и вектора ( )jW t∆ , 
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Тогда, учитывая (9), получим 
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Рассмотрим функцию ( )( ) ( )( )1j jE W t E t+ = α  как 

функцию аргумента ( )j tα .  

Заметим, что производная этой функции равна 
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Предположим, что вторая производная функции 
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ся, если для шага обучения ( )j tα  выполняется соотношение 

( )
( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )( )

2

2 ,

j

j
j j j

E W t
t

E W t E W t E W t

∇
α =

∇ ⋅∇ ∇
, (11) 
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Частные производные второго порядка функции ошибки 
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Матрицу Гессе ( )2
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Тогда соотношение (11) можно записать в виде: 
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Таким образом, если шаг обучения ( )j tα  выбирается 

только для весовых коэффициентов ijw  и порога jT , свя-

занных только с j -ым выходным нейроном сети, для мини-

мизации функции ошибки сети j -го выходного нейрона 

( )jE W , то изменение весовых коэффициентов ijw  и поро-

гов jT  нейронной сети на каждом шаге обучения производит-

ся в соответствии с формулами: 
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Теперь рассмотрим случай, когда шаг обучения ( )tα  вы-

бирается для всех весовых коэффициентов ijw  и порогов jT  

для минимизации функции ошибки сети ( )E W . 

Разложение функции ( )( )1E W t +  в ряд Тейлора в точке 

( )W t , с точностью до частных производных второго поряд-

ка, аналогично как и для функций ( )( )1jE W t +  может быть 
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Так как 
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( 1,i m= , 1,k m= , 1,j n= ),  

а другие частные производные второго порядка функции 

( )E W  равны нулю, то матрица ( )2E W∇  может быть запи-

сана в виде блочно-диагональной (квазидиагональной) мат-
рицы, на главной диагонали которой расположены матрицы 
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jE W∇  ( 1,j n= ). 

Тогда, учитывая, что 

( )( ) ( )( )
1

n

j

j

E W t E W t
=

=∑  и  

 
 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1

, ,
n

j j

j

E W t W t E W t W t
=

∇ ∆ = ∇ ∆∑ , полу-

чим соотношение: 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )

1 1

2

1

1 ,

1
, .

2

n n

j j j

j j

n

j j j

j

E W t E W t E W t W t

E W t W t W t

= =

=

+ = + ∇ ∆ +

+ ∇ ⋅∆ ∆

∑ ∑

∑
 

Учитывая (10), получим 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

( )
( )( ) ( )( ) ( )( )( )

1 1

2
2

1

1 ,

, .
2

n n

j j j
j j

n

j j j

j

E W t E W t t E W t E W t

t
E W t E W t E W t

= =

=

+ = −α ∇ ∇ +

α
+ ∇ ⋅∇ ∇

∑ ∑

∑

 

Рассмотрим функцию ( )( ) ( )( )1E W t E t+ = α  как 

функцию аргумента ( )tα .  

Заметим, что производная этой функции равна 

( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

1

2

1

,

, .

n

j jj
j

n

j j j
j

E t E W t E W t

t E W t E W t E W t

=

=

′ α =− ∇ ∇ +

+α ∇ ⋅∇ ∇

∑

∑
 

Предположим, что вторая производная функции ( )( )E tα  

удовлетворяет неравенству [4] 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )2

1

, 0.
n

j j j

j

E t E W t E W t E W t
=

′′ α = ∇ ⋅∇ ∇ >∑

 

Тогда наименьшее значение функции ( )( )E tα  достигается, 

если для шага обучения ( )tα  выполняется соотношение: 

( )

( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )( )

2

1

2

1

,

n

j

j
n

j j j
j

E W t

t

E W t E W t E W t

=

=

∇

α =

∇ ⋅∇ ∇

∑

∑
. (15) 

Так как то соотношение (15) можно записать в виде: 

( ) ( ) ( )( )
2 22 2

1

1
m

j j j j i
i

E W y t F S x
=

  ′ ∇ = − ⋅ +   
∑  и 

( ) ( ) ( )( )2 ,j j jE W E W E W∇ ⋅∇ ∇ =  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
2

2 22 2

1

1 .
m

j j j j j j j i
i

y t F S F S y t F S x
=

    ′ ′ ′′ = − + − ⋅ +      
∑

 
При выборе шага обучения использование соотношений (12) 

будет обеспечивать лучшую скорость сходимости обучения 
нейронной сети с использованием метода наискорейшего спуска 

по сравнению с использованием соотношения (16) [6−8]. 

В работе предлагается после вычисления весовых коэф-

фициентов ijw  и порогов jT  последнего слоя вычислять 

ожидаемые выходы нейронов предыдущего слоя i it x= , 

которые минимизируют ошибку сети как функцию, зависящую 

от значений ix : 

( ) ( ) ( )
2

1 2
1

1
, , ,

2

n

m j j
j

E X E x x x y t
=

= = −∑…  [9]. 

Введем обозначение: ( )1 2, , ,
T

mX x x x= …  − вектор-

столбец выходных значений нейронов предыдущего слоя. 
Вычисление ожидаемых выходов нейронов предыдущего 

слоя i it x=  будем производить с использованием метода 

наискорейшего спуска на каждом шаге ( )1t +  ( 1, 2,t = … ) в 

соответствии с формулой: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1X t X t t E X t+ = −β ∇ , (17) 

где ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

1 2

, , ,

T

m

E X t E X t E X t
E X t

x x x

 ∂ ∂ ∂   ∇ =  ∂ ∂ ∂  

…  

− градиент функции ошибки сети ( )( )E X t , где 

( )( ) ( )

( )
( )( )

2

1

1

1
2

n

j j
j

i i

n j j
j j

ij

y t
E X t

x x

F S t
y t

x

=

=

  ∂ −  ∂  
= =

∂ ∂

∂ −
= − =

∂

∑

∑

 

( )

( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )

22

1

2 222

1 1

. (16)

1

n

j j j
j

m n

i j j j j j j j
i j

y t t F S t

t

x y t t F S t F S t y t t F S t

=

= =

′−

α =
     ′ ′ ′′ + ⋅ − + −      

∑
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( ) ( ) ( ) ( )
1 1

n n
j

j j j j j j ij
ij j

S
y t F S y t F S w

x= =

∂
′ ′= − = −

∂
∑ ∑  

( 1,i m= ). 

Разложение функции ( )( )1E X t +  в ряд Тейлора в точке 

( )X t , с точностью до частных производных второго порядка, 

может быть представлено в виде: 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )2

1 ,

1
, ,

2

E X t E X t E X t X t

E X t X t X t

+ = + ∇ ∆ +

+ ∇ ⋅∆ ∆
, 

где ( )( ) ( )2E X t X t∇ ⋅∆  − произведение матрицы Гессе 

( )( )2E X t∇  функции ( )( )E X t  и вектора 

( ) ( ) ( )1X t X t X t∆ = + − , а ( )( ) ( )( ),E X t X t∇ ∆  и 

( )( ) ( ) ( )( )2 ,E X t X t X t∇ ⋅∆ ∆  − скалярные произведения 

соответствующих векторов. 

Заметим, что элементы матрицы ( )( )2E X t∇  определя-

ются соотношениями: 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )

2 2

2

1

к i i k

n

j j j j ij kj
j

E X t E X t

x x x x

F S y t F S w w
=

∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂

  ′ ′′= + −   ∑

 

( 1,i m= , 1,k m= , 1,j n= ). 

Учитывая (17), получим 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( ) ( )( )
2

2

1 ,

, .
2

E X t E X t t E X t X t

t
E X t X t X t

+ = −β ∇ ∇ +

β
+ ∇ ⋅∇ ∇

 

Рассмотрим функцию ( )( ) ( )( )1E X t E t+ = β  как функ-

цию аргумента ( )tβ .  

Заметим, что производная этой функции равна 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )2

,

, .

E t E X t X t

t E X t X t X t

′ β =− ∇ ∇ +

+β ∇ ⋅∇ ∇
 

Предположим, что вторая производная функции ( )( )E tβ  

удовлетворяет неравенству 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 , 0E t E X t X t X t′′ β = ∇ ⋅∇ ∇ >  [4]. 

Тогда наименьшее значение функции ( )( )E tβ  достигает-

ся, если для шага обучения ( )tβ  выполняется соотношение: 

 ( )
( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )( )2

,

,

E X t E X t
t

E X t E X t E X t

∇ ∇
β =

∇ ⋅∇ ∇
.

 (18) 
Полученные по формулам (17) и (18) с заданной точно-

стью значения i ix t=  – ожидаемые выходы нейронов 

предыдущего слоя. Далее в соответствии с (9) или (10) пред-

лагается производить изменение весовых коэффициентов и 
порогов предыдущего слоя. 

 
Заключение 

В статье приведены формулы вычисления шага обучения 

для изменения весовых коэффициентов и порогов сети и 

ограничения для их использования.  

Предлагается после вычисления весовых коэффициентов 

и порогов последнего слоя вычислять ожидаемые выходы 

нейронов предыдущего слоя. Приведены формулы вычисле-

ния шага и изменения ожидаемых выходов нейронов этого 

предыдущего слоя.  

Предложенная методика может быть использована в ал-

горитме обратного распространения ошибки обучения 

нейронной сети. 
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