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На рисунках 10–11 показан пример расчета в программе 
«CrossBeam» более сложной системы перекрестных балок, для ко-

торой также представлены эпюра изгибающих моментов Мy и де-

формированный вид системы (рис. 11). 
 

Заключение. В статье рассматриваются расчет методом конечных 
элементов систем перекрестных балок, методика учета упругой подат-
ливости присоединения балочных элементов к узлам, алгоритм и ком-
пьютерная программа статического расчета СПБ c учетом упругой по-
датливости присоединения элементов к узлам «CrossBeam». 

Представлены разрешающие уравнения и основные расчетные 
зависимости метода конечных элементов, алгоритм расчета, полу-
чены выражения матриц жесткости и векторов нагрузок, позволяю-
щие учесть упругую податливость присоединения пространственных 
стержневых элементов балочного типа к узлам. 

Получены зависимости для определения перемещений сечений 
пространственного стержневого конечного элемента, упруго-податливого 
присоединяемого к узлам расчетной дискретной модели системы, в 

зависимости от перемещений узловых точек расчетной дискретной мо-
дели и действующих на стержни распределенных нагрузок. 

Компьютерная программа «CrossBeam» составлена с использо-
ванием языка программирования C# в среде Microsoft Visual Studio 
2013. Выполнено тестирование программы. 

Программа может использоваться в расчетно-проектной практи-
ке, в учебном процессе. 
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Введение. Композиционные материалы (композиты), широко ис-
пользуемые в различных областях промышленности, представляют 
собой частный случай гетерогенной дисперсной системы, так как яв-
ляются объектами, состоящими из частиц двух или более различных 
типов, заполняющих общую среду. При этом одна из фаз образует 
непрерывную дисперсионную среду, в объеме которой распределена 
дисперсная фаза (или несколько фаз) в виде, например, мелких кри-
сталлов, твердых частиц, пузырьков. Полидисперсные системы, в 
отличие от монодисперсных, характеризуются неоднородностью гра-
нулометрического состава дисперсных фаз, размеры частиц которых 
некоторым образом распределены в известном диапазоне. 

Распространенные способы исследования дисперсных матери-
алов базируются в основном на эмпирических измерениях и не 
представляют возможности проанализировать влияние параметров 
их состава и структуры на общие свойства материала (например, в 
целях оптимизации состава). Закономерности взаимосвязи состав – 
структура – свойства являются центральной проблемой материало-
ведения, где они пока не могут считаться в достаточной степени 
известными. Так, результаты многих исследований подтверждают 
исключительную важность гранулометрического состава дисперсных 
фаз – распределения их частиц по размерам – как фактора, влияю-
щего на структуру и свойства цементных материалов. Тем не менее, 
даже установленные закономерности такого влияния, как правило, 
не имеют необходимо строгой формализации, поэтому для их опи-
сания вынужденно привлекаются феноменологические представле-
ния [1]. Компьютерное моделирование, напротив, оказывается пред-
почтительным по сравнению, например, с подбором оптимального 
состава путем экспериментального смешивания компонентов, и 
существенно снижает затраты времени и средств на создание опыт-
ных образцов, поскольку варианты с «сомнительными» свойствами 

возможно исключить еще на стадии моделирования. Одним из клю-
чевых элементов построения структурно-фазовой модели полидис-
персной системы является выбор функции распределения размеров 
дисперсных частиц – т.н. гранулометрического (фракционного) со-
става каждой дисперсной фазы [2]. 

Распределение размеров составляющих материал частиц в дис-
персном материале зависит от большого числа факторов, связан-
ных, в свою очередь, с использованным методом осколкообразова-
ния (так, например, на простых дробилках получают порошки более 
узкого фракционного состава, чем на шаровых мельницах и других 
установках, где ударное дробление сочетается со сдвиговыми де-
формациями). Традиционным является представление грануломет-
рического состава измельчаемых материалов в рамках логарифми-
ческого или логнормального закона распределения размера частиц 
[3]. Однако этот подход далеко не единственный, а во многих случа-
ях еще и не слишком точный; поэтому в конкретных задачах могут 
применяться альтернативные подходы. Данная работа посвящена 
поиску оптимальной функции распределения размеров дисперсных 
частиц применительно к структурно-фазовому моделированию бе-
тонного композитного материала. 

 

Анализ моделей описания размерного состава полидис-
персных фаз. Известные исследования процессов осколкообразо-
вания при разрушении твердых тел строятся, как правило, на пред-
положении о случайности величины осколка. Исходя из этого, полу-
чают функции распределения осколков по размерам при некоторых 
предположениях физического, механического или геометрического 
характера для случаев однократного или многократного разрушения. 

Еще в 1940 г. была опубликована работа Н.К. Разумовского, где 
были указаны случаи, в которых гранулометрический состав частиц 
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примерно совпадает с нормальным распределением [4]. Взяв за 
основу данные исследования, А.Н. Колмогоров предложил матема-
тическую модель процесса дробления частиц, которая аналитически 
объясняла появление логнормального распределения грануломет-
рического состава при осколкообразовании [5]. У данной модели 
существует ряд недостатков, одним из которых является условие 
постоянного уменьшения размеров частиц, чего невозможно достичь 
опытным путем, поскольку с уменьшением частиц интенсивность и 
вероятность их соударения становится все ниже. Кроме того, нор-
мальное и логнормальное распределения можно получить, исполь-
зуя лишь неограниченный по продолжительности процесс дробле-
ния. На практике же время дробления регламентировано технологи-
ческим процессом. Поэтому для имитационного моделирования 
гранулометрического состава большинства дисперсных систем дан-
ные модели применимы лишь с определенными ограничениями. 

Р.А. Багнольд привел эмпирические доказательства того, что лог-
нормальная модель для распределения частиц в некоторых случаях 
неадекватна, отметив, что график функции плотности распределения 
для логарифма размера частицы в естественных запасах песка боль-
ше похож на гиперболу, чем на параболу [6]. Согласно его наблюдени-
ям, такое распределение не логнормально, а скорее имеет экспонен-
циально уменьшающиеся «хвосты». Последнее обстоятельство побу-
дило некоторых исследователей обратить внимание на модели типа 
лог-несимметричного распределения Лапласа, так называемого двой-
ного (двустороннего) Парето-логнормального распределения, а также 
лог-гауссовского или обратного гауссовского распределения [7]. 

Ранее попытку построения модели осколкообразования на базе 
распределения вероятностей по закону Пуассона предпринимал Дж. 
Гилвари [8]. Отметим, что данная схема учитывала только однократ-
ное разрушение, а также предполагала наличие некоторых допуще-
ний; почти все ее основные предположения так и не получили доста-
точного экспериментального подтверждения [9]. 

Расчет гранулометрического состава дисперсных систем на ос-
нове гамма-распределения присутствует в работах А.В. Бирюкова и 
М.Ю. Насонова [10]. В своих предположениях они опирались на та-
кие свойства эмпирического распределения, как неотрицательность 
случайной величины и положительная асимметрия плотности – од-
нако на практике гамма-распределение применимо только в кон-
кретных условиях, а именно при неинтенсивном дроблении. 

Также для описания гранулометрического состава дисперсного 
материала применимо распределение Вейбулла. Впервые экспери-
ментальная проверка применимости данного вида распределения 
была выполнена Л.И. Бароном и Г.М. Сиротюком [11]. В ходе иссле-
дований выяснено, что распределение Вейбулла соответствует гра-
нулометрическому составу материала, если с уменьшением мини-
мального размера осколков резко уменьшается либо резко увеличи-
вается доля малых частиц (данное условие применимо практически 
к любому виду дисперсных материалов). Ранее нами также было 
показано, что и дисперсность поликристаллических структур, обра-
зующихся за счет явления т.н. «массовой кристаллизации», хорошо 
описывается распределением Вейбулла [12]. 

Выполненный анализ позволил сделать следующие заключения: 

• гранулометрический состав полидисперсных фаз моделируется 
самыми различными вероятностными распределениями: нор-
мальным, логнормальным, Пуассона, обратным гауссовским, 
несимметричным Лапласа, несимметричным Парето-
логнормальным, Релея, Вейбулла и др.; 

• разнообразие законов распределения объясняется различием 
исследуемых материалов, а также условий, в которых проводят-
ся эксперименты; 

• выбор модели описания размерного состава полидисперсной 
фазы зачастую диктуется не физической сущностью явлений ее 
образования, а удобством математического описания. 
 

Исследование дисперсности заполнителей бетонного компо-
зита. Выполним анализ соответствия дисперсности фаз различным 
вероятностным законам распределения применительно к такой разно-
видности полидисперсной системы, как бетон. Существенной особен-
ностью структуры бетона как композиционного материала является ее 
иерархичность, что позволяет применять единую концепцию модели-
рования структуры на различных масштабных уровнях. 

Для сравнительной оценки адекватности моделей ограничимся 
тремя различными вероятностными законами распределения: нор-
мальным, логнормальным и Вейбулла. Выбор первых двух распреде-
лений основан на их популярности, в т.ч. ввиду удобства математиче-
ского применения. Выбор распределения Вейбулла обоснован тем, 
что оно весьма универсально, поскольку содержит в себе, как частные 
случаи, распределения Релея и экспоненциальное, а также весьма 
близко к логнормальному распределению. Следует также отметить, 
что опытные проверки распределения Вейбулла проводились при 
взрывном осколкообразовании различных горных пород [11], а многие 
современные искусственные материалы создаются путем создания 
осколков в специализированных дробильных машинах. 

Используем известные результаты [13], полученные экспери-
ментально для бетонного композита двух типов (состав №1 и состав 
№ 2) и представленные ниже в виде кривых просеивания крупного 
заполнителя (щебня) и мелкого заполнителя (песка) для двух иерар-
хических уровней структуры: 

• для макроуровня – частиц щебня с диаметром фракций 
4…64 мм, размещенных в цементно-песчаном растворе (кривые 
приведены на рисунке 1); 

• для мезоуровня – частиц песка с диаметром фракций 
0,2…3,0 мм, размещенных в матрице цементного камня (кривые 
приведены на рисунке 2). 
Проверка гипотез о согласии приведенных выше эмпирических 

распределений размера (радиуса R ) частиц заполнителя рассмат-
риваемым теоретическим законам выполнялась с использованием 
непараметрического критерия Колмогорова [14]. Находилась макси-

мальная разность ( ) ( )0supn nD F R F R∗= −  между накоп-

ленными частостями эмпирического ( )nF R∗
 и теоретического

 
Рис. 1. Гранулометрический состав крупного заполнителя (щебень) бетонных композитов составов №1 и №2 на макроструктурном уровне 

моделирования [13] 
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Рис. 2. Гранулометрический состав мелкого заполнителя (песок) бетонных композитов составов №1 и №2 на мезоструктурном уровне моде-

лирования [13] 
 

Таблица 1. Статистики критерия Колмогорова для проверки гипотез о согласии гранулометрического состава крупного и мелкого заполните-
лей бетонного композита двух типов состава некоторым теоретическим вероятностным законам распределения 

Теоретическое 
вероятностное 
распределение 

Значение статистики λ  

Крупный заполнитель композита 
(макроструктурный уровень) 

Мелкий заполнитель композита 
(мезоструктурный уровень) 

состав №1  состав №2  состав №1  состав №2  

Нормальное 1,17 2,39 1,42 1,66 

Логнормальное 1,12 1,73 1,25 1,51 

Вейбулла 1,08 1,35 1,19 1,32 
 

( )0F R  рядов распределений (параметры теоретического распре-

деления варьировались по критерию минимизации nD ). Затем, с 

учетом поправки Большева для коротких (в данном случае 5n = ) 

рядов, вычислялись значения статистики 

( )1 6nn D nλ = + , сведенные в таблицу 1. 

Для уровня значимости 0,05α =  критическое значение рас-

пределения Колмогорова: 0,05 1,358αλ = λ = . Как следует из 

приведенной таблицы, при этом для обоих структурных уровней моде-
ли и обоих составов композита не отвергается лишь гипотеза о соот-
ветствии эмпирических данных распределению Вейбулла (случаи 

0,05λ < λ  отмечены в соответствующих графах таблицы полужир-

ным шрифтом), а вычисляемая статистика для этого распределения 
принимает наименьшие, для сравниваемых распределений, значения. 

Отметим, что ранее нами была показана пригодность этого же 
распределения для описания размерного состава порошка портланд-
цемента, т.е. дисперсной фазы цементного композита на микрострук-
турном уровне модели [1, 2]. Дополнительно, распределение Вейбул-
ла хорошо согласуется со структурно-геометрическими представлени-
ями о фрактальных признаках полидисперсных фаз композитных ма-
териалов, а также является устойчивым в найденном нами интеграль-
ном преобразовании типа «плоское сечение (срез)», которое приме-
нимо в эмпирических исследованиях композитных материалов по-
средством изготовления плоских шлифов твердых образцов [2, 15]. 

 

Заключение. Статистической проверкой гипотез установлено, 
что распределение Вейбулла обеспечивает хорошую сходимость с 
экспериментальными данными о размерном (гранулометрическом) 
составе заполнителей бетонного композита, как на макроструктур-
ном, так и на мезоструктурном уровне. С учетом пригодности данно-
го распределения для модельного описания дисперсных фаз также и 
на микроуровне, а также его устойчивости к интегральному преобра-
зованию, соответствующему процедуре плоского сечения объемного 
образца, следует рекомендовать выбор распределения Вейбулла 
как приоритетного для многоуровневого структурно-геометрического 
моделирования цементных систем. 
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Шуть В.Н., Талатай С.В., Анфилец С.В., Согоян А.Л., Кардаш Н.Н. 

АДАПТИВНОЕ УПРАВЛЕНИЕ СЛОЖНЫМ ПЕРЕКРЕСТКОМ 
 

Введение. Основным инструментом управления транспортными 

потоками в улично-дорожной сети (УДС) города на настоящий мо-

мент являются светофоры. Светофоры, как средство управления 

транспортным движением на перекрестках, используются уже на 

протяжении столетия без принципиальных изменений, в то время как 

растущее число АТС (автотранспортное средство) создает дорож-

ные заторы. Известно, что главными точками торможения и пере-

полнения улиц АТС являются светофорные перекрестки. Светофо-

ры настроены жестким, последовательным внутренним алгоритмом, 

никак не связанным с транспортным потоком, многократно изменя-

ющимся в течение суток. На начальных этапах внедрения светофо-

ров в УДС (в условиях незначительных транспортных потоков) не 

предполагалась задача оптимизации эффективного разъезда транс-

порта на перекрестке. Назначением светофорного объекта (СФО), 

его целевой функцией долгое время оставалось обеспечение бес-

конфликтного разъезда АТС. 

Следующим шагом улучшения светофорного регулирования (СФР) 

стало внедрение многопрограммного управления перекрестком [1]. Так, 

если определена статистическая зависимость транспортного потока от 

времени на подходах к перекрестку, то для определенных (характер-

ных) интервалов времени можно предварительно рассчитать соответ-

ствующие программы СФР, которые выбираются автоматически в за-

висимости от времен суток. Многопрограммное СФР следует рассмат-

ривать как очередной шаг на пути усовершенствования режимов СФР. 

Очевидно, что при управлении в жестком режиме нестационар-

ность движения принципиально не может отражаться на управляющих 

действиях. Реальные изменения интенсивности движения требуют 

соответствующей трансформации длительности фаз и циклов регули-

рования. При этом параметры управления должны учитывать не толь-

ко суточные изменения транспортного потока, но и случайные колеба-

ния за короткий промежуток времени, совместимые с циклом СФР. Это 

становится возможным только при употреблении принципа гибкого 

(адаптивного) регулирования, в основание которого положена обрат-

ная связь с транспортным потоком [2–4]. Такое управление реализует-

ся с помощью детекторов транспорта, которые обеспечивают автома-

тический мониторинг характеристик транспортного потока (интенсив-

ности, плотности, интервалов движения и т.д.). При этом параметры 

регулирования (длительность цикла и фаз регулирования, их очеред-

ность) автоматически рассчитываются на базе информации по реаль-

ным изменениям характеристик уличного движения. При таком подхо-

де система становится замкнутой, отпадает необходимость в предва-

рительном статистическом анализе объекта, что значительно упроща-

ет процесс управления на перекрестках. 

Таким образом, основным недостатком жестокого программного 

регулирования является отсутствие обратной связи с транспортным 

потоком, что приводит к целому ряду недостатков, в результате чего 

увеличиваются потери всех видов, включая и социальные. Практи-

чески, каждому водителю часто приходилось останавливаться перед 

КС (красным сигналом) светофора, в то время как на пересекаемой 

улице не было ни транспорта, ни пешеходов. Часто такие ситуации 

провоцируют нарушение Правил, что приводит к социальным поте-

рям, а нередко – и к аварийным. 

Адаптивное регулирование в некоторой степени уменьшает эти 

потери. Оно заключается в том, что продолжительность светофорно-

го цикла (СФЦ) или отдельных его фаз изменяется в определённых 

пределах в зависимости от транспортной нагрузки. Такое регулиро-

вание возможно при наличии обратной связи, реализуемой с помо-

щью детекторов транспорта[5], дающих информацию о некоторых 

параметрах ТП. 
 

1. Недостаточность механизмов управления транспортными 

потоками. Под управлением транспортными потоками или управле-

нием движением понимается организация потоков транспортных 

средств (трафика движения) в выделенном пространстве движения с 

целью обеспечения безопасности движения, с одной стороны, и 

оптимизации использования пространства движения, с другой сто-
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