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I. Практические задания по теме: 
«Функции нескольких переменных» 

№1. Найти частные производные второго порядка функции. 
1) 3 2 2 3 2z(x,y) 3x y 2x y 4x y 5x 15y 3= + − + − + . 

2) 3 2 2 3 2z(x,y) 4y x 5y x 3y x 3y 5x 7= − + + − + . 

3) 3 2 3 3 3z(x,y) 2x y 2x y 4x y 5x 2y 7= − − + − + . 

4) 3 2 2 3 2 2z(x,y) 7y x 3y x y x 3y 5x 1= + − + − + . 

5) 3 2 2 3 2z(x,y) 5x y 3x y 2x y 4x 8y 4= − + − + − . 

6) 3 2 2 3 2z(x,y) 2y x 4y x 3y x 5y 7x 6= − + − + − . 

7) 2 3 2 3 2z(x,y) 3x y 5x y 2x y y 4x 7y 11= − + + − + − . 

8) 3 2 2 3 2z(x,y) 3y x 5y x 2y x 7y 2x 12= + + − + − . 

9) 3 2 2 3 2z(x,y) 7x y 4x y 7x y 2y 2x 5= − − + − − . 

10) 3 2 3 2z(x,y) 2x y 3x y 2x y 4x 4y 5= − + − + − . 
№2. Найти полный дифференциал функции. 

1) 3 y
z(x,y) arccos

x
= . 

 
6) 5 y

z(x,y) arcsin
x

= . 

2) 6 x
z(x,y) arctg

y
= . 

 
7) 4 x

z(x,y) arcctg
y

= . 

3) 3
4

y
z(x,y) sin

x
= . 

 
8) 5

3

x
z(x,y) cos

y
= . 

4) 
5

4 y
z(x,y) ctg

x
= . 

 
9) 

4
3 x

z(x,y) tg
y

= . 

5) 
2

2 x
z(x,y) cos

y

 
=  

 
. 

 
10) 3

2

x
z(x,y) sin

y

 
=  

 
. 

№3. Вычислить производную функции z(x,y) в точке M в направлении 
вектора a

r
. 

1) 3 2 2z(x,y) 3x 3y x 3y x 1= − + − , ( )M 1; 2− , ( )a 3; 4= −
r

. 

2) 3 2 2z(x,y) 3x 4y x 6yx 3= + + − , ( )M 2; 1− , ( )a 6; 8= − −
r

. 

3) 3 2 2z(x,y) 2x 3y x 2x y 3x 2y 4= − − + + + , ( )M 2; 1− , ( )a 4; 3= − −
r

. 

4) 3 2 2z(x,y) x 2y x x y 3y x 3y 3= − + + − − + , ( )M 1;3− , ( )a 12; 5= −
r

. 

5) 2 2z(x,y) x x y y 2x 2y= + + + + , ( )M 1;1 , ( )a 3;4=
r

. 

6) 3 2 2z(x,y) 2y 2x y 2x y 5= − + − , ( )M 2;1− , ( )a 4;3= −
r

. 

7) 3 2 2z(x,y) 3y 4x y 6x y 5= − − − + , ( )M 1;2− , ( )a 8; 6= − −
r

. 

8) 3 2 2z(x,y) 2y 3x y 2x y 3y 2x 15= − − + + + , ( )M 1;2− , ( )a 3;4= −
r

. 

9) 3 2 2z(x,y) y 2x y x y 3x 3x y 5= − + + − − + , ( )M 3; 1− , ( )a 5; 12= − −
r

. 

10) 3 2 2z(x,y) y 3x y 2x 4x 10y 3= + − + + + , ( )M 1;2− , ( )a 4; 3= −
r

. 
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№4. Исследовать на экстремум функцию. 
 

1) 3 2z(x,y) 2x 12x y 3y 6x 12y 13= + + − − + . 

2) 2 3z(x,y) 3x 12x y 2y 12x 6y 10= − − − + + − . 

3) 3 2z(x,y) 2x 6x y 3y 6x 6y 1= − − − + + . 

4) 3 2z(x,y) 2x 6x y 3y 12y 5= − + − + . 

5) 3 2z(x,y) 2x 6x y 3y 12x 1= + − − + . 

6) 3 2z(x,y) 2x 12x y 3y 30x 6y 6= − + + − + . 

7) 2 3z(x,y) 3x 12x y 2y 6x 30y 1= − + − + − + . 

8) 3 2z(x,y) 2y 6x y 3x 6y 6x 10= − − − + + . 

9) 2 3z(x,y) 3x 6x y 2y 12x 2= − + − + + . 

10) 3 2z(x,y) 2x 6x y 3y 36x 2= + − − + . 
№5. Используя метод наименьших квадратов, найти линейную зависи-

мость между x  и y  по данным, приведенным в таблице. Сделать чертеж. 
 i  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

            

x i  −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7 
1) 

y i  −9 −7 −2 −1 3 −3 9 11 15 19 
            

x i  −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 
2) 

y i  −9 −8 −4 −4 −1 −8 3 4 7 10 
            

x i  −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 
3) 

y i  −15 −13 −8 −7 −3 −9 3 5 9 13 
            

x i  −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7 
4) 

y i  −4 −3 1 1 4 −3 8 9 12 15 
            

x i  −1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
5) 

y i  −3 −2 2 2 5 −2 9 10 13 16 
 

            

x i  −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 
6) 

y i  −9 −7 −2 −1 3 −3 9 11 15 19 
            

x i  −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7 
7) 

y i  −6 −4 1 2 6 0 12 14 18 22 
            

x i  −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 
8) 

y i  −4 −4 −1 −2 0 −8 2 2 4 6 
            

x i  −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7 
9) 

y i  −4 −3 1 1 4 −3 8 9 12 15 
            

x i  −1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
10) 

y i  −4 −3 1 1 4 −3 8 9 12 15 

Ре
по
зи
то
ри
й Б
рГ
ТУ



 5 

II. Практические задания по теме:  
«Интегральное исчисление» 

№1. Найти неопределенные интегралы:  
a)  

1. 2

dx

sin (3x - 4)∫ . 6. 2

dx

cos (2x - 3)∫ . 

2. sin(2 - 5x)dx∫ . 7. cos(3 - 4x)dx∫ . 

3. 7-5xe dx∫ . 8. -2x+5e dx∫ . 

4. 
dx

2 - 7x∫ . 9. 
dx

5 - 3x∫ . 

5. 3-4x2 dx∫ . 10. -5x+23 dx∫ . 

б)  

1. 
2

dx

25 + 9x
∫ . 6. 

2

dx

4x - 25
∫ . 

2. 
2

dx

16x + 9∫ . 7. 
2

dx

49x + 25∫ . 

3. 
2

dx

25 - 4x
∫ . 8. 

2

dx

16 - 9x
∫ . 

4. 
2

dx

16 - 25x∫ . 9. 
2

dx

36x - 25∫ . 

5. 
2

dx

9 - 25x
∫ . 10. 

2

dx

9x -16
∫ . 

в) 

1. 
2

x
dx

2x - 1∫ . 6. 
2

x
dx

3x +1
∫ . 

2. 
2

x
 dx

2x +9
∫ . 7. 

2

x
dx

5x - 3∫ . 

3. 
2

x
dx

3x - 2∫ . 8. 
2

x
dx

5x + 2
∫ . 

4. 
2

x
dx

4x - 3
∫ . 9. 

2

x
dx

3x + 4∫ . 

5. 
2

x
dx

3x - 5∫ . 10. 
2

x
dx

2x -1
∫ . 

г)  

1. 
2x

2x

e
dx

e - 3
∫ . 6. 

2

ctg5x
dx

sin 5x∫ . 
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2. ln(5x - 3)
dx

5x - 3∫ . 7. 
2

arcsin3x
dx

1- 9x
∫ . 

3. tg(5x + 3)dx∫ . 8. 
2

arcctg5x
dx

1+ 25x∫ . 

4. ctg(3x + 7)dx∫ . 9. 
2

arccos2x
dx

1- 4x
∫ . 

5. 
2

tg5x
dx

cos 5x∫ . 10. 
2

arctg4x
dx

1+16x∫ . 

№2. Найти неопределенный интеграл: 
 

1. 
x

dx
5x - 2∫ . 6. x 2x + 5 dx∫ . 

2. 
x

dx
3x + 5∫ . 7. x 4x - 6 dx∫ . 

3. 
x

dx
2x - 6∫ . 8. x 5x + 2 dx∫ . 

4. 
x

dx
4x + 3∫ . 9. x 6x - 3 dx∫ . 

5. 
x

dx
6x - 4∫ . 10. x 3x + 4 dx∫ . 

№3. Найти неопределенный интеграл: 
 

1. arcsin5x dx∫ . 6. arcctg2x dx∫ .  

2. arctg4x dx∫ . 7. arccos3x dx∫ . 

3. x sin5x dx⋅∫ . 8. x cos3x dx⋅∫ . 

4. - 2xx e dx⋅∫ . 9. - 4xx e dx⋅∫ . 

5. ( )23x - 4x + 2 lnx dx∫ . 10. ( )25+ 2x - 6x lnx dx∫ . 
№4. Найти неопределенный интеграл: 

1. 
2

6x - 1
dx

x + 4x + 8∫ . 6. 
2

6x + 5
dx

x - 4x + 20∫ . 

2. 
2

3x - 1
dx

x + 8x + 25∫ . 7. 
2

2x - 3
dx

x - 8x + 20∫ . 

3. 
2

3x - 1
dx

x + 2x + 5∫ . 8. 
2

2x + 3
dx

x - 2x +10∫ . 

4. 
2

4x - 3
dx

x + 6x +13∫ . 9. 
2

4x + 5
dx

x - 6x +18∫ . 

5. 
2

2x + 5
dx

x +10x + 29∫ . 10. 
2

2x +1
dx

x - 10x + 34∫ . 
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№5. Найти площадь фигуры, ограниченной параболой и прямой 
1. 2f(x) = -x - 4x + 7 , g(x) = -2x + 4 . 

2. 2g(x) = x + 4x - 4 , f(x) = 2x - 1. 

3. 2f(x) = -x - 2x +1, g(x) = -3x - 1. 

4. 2g(x) = x + 4x +1, f(x) = 3x + 3 . 

5. 2f(x) = -x + 4x - 4 , g(x) = 2x - 7 . 

6. 2g(x) = x - 4x + 2 , f(x) = -2x + 5 . 

7. 2f(x) = -x + 2x + 5 , g(x) = 3x + 3 . 

8. 2g(x) = x + 2x + 2 , f(x) = 3x + 4 . 

9. 2f(x) = -x - 8x -11, g(x) = -4x - 8 . 

10. 2g(x) = x +8x +12 , f(x) = 2x +7 . 
 

 
III. Практические задания по теме:  
«Дифференциальные уравнения» 

№1. Найти общее решение дифференциального уравнения:  
a) 

1. tgx dy - ydx = 0 . 6. ctgx dy + ydx = 0 . 

2. 216 + x dy - ydx = 0 . 7. 2x - 25 dy - ydx = 0 . 

3. 2x dy + ydx = 0 . 8. ( )2x - 9 dy - ydx = 0 . 

4. ( )x xe + 2 dy - ye dx = 0 . 9. ( )x xe - 3 dy - ye dx = 0 . 

5. ( )24 + x dy - ydx = 0 . 10. 216 - x dy - ydx = 0 . 
б) 

1. ( )2x + 3 y - 2y x = 0′ . 6. ( )2x - 4 y - 2y x = 0′ . 

2. 2cos x y - y = 0′⋅ . 7. 2sin x y + y = 0′⋅ . 

3. ( ) ( )5x + 2 y - 5x + 7 y = 0′⋅ . 8. ( ) ( )3x + 4 y - y 3x + 7 = 0′ . 

4. 21+ x y - x y = 0′⋅ . 9. 2x + 4 y - x y = 0′⋅ . 

5. ( )3 21+ x y - 3 x y = 0′ . 10. ( )4 31+ x y - 4 x y = 0′ . 

№2. Найти частное решение дифференциального уравнения: 

1. 3x - 6 22
y - y = 3e x

x
′ , ( )y 2 = 8 . 

2. 3x+6 55
y - y = 3e x

x
′ , ( )y -2 = 32 . 

3. 
3x+6

2

2 3e
y + y =

x x
′ , ( )y -2 = 1. 
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4. ( )22
y - y = 3x cos 3x - 6

x
′ , ( )y 2 = 16 . 

5. ( )55
y - y = 6x sin 6x + 6

x
′ . ( )y -1 = 2 . 

6. 2x - 6 33
y - y = 2e x

x
′ , ( )y 3 = 54 . 

7. 2x+4 44
y - y = 2e x

x
′ , ( )y -2 = 32 . 

8. 
2x+4

3

3 2e
y + y =

x x
′ , ( )y -1 = 2 . 

9. ( )33
y - y = 2x cos 2x - 6

x
′ , ( )y 3 = 54 . 

10. ( )44
y - y = 2x sin 2x - 4

x
′ , ( )y 2 = 32 . 

№3. Найти общее решение дифференциального уравнения:  
1. а) y + 4y - 12y = 0′′ ′ , б) y - 4y + 4y = 0′′ ′ , в) y + 6y +13y = 0′′ ′ . 
2. а) y - 2y - 15y = 0′′ ′ , б) y + 8y +16y = 0′′ ′ , в) y - 10y + 29y = 0′′ ′ . 
3. а) y + 2y - 8y = 0′′ ′ , б) y - 14y + 49y = 0′′ ′ , в) y + 6y + 34y = 0′′ ′ . 
4. а) y - 3y - 10y = 0′′ ′ , б) y +10y + 25y = 0′′ ′ , в) y - 8y + 25y = 0′′ ′ . 
5. а) y + 6y - 16y = 0′′ ′ , б) y - 6y + 9y = 0′′ ′ , в) y + 4y + 20y = 0′′ ′ . 
6. а) y - 5y - 14y = 0′′ ′ , б) y + 22y +121y = 0′′ ′ , в) y - 8y + 41y = 0′′ ′ . 
7. а) y + y - 12y = 0′′ ′ , б) y - 18y + 81y = 0′′ ′ , в) y + 4y + 40y = 0′′ ′ . 
8. а) y - y - 20y = 0′′ ′ , б) y +12y + 36y = 0′′ ′ , в) y - 14y + 53y = 0′′ ′ . 
9. а) y + 4y - 21y = 0′′ ′ , б) y - 20y +100y = 0′′ ′ , в) y + 8y + 20y = 0′′ ′ . 
10. а) y - 3y - 18y = 0′′ ′ , б) y +16y + 64y = 0′′ ′ , в) y - 10y + 34y = 0′′ ′ . 

№4. Найти общее решение дифференциального уравнения:  
1. 2y + 2y - 8y = -16x +16x - 22′′ ′ . 6. 2y + y - 12y = -24x + 40x - 11′′ ′ . 

2. 2y - y - 6y = -24x - 2x - 9′′ ′ . 7. 2y - 3y - 10y = -40x - 4x + 4′′ ′ . 

3. 2y - 4y - 5y = -15x + 6x +10′′ ′ . 8. 2y + 7y - 8y = -32x +16x + 35′′ ′ . 

4. 2y - 6y - 7y = -14x + 4x + 7′′ ′ . 9. 2y + 4y - 5y = -25x - 5x + 6′′ ′ . 

5. 2y + y - 6y = -24x - 4x +16′′ ′ . 10. 2y - 2y - 15y = -30x + 7x - 9′′ ′ . 

№5. Найти общее решение дифференциального уравнения: 
1. 3xy + 2y - 15y = 16e′′ ′ . 6. -2xy + 4y + 4y = 6e′′ ′ . 

2. -3xy + 6y + 9y = 8e′′ ′ . 7. 4xy - 2y - 8y = 18e′′ ′ . 

3. -2xy - 4y - 12y = 24e′′ ′ . 8. 4xy - 8y +16y = 6e′′ ′ . 

4. 5xy - 10y + 25y = 10e′′ ′ . 9. 2xy + 3y - 10y = 14e′′ ′ . 

5. 5xy - 2y - 15y = 24e′′ ′ . 10. 3xy - 6y + 9y = 10e′′ ′ . 
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IV. Практические задания по теме:  
«Числовые и функциональные ряды» 

 

№1. Исследовать сходимость ряда: 

1. 3
n=1

n + 3

n + n + 6

∞

∑ . 6. 
2

3
n=1

n + 2n + 4

n + 5n +1

∞

∑ . 

2. 2
n=1

n + 2

n + 4n + 3

∞

∑ . 7. 3
n=1

n +1

n + n + 5

∞

∑ . 

3. 3
n=1

n + 2

n + 3n + 5

∞

∑ . 8. 
2

3 2
n=1

n +1

n + 3n + 2

∞

∑ . 

4. 2
n=1

n +1

n + 2n + 4

∞

∑ . 9. 3
n=1

n + 5

n + n + 5

∞

∑ . 

5. 3
n=1

n +1

n + 4n + 2

∞

∑ . 10. 
2

3 2
n=1

n + 2n +11

n + 3n +1

∞

∑ . 

№2. Исследовать сходимость ряда:  

1. 
n

2n- 4
n=1

(n + 3) 10

3

∞ ⋅
∑ . 6. 

n

3n- 2
n=1

(n + 4) 7

2

∞ ⋅
∑ . 

2. 
n

4n+1
n=1

(n + 7) 15

2

∞ ⋅
∑ . 7. 

2n+4

3n
n=1

(n + 5) 3

2

∞ ⋅
∑ . 

3. 
n+2

2n-3
n=1

(n + 3) 17

4

∞ ⋅
∑ . 8. 

n

2n-3
n=1

(n + 3) 8

3

∞ ⋅
∑ . 

4. 
2n+1

3n- 4
n=1

(n + 4) 5

3

∞ ⋅
∑ . 9. 

2n+1

n
n=1

(n + 2) 2

3

∞ ⋅
∑ . 

5. 
4n-1

3n+2
n=1

(n + 4) 3

4

∞ ⋅
∑ . 10. 

2n- 2

7n+1
n=1

(n + 3) 11

2

∞ ⋅
∑ . 

№3. Исследовать сходимость ряда: 

1. ( )
2

2

n3n+1

3n-2 n
n=1

5 n + 3

14 n

∞

⋅
∑  6. ( )

2

2

n4n+2

4n-1 n
n=1

10 n + 4

27 n

∞

⋅
∑  

2. ( )
2

2

n2n+3

2n-1 n
n=1

7 n + 2

19 n

∞

⋅
∑  7. ( )

2

2

n3n+1

3n-2 n
n=1

6 n + 3

17 n

∞

⋅
∑  

3. ( )
2

2

n4n+3

4n-2 n
n=1

3 n + 4

10 n

∞

⋅
∑  8. ( )

2

2

n2n+1

2n-1 n
n=1

3 n + 2

8 n

∞

⋅
∑  
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4. ( )
2

2

n2n+1

2n-3 n
n=1

5 n + 2

13 n

∞

⋅
∑  9. ( )

2

2

n5n+2

5n-1 n
n=1

7 n + 5

20 n

∞

⋅
∑  

5. ( )
2

2

n5n+2

5n-3 n
n=1

4 n + 5

11 n

∞

⋅
∑  10. ( )

2

2

n3n+1

3n-2 n
n=1

8 n + 3

21 n

∞

⋅
∑  

№4. Исследовать сходимость ряда: 

1. ( )n-1

2
n=1

n +1
-1

n + 2n + 73

∞

∑ . 6. ( )n-1

2
n=1

n + 3
-1

n + 6n + 99

∞

∑ . 

2. ( )n-1

2
n=1

n + 2
-1

n + 4n + 94

∞

∑ . 7. ( )n-1

2
n=1

n + 2
-1

n + 4n +136

∞

∑ . 

3. ( )n-1

2
n=1

n +1
-1

n + 2n + 57

∞

∑ . 8. ( )n-1

2
n=1

n + 2
-1

n + 4n +114

∞

∑ . 

4. ( )n-1

2
n=1

n + 2
-1

n + 4n +114

∞

∑ . 9. ( )n-1

2
n=1

n +1
-1

n + 2n +157

∞

∑ . 

5. ( )n-1

2
n=1

n +1
-1

n + 2n + 241

∞

∑ . 10. ( )n-1

2
n=1

n + 2
-1

n + 4n +186

∞

∑ . 

№5. Найти область сходимости степенного ряда: 

1. 
n

n
n=0

x

4 (n + 2)

∞

∑ . 6. 
n

n
n=0

x

7 (n + 4)

∞

∑ . 

2. 
n

n
n=0

x

5 (n + 3)

∞

∑ . 7. 
n

n
n=0

x

11 (n + 9)

∞

∑ . 

3. 
n

n
n=0

x

2 (n + 4)

∞

∑ . 8. 
n

n
n=0

x

9 (n +10)

∞

∑ . 

4. 
n

n
n=0

x

3 (n +1)

∞

∑ . 9. 
n

n
n=0

x

12 (n + 7)

∞

∑ . 

5. 
n

n
n=0

x

10 (n + 8)

∞

∑ . 10. 
n

n
n=0

x

8 (n + 3)

∞

∑ . 
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V. Решение практических заданий по теме:  
«Функции нескольких переменных» 

 

№1. Найти частные производные второго порядка функции 
3 2 2 3 2z(x,y) = 4y x - 6y x + 7yx - 2y + 3x - 5 . 

Решение. 
Вычислим частные производные первого порядка функции z(x,y): 

( )3 2 2 3 2
x x

z = 4y x - 6y x +7yx - 2y +3x - 5 =′′  

( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 3 2 3 2 2
xx x x

= 4y x - 6y x +7y x - 0+3 x - 0 = 8y x - 6y + 21yx + 6x′ ′ ′′ ; 

( )3 2 2 3 2
y y

z = 4y x - 6y x +7yx - 2y +3x - 5 =′′  

( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 3 2 2 3
y yy y

= 4 y x - 6 y x + 7 y x - 2 y +0 - 0 =12y x -12yx +7x - 2′ ′ ′ ′ . 

Найдем частные производные второго порядка: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 3 2
xx xx x x xx x

z = z = 8y x - 6y + 21yx + 6x = 8y x - 0+ 21y x + 6 x =′ ′′ ′ ′′′ ′  

3= 8y + 42yx + 6; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 3 2 2
xy x y yy y y

z = z = 8y x - 6y + 21yx + 6x = 8 y x - 6 y + 21 y x +0 =′ ′ ′ ′′′ ′  

2 2= 24y x -12y + 21x ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 2 2 3
yx y xx x x x

z = z = 12y x -12yx +7x - 2 =12y x -12y x +7 x - 0 =′ ′ ′′ ′′′ ′  

2 2= 24y x -12y + 21x ; 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 2 2
yy yy yy y y

z = z = 12y x -12yx +7x - 2 =12 y x -12 y x +0 - 0 =′ ′′ ′′′ ′  

2= 24yx -12x . 
Заметим, что для смешанных частных производных функции второго 

порядка xyz′′ , yxz′′  выполняется соотношение xy yxz = z′′ ′′ . 
 

№2. Найти полный дифференциал функции 
y5z(x,y) = tg
x

. 

Решение. 
Вычисляя частные производные первого порядка функции ( , )z x y , по-

лучим: 

5 4 4
x

2x x x

y y y y 1 y
z = tg = 5tg tg = 5tg =

x x x x xy
cos

x

′ ′ ′     
′ ⋅ ⋅ ⋅     

     
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3
-4 4 2

2 2x

y 1 1 y 1 1
= 5tg y = 5tg y - x =

x x 2y x y
cos cos

x x

′   ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅       

 

4

2

yy 1
= -5 tg

x y 2x x
cos

x

⋅ ⋅ , 

5 4 4
y

2y y y

y y y y 1 y
z = tg = 5tg tg = 5tg =

x x x x xy
cos

x

′ ′ ′     
′ ⋅ ⋅ ⋅     

     
 

( )
1

-4 4 2
y2 2

y 1 1 y 1 1 1
= 5tg y = 5tg y =

x x 2y x y x
cos cos

x x

 ′⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 
 
 

 

4

2

y 1 1
= 5tg

x y 2 xy
cos

x

⋅ ⋅ . 

Тогда полный дифференциал функции равен 

4 4
x y

2 2

yy 1 y 1 1
dz = z dx + z dy = -5tg dx + 5tg dy

x xy 2x x y 2 xy
cos cos

x x

′ ′ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ . 

Ответ: 4 4

2 2

yy 1 y 1 1
dz = -5tg dx + 5tg dy

x xy 2x x y 2 xy
cos cos

x x

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ . 

 

№3. Вычислить производную функции  
( ) 3 2 2z x,y = y + x y - xy - 5x - 4y  

в точке ( )M -1;2  в направлении вектора ( )a = 12;- 5
r

. 
Решение. 

Вычислим частные производные первого порядка функции z(x,y): 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 2 2 2
x x xx x

z = y + x y - xy - 5x - 4y = 0+ x y - x y - 5 x - 0 = 2xy - y - 5′ ′ ′ ′′ ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 3 2 2
y y yy y y

z = y + x y - xy - 5x - 4y = y + x y - x y - 0 - 4 y =′ ′ ′′ ′′  
2 2= 3y + x - 2xy - 4 . 

Найдем значения частных производных первого порядка функции в 
точке ( )M -1;2 : 

( ) ( )2 2
x (-1;2)-1;2z = 2xy - y - 5 = 2 (-1) 2 - 2 - 5 = -13′ ⋅ ⋅ ; 

( ) ( )22 2 2
y (-1;2) (-1;2)z = 3y + x - 2xy - 4 = 3 2 + -1 - 2 (-1) 2 - 4 =13′ ⋅ ⋅ ⋅  
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Вычислим координаты вектора e
r

, длина которого равна 1, коллинеар-
ного вектору a

r
:  

( ) yx
x y

aa
e = e ;e = ;

a a

 
  
 

r
r r , 

длина которого равна единице. 

Учитывая, что 2 2a = 12 +(-5) = 144+ 25 =13
r

, получим 

( )x y
12 -5

e = e ;e = ;
13 13
 
 
 

r
. 

Тогда производная функции ( ) 3 2 2z x,y = y + x y - xy - 5x - 4y  в точке 

( )M -1;2  в направлении вектора 
12 5

e = ;-
13 13
 
 
 

r
 равна 

(-1;2) x (-1;2) x y (-1;2) ye
12 5

z = z e + z e = -13 +13 - = -17
13 13

 ′ ′ ′⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 
 

r . 

Ответ: (-1;2)ez = -17′r . 

 
№4. Исследовать функцию 3 2z(x,y) = 2x - 12xy + 3y - 18x - 6y + 3  на экс-

тремум. 

Решение. 

Экстремумы функции  
3 2z(x,y) = 2x - 12xy + 3y - 18x - 6y + 3  

должны удовлетворять системе  

x

y

z = 0

z = 0

′
 ′

. 

Тогда, вычисляя частные производные функции первого порядка: 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 3
x x xx x

z = 2x -12xy +3y -18x - 6y +3 = 2 x -12 x y +0 -18 x - 0+0 =′ ′ ′ ′′  

2 2= 2 3x -12 1 y -18 1= 6x -12y -18⋅ ⋅ ⋅ ⋅ , 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 2
y y yy y

z = 2x -12xy +3y -18x - 6y +3 = 0 -12x y +3 y - 0 - 6 y +0 =′ ′′ ′′  

= -12x 1+3 2y - 6 1= -12x + 6y - 6⋅ ⋅ ⋅ , 

приходим к системе 
26x -12y -18 = 0,

-12x + 6y - 6 = 0,





 или 
2x - 2y - 3 = 0,

-2x + y -1= 0.





 

Решая последнюю систему методом подстановки, получим 
2x - 2(2x +1) - 3 = 0,

y = 2x +1,





 или 
2x - 4x - 5 = 0,

y = 2x +1.




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Откуда  
24 ± (-4) - 4 (-5) 4 ± 16+ 20 4 ± 36 4 ± 6

x = = = =
2 2 2 2

⋅
. 

Следовательно, 
4 - 6

x = = -1,
2

y = 2 (-1)+1= -1,




 ⋅

 или 
4+ 6

x = = 5,
2

y = 2 5+1=11.




 ⋅

 

Таким образом, точки ( )1M -1;-1  и ( )2M 5;11  − критические точки функции. 

Вычислим частные производные второго порядка функции ( )z x,y : 

( ) ( ) ( )2 2
xx xx x x x

z = z = 6x -12y -18 = 6 x - 0 - 0 = 6 2x =12x′ ′′′′ ′ ⋅ , 

( ) ( ) ( )2
xy x y yy

z = z = 6x -12y -18 = 0 -12 y - 0 = -12 1= -12′′ ′′′ ′ ⋅ , 

( ) ( ) ( )yx y x xx
z = z = -12x + 6y - 6 = -12 x +0 - 0 = -12 1= -12′ ′ ′′′ ′ ⋅ , 

( ) ( ) ( )yy y y yy
z = z = -12x + 6y - 6 = 0+ 6 y - 0 = 6 1= 6′ ′ ′′′ ′ ⋅ . 

Заметим, что для смешанных частных производных второго порядка 
xyz′′ , yxz′′  выполняется соотношение xy yxz = z′′ ′′ . 

Вычислим определитель: 

xx xy
xx yy xy yx

yx yy

z z
∆ = = z z - z z =12x 6 - (-12) (-12) = 72x -144

z z

′′ ′′
′′ ′′ ′′ ′′⋅ ⋅ ⋅ ⋅′′ ′′ . 

Тогда в точке ( )1M -1;-1  определитель равен  

( )1∆ M = 72 (-1) -144 = -216 < 0⋅ , 

а в точке ( )2M 5;11 :  

( )2∆ M = 72 5 -144 = 360 -144 = 216 > 0⋅ . 

Так как ( )2∆ M > 0, то в точке 2M  функция достигает экстремума. 

Учитывая, что ( ) ( )
2xx 2 xx Mz M = z 5;11 =12x =12 5 = 60 > 0′′ ′′ ⋅ , то в точке 2M  

функция имеет минимум.  
Заметим, что если в критической точке M выполняется ∆(M) > 0  и 

xxz (M) < 0′′ , то в этой точке функция имеет максимум. 
Вычислим значение функции в точке ( )2M 5;11 : 

( ) ( )
2

3 2
2 MM = z 5;11 = 2x -12xy +3y -18x - 6y +3 =z  

3 2= 2 5 -12 5 11+3 11 -18 5 - 6 11+3 = 250 - 660+363 - 90 - 66+3 = -200⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ . 

Ответ: ( ) ( )minz x;y = z 5;11 = -200 . 
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№5. Используя метод наименьших квадратов, найти линейную зависи-
мость между x  и y  по данным, приведенным в таблице. Сделать чертеж. 

Решение. 
Исходные данные представлены в таблице: 
 

i  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
           

x i  -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 
yi  -10 -9 -5 -5 -2 -9 2 3 6 9 

Параметры ( )a  и ( )b  линейной зависимости y = ax + b определим, ре-

шая систему уравнений: 
n n n

2

=1 =1 =1

n n

=1 =1

x a + x b = x y ,

x a + n b = y .

i i i i
i i i

i i
i i

   
⋅ ⋅   

   

  ⋅ ⋅ 
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

Составим расчетную таблицу: 
 

i  x i  yi  
2x
i
 x yi i  

1 -4 -10 16 40 
2 -3 -9 9 27 
3 -2 -5 4 10 
4 -1 -5 1 5 
5 0 -2 0 0 
6 1 -9 1 -9 
7 2 2 4 4 
8 3 3 9 9 
9 4 6 16 24 
10 5 9 25 45 
∑  5 -20 85 155 

 

Тогда  

n = 10 , 
n

2

=1

x = 85i
i
∑ , 

n

=1

x = 5i
i
∑ , 

n

=1

x y = 155i i
i
∑ , 

n

=1

y = -20i
i
∑ . 

Решаем систему  
85a + 5b = 155,

5a +10b = -20,




 или 
17a + b = 31,

a + 2b = -4,




 

используя, например, правило Крамера: 
17 1

∆ = = 17 2 - 1 1= 34 - 1= 33
1 2

⋅ ⋅ , 

1
31 1

∆ = = 31 2 - 1 (-4) = 62 + 4 = 66
-4 2

⋅ ⋅ , 
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2
17 31

∆ = = 17 (-4) - 31 1= -68 - 31= -99
1 -4

⋅ ⋅ . 

Тогда 
1∆ 66

a = = = 2
∆ 33

, 

2∆ -99
b = = = -3

∆ 33
. 

Следовательно, уравнение y = 2x - 3  определяет линейную зависи-
мость между x  и y .  
В системе координат изображаем точки ( )x ,yi i  и прямую y = 2x - 3  

(см. рис.). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

-1  

y  

x  
-2  
-3  
-4  
-5  
-6  
-7  
-8  
-9  

-10  

-1  -2  -3  -4  
1  
2  
3  
4  
5  
6  
7  
8  
9  

1  2  3  4  5  

y = 2x - 3  
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VI. Решение практических заданий по теме:  
«Интегральное исчисление» 

 
№1. Найти неопределенные интегралы:  

a) 3-4xe dx∫ ; б) 
2

dx

36 - 25x∫ ; в) 
2

xdx

3 - 5x∫ ; г) 
2x

2x

e dx

3 - e∫ . 

 
Решение. 

а) Учитывая, что  

( ) ( ) ( )d 3 - 4x = 3 - 4x dx = 0 - 4 1 dx = -4dx′ ⋅  или ( )1
dx = - d 3 - 4x

4
, 

получим 

( ) ( )3-4x 3-4x 3-4x 3-4x1 1 1
e dx= e - d 3 - 4x = - e d 3 - 4x = - e + C

4 4 4
 ⋅ ⋅ 
 

∫ ∫ ∫ . 

Ответ: 3-4x1
- e + C
4

⋅ . 

б) Вычисления основаны на использовании одного из табличных инте-
гралов: 

 

1. 
2 2

dx 1 x - a
= ln + C, a 0

2a x + ax - a
≠∫ ; 2. 

2 2

dx 1 x
= arctg + C, a 0

a aa + x
≠∫ ; 

3. 
2 2

dx x
= arcsin + C, a 0

aa - x
≠∫ ; 4. 2

2

dx
= ln x + x + b + C, b 0

x + b
≠∫ . 

Так, например: 

1. 
2 2

2 2

6
x -dx dx 1 dx 1 1 5= = - = - ln + C =

6 636 25 2536 - 25x 6 2 x +-25 x - x - 5 525 5

⋅
    ⋅      

∫ ∫ ∫  

1 5x - 6
= - ln + C

60 5x + 6
; 

2. 
2 2

2 2

dx dx 1 dx 1 1 x
= = = arctg + C =

6 636 25 2536 + 25x 625 + x + x 5 525 5

⋅
   
      

∫ ∫ ∫  

1 5 5x 1 5x
= arctg + C = arctg + C

25 6 6 30 6
⋅ ; 

3. 
2 2

2 2

dx dx 1 dx 1 x
= = = arcsin + C =

65 53636 - 25x 625 - x - x 525 5

   
      

∫ ∫ ∫  

1 5x
= arcsin + C

5 6
; 
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4. 2
12

22

dx dx 1 dx 1 36
= = = ln x + x ± + C =

5 5 25363625x ± 36 x ±25 x ±
2525

 
 
 

∫ ∫ ∫  

21
= ln 5x + 25x ± 36 + C

5
. 

 

в) Используем метод подстановки (замены переменной). 

( ) ( )
2

2 2
2

t = 3 - 5x 1
- dtxdx 1 dt10= dt = d 3 - 5x = 3 - 5x dx = -10xdx = = - =

t 10 t3 - 5x
1

xdx = - dt
10

′
∫ ∫ ∫  

21 1
= - ln t + C = - ln 3 - 5x + C

10 10
. 

Ответ: 21
- ln 3 - 5x + C
10

. 

г) Используем метод подстановки (замены переменной). 

( ) ( )
2x

2x
2x 2x 2x

2x

2x

t = 3 - e 1
- dte dx 1 dt2= dt = d 3 - e = 3 - e dx = -2e dx = = - =

t 2 t3 - e
1

e dx = - dt
2

′
∫ ∫ ∫  

2x1 1
= - ln t + C = - ln 3 - e + C

2 2
. 

Ответ: 2x1
- ln 3 - e + C
2

. 

 
№2. Найти неопределенные интегралы: 

а) 
x

dx
7x - 2∫ ; б) x 8x + 3 dx∫ . 

Решение. 
Используем метод подстановки (замены переменной). 

а) ( )

2

2 2
2 2

2

2

7x - 2 = t, 7x - 2 = t ,

x t + 2 t + 2 1 2t 2
dx = 7x = t + 2, x = , = dt = t + 2 dt =

7 7 t 7 77x - 2

t + 2 2t
dx = d = dt

7 7

⋅ ⋅

 
  
 

∫ ∫ ∫  
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( )
3 332 t 2 4 2 4

= + 2t + C = t + t + C = 7x - 2 + 7x - 2 + C
49 3 3 49 49 147 49

 
   ⋅ 

. 

 

б) 

2

2 2
2

2

8x + 3 = t, 8x + 3 = t ,

t - 3 t - 3 t
x 8x + 3 dx = 8x = t - 3, x = , = t dt =

8 8 4

t - 3 2t t
dx = d = dt = dt

8 8 4

⋅ ⋅

 
  
 

∫ ∫  

( )2 2 4 2 4 21 1 1 3
= t - 3 t dt = (t - 3t )dt = t dt - t dt =

32 32 32 32∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
5 3 5 31 t 3 t 1 1

= - + C = 8x + 3 - 8x + 3 + C
32 5 32 3 160 32

⋅ ⋅ . 

 
№3. Найти неопределенный интеграл:  

-3xxe dx∫ . 

Решение. 

Заметим, что ( ) ( )-3x -3x -3xd e = e dx = -3e dx . Откуда ( )-3x -3x1
e dx = - d e

3
. 

Тогда ( ) ( )-3x -3x -3x1 1
x e dx = x - d e = - x d e

3 3
 ⋅ ⋅ 
 

∫ ∫ ∫ .  

Далее, используя формулу интегрирования по частям 

v du = vu - udv∫ ∫ , где v = x , а - 3xu = e , получим 

( ) ( )-3x -3x -3x -3x -3x1 1 1 1
- x d e = - xe - e dx = - x e + e dx
3 3 3 3

⋅ ⋅∫ ∫ ∫ . 

Учитывая, что ( )-3x -3x1
e dx = - d e

3
, имеем  

( )-3x -3x -3x
1

1 1
e dx = - d e = - e + C

3 3∫ ∫ . 

Таким образом,  

-3x -3x -3x -3x -3x1 1 1 1 1
x e dx = - x e + - e + C = - x e - e + C

3 3 3 3 9
 ⋅ ⋅ 
 

∫ . 

Ответ: -3x -3x1 1
- x e - e + C
3 9

⋅ . 
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№4. Найти неопределенный интеграл  

2

3x + 2
dx

x - 8x + 20∫ . 

Решение. 
Вычисляем интеграл от простейшей рациональной дроби вида  

2

Mx + N

x + px + q
,  

где 
2p

- q < 0
4

 и знаменатель дроби представляется в виде  

2 2 2 2
2 2 p p p p p

x + px + q = x + 2x + - + q = x + + q -
2 2 2 2 2

       ⋅        
       

. 

2 2 2 2

3x + 2 3x + 2
dx = dx =

x - 8x + 25 x - 2 x 4 + 4 - 4 + 25⋅ ⋅∫ ∫  

( ) ( )
( )
( )2 22 2

3 x - 4 + 4 + 23x + 2 3x + 2
= dx = dx = dx =

x - 2 x 4 + 4 - 16 + 25 x - 4 + 9 x - 4 + 9⋅ ⋅∫ ∫ ∫  

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )2 2 2 2

3 x - 4 +12 + 2 3 x - 4 +14 3 x - 4 14
= dx = dx = + dx =

x - 4 + 9 x - 4 + 9 x - 4 + 9 x - 4 + 9

 
 
 
 

∫ ∫ ∫  

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )2 2 2 2

3 x - 4 x - 4 dx14 dx
= dx + dx = 3 +14 =

x - 4 + 9 x - 4 + 9 x - 4 + 9 x - 4 + 9
∫ ∫ ∫ ∫  

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2

2 2 2 22 2

2 x - 4 dx d x - 43 dx 3 dx
= +14 = +14 =

2 2x - 4 + 9 x - 4 + 3 x - 4 + 9 x - 4 + 3
∫ ∫ ∫ ∫  

( )( )
( )

( )
( )

2

2 2 2

d x - 4 + 9 d x - 43
= +14

2 x - 4 + 9 x - 4 + 3
∫ ∫ . 

Учитывая, что 
dt

= ln t + C
t∫

 и 
2 2

dt 1 t
= arctg + C

a aa + t∫ , получим 

( )2

2

3x + 2 3 1 x - 4
dx = ln x - 4 + 9 +14 arctg + C =

2 3 3x - 8x + 25
⋅∫  

( )23 14 x - 4
= ln x - 8x + 25 + arctg + C

2 3 3
. 

Ответ: ( )23 14 x - 4
ln x - 8x + 25 + arctg + C

2 3 3
. 

 

Ре
по
зи
то
ри
й Б
рГ
ТУ



 21 

№5. Найти площадь фигуры, ограниченной параболой 
2f(x) = -x + 2x + 5 и прямой g(x) = -x +1 

Решение. 

Строим графики функций f(x)  и g(x). 
Для нахождения точек пересечения графи-

ков функций f(x)  и g(x), решаем уравнение 
f(x) = g(x), т.е.  

12-x + 2x + 5 = -x + . 
Откуда 

2x - 3x - 4 = 0 . 
Корнями уравнения являются значения: 

( ) ( ) ( )2
- -3 ± -3 - 4 -4 3 ± 25 3 ± 5

x = = =
2 2 2

⋅
, 

т.е. 1
3 - 5

x = = -1
2

 и 2
3 + 5

x = = 4
2

. 

Значения функций f(x)  и g(x) в этих точках f(-1) = g(-1) = 2  и 
f(4) = g(4) = -3 . Таким образом ( )-1;2  и ( )4;- 3  − точки пересечения гра-

фиков функций. 

Площадь фигуры определяем по формуле: ( ) ( )( )
2

1

x

x

S = f x - g x dx∫ , где 1x  

и 2x  − решения уравнения f(x) = g(x).  
Тогда 

( ) ( )( ) ( )
4 4 4

2 2

-1 -1 -1

S = f(x) - g(x) dx = -x + 2x + 5 - -x +1 dx = -x + 2x + 5 + x - 1 dx =∫ ∫ ∫  

( )
44 3 2

2

-1 -1

x x
= -x + 3x + 4 dx = - + 3 + 4x =

3 2

 
⋅  

 
∫  

( ) ( ) ( )
3 23 2 -1 -14 4

= - + 3 + 4 4 - - + 3 + 4 -1 =
3 2 3 2

  
 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅       

 

64 1 3 64 1 3 65 3
= - + 24 +16 - + - 4 = - + 40 - - + 4 = 44 - - =

3 3 2 3 3 2 3 2
   
   
   

 

2 1 2 1 7 5
= 44 - 21 - 1 = 22 - - = 22 - = 20

3 2 3 2 6 6
. 

Ответ: 
5

20
6

. 

 

( )g x  

( )f x  

y  

x  

-3  

-1  

2  

6  

1  
4  
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VII. Решение практических заданий по теме: 
«Дифференциальные уравнения» 

№1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 
а) 2sin 3x dy + 3ydx = 0⋅ . 

Решение. 
Исходное уравнение является дифференциальным уравнением пер-

вого порядка с разделяющимися переменными.  
Заметим, что y = 0  является одним из решений исходного дифферен-

циального уравнения.  
Разделяя переменные, имеем  

2

dy 3dx
= -

y sin 3x
 или 

2

dy d(3x)
= -

y sin 3x
. 

Интегрируя последнее уравнение, получим  

2

dy d(3x)
= - + C

y sin 3x∫ ∫  или ln y = ctg3x + C . 

Откуда, ctg3x+Cy = e  или C ctg3xy = ±e e⋅ . Тогда, полагая C
1C = ±e  

( )1C 0≠  и учитывая, что y = 0  также является решением исходного 

уравнения, получим ctg3x
1y = C e  ( )1C R∈  − общее решение уравнения 

2sin 3x dy + 3ydx = 0⋅ . 

Ответ: 1
ctg3xy = C e , ( )1C R∈ . 

 
б) ( )23x + 2 y - 6y x = 0′ . 

Решение. 
Исходное уравнение является дифференциальным уравнением пер-

вого порядка с разделяющимися переменными.  

Учитывая, что 
dy

y =
dx

′ , получим уравнение  

( )2 dy
3x + 2 - 6y x = 0

dx
 или ( )23x + 2 dy = 6y x dx . 

Заметим, что y = 0  является одним из решений исходного дифферен-
циального уравнения.  
Разделяя переменные, имеем 

2

dy 6x dx
=

y 3x + 2
. 

Интегрируя последнее уравнение, получим  

2

dy 6x
= dx + C

y 3x + 2∫ ∫ . 
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Учитывая, что  

( ) ( ) ( )2 2d 3x + 2 = 3x + 2 dx = 6x + 0 dx = 6x dx′ , 

имеем  

( )2

2

d 3x + 2dy
= + C

y 3x + 2∫ ∫ . 

Откуда, полагая 1C = lnC  ( )1C > 0 , получим  
2

1ln y = ln 3x + 2 + lnC . 

Используя свойства логарифмов, приходим к уравнению  
2

1ln y = lnC 3x + 2 . 

Откуда  
2

1y = C 3x + 2  или ( )2
1y = ±C 3x + 2 . 

Тогда, полагая 2 1C = ±C  ( )2C 0≠  и учитывая, что y = 0  также является 
решением исходного уравнения, получим  

( )2
2y = C 3x + 2 , ( )2C R∈ , 

общее решение уравнения ( )23x + 2 y - 6y x = 0′ . 

Ответ: 2
2y = C (3x + 2) . 

 
№2. Найти частное решение дифференциального уравнения: 

2x+2 66
y - y = 2e x

x
′ , ( )y -1 = 3 . 

Решение. 
Исходное уравнение является линейным неоднородным дифферен-

циальным уравнением первого порядка вида: y + p(x)y = q(x)′ . Найдем 
общее решение дифференциального уравнения методом Бернулли. 
Решение уравнения будем искать в виде: y = uv . Так как y = u v + uv′ ′ ′ , 

то, подставляя y  и y′  в исходное уравнение, получим 

( ) 2x+2 66
u v + uv - ×uv = 2e x

x
′ ′ . 

Группируя второе и третье слагаемое в левой части последнего урав-
нения, имеем  

2x+2 66
u v + u v - v = 2e x

x
 ′ ′ 
 

. 

Найдем одно из ненулевых решений уравнения 
6

v - v = 0
x

′  или 
6

v = v
x

′ , 

которое является уравнением с разделяющимися переменными. Учиты-

вая, что 
dv

v =
dx

′ , имеем 
dv 6

= v
dx x

 и, разделяя переменные, получим 
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dv 6dx
=

v x
. 

Интегрируя последнее уравнение, имеем 
dv dx

= 6 + C
v x∫ ∫ . Откуда, по-

лагая 1C = lnC  ( )1C > 0 , получим 1ln v = 6ln x + lnC  и, используя свойства 

логарифмов, приходим к уравнению 
6

1ln v = ln x + lnC  или 
6

1ln v = lnС x . 

Откуда 
6

1v =С x  или 6
1v = ±С x . 

Тогда, полагая 2 1C = ±C  ( )2C 0≠  и учитывая, что v = 0  также является 

решением уравнения 
6

v - v = 0
x

′ , получим 6
2v = C x  ( )2C R∈  − общее ре-

шение уравнения 
6

v - v = 0
x

′ .  

В качестве одного из ненулевых решений возьмем, например 6v = x , 
полагая 2C = 1. 

Учитывая, что 
6

v - v = 0
x

′  и подставляя 6v = x  в уравнение  

2x+2 66
u v + u v - v = 2e x

x
 ′ ′ 
 

, 

получим 6 2x+2 6u x = 2e x′ ⋅  или 2x+2u = 2e′ − неполное дифференциальное 
уравнение первого порядка вида: u = f(x)′ .  
Откуда  

2x+2u = 2e dx + C∫ . 

Учитывая d(2x + 2) = (2x + 2) dx = 2dx′ , имеем  
2x+2 2x+2u = e d(2x + 2) + C = e + C∫ . 

Таким образом, ( )2x+2 6y = uv = e + C x  − общее решение дифференци-

ального уравнения. 
Найдем частное решение, удовлетворяющее начальному условию 

( )y -1 = 3 . Подставляя, x = -1 и y = 3  в уравнение ( )2x+2 6y = e + C x , полу-

чим: ( )( )62(-1)+23 = e + C -1  или 3 = 1+ C и C = 2. 

Следовательно, ( )2x+2 6y = e + 2 x  − частное решение исходного диф-

ференциального уравнения, удовлетворяющее начальному условию 
( )y -1 = 3 . 

Ответ: ( )2x+2 6y = e + 2 x . 
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№3. Найти общее решение дифференциального уравнения:  
а) y - 2y - 35y = 0′′ ′ ; б) y +12y + 36y = 0′′ ′ ; в) y + 6y + 25y = 0′′ ′ . 

 

Решение. 
а) Решим характеристическое уравнение 2λ - 2λ - 35 = 0 , производя в 

уравнении y - 2y - 35y = 0′′ ′  замену 2y = λ′′ , 1y = λ = λ′  и 0y = λ = 1. 
Тогда 

( ) ( )2

1,2

-(-2) ± -2 - 4 1 -35 2 ± 4 +140 2 ± 144 2 ±12
λ = = = =

2 1 2 2 2

⋅ ⋅
⋅

. 

Откуда 

1
2 - 12 -10

λ = = = -5
2 2

 и 2
2 +12 14

λ = = = 7
2 2

. 

Если характеристическое уравнение имеет два различных дей-
ствительных корня 1λ  и 2λ , то общее решение соответствую-
щего однородного дифференциального уравнения второго по-
рядка с постоянными коэффициентами имеет вид 

1 2λ x λ x
1 2y = C e + C e . 

Следовательно, -5x 7x
1 2y = C e + C e  − общее решение исходного уравнения. 

Ответ: -5x 7x
1 2y = C e + C e . 

 
б) Решим характеристическое уравнение 2λ +12λ + 36 = 0, производя в 

уравнении y +12y + 36y = 0′′ ′  замену 2y = λ′′ , 1y = λ = λ′  и 0y = λ = 1. 
Тогда  

2

1,2
-12 ± 12 - 4 1 36 -12 ± 144 - 144 -12 ± 0 -12 ± 0

λ = = = =
2 1 2 2 2

⋅ ⋅
⋅

. 

Откуда 1 2λ = λ = -6 . 
Если характеристическое уравнение имеет два равных дейст-

вительных корня 1 2λ = λ = λ  (кратный корень), то общее решение 
соответствующего однородного дифференциального уравнения 
второго порядка с постоянными коэффициентами имеет вид 

( ) λ x
1 2y = C + C x e . 

Следовательно, ( ) -6x
1 2y = C + C x e  − общее решение исходного урав-

нения. 
Ответ: ( ) -6x

1 2y = C + C x e . 

 
в) Решим характеристическое уравнение 2λ + 6λ + 25 = 0 , производя в 

уравнении y + 6y + 25y = 0′′ ′  замену 2y = λ′′ , 1y = λ = λ′  и 0y = λ = 1. 

Ре
по
зи
то
ри
й Б
рГ
ТУ



 26 

Тогда  
2

1,2
-6 ± 6 - 4 1 25 -6 ± 36 - 100 -6 ± -64 -6 ± 8i

λ = = = = = -3 ± 4i
2 1 2 2 2

⋅ ⋅
⋅

. 

Откуда 1λ = -3 - 4i  и 2λ = -3 + 4i , т.е. корни характеристического урав-
нения имеют вид 1,2λ = α ± β i , где α = -3 , β = 4 . 
Если характеристическое уравнение имеет два сопряженных 

комплексных корня 1λ = α - β i  и 2λ = α + β i , то общее решение со-
ответствующего однородного дифференциального уравнения 
второго порядка с постоянными коэффициентами имеет вид  

( )αx
1 2y = e C sinβx + C cosβx . 

Следовательно, ( )-3x
1 2y = e C sin4x + C cos4x  − общее решение исходно-

го уравнения. 
Ответ: -3x

1 2y = e (C sin4x + C cos4x) . 
 

№4. Найти общее решение дифференциального уравнения:  
2y + 3y - 4y = -4x - 6x +19′′ ′ . 

Решение. 
Исходное уравнение является неоднородным дифференциальным 

уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами и правой 
частью, вида: αx

nP (x)e , где α = 0, 2
nP (x) = -4x - 6x +19 − многочлен степе-

ни n = 2.  
Общее решение дифференциального уравнения имеет вид: 

0 1y = y + y , где 0y  − общее решение однородного дифференциального 
уравнения y + 3y - 4y = 0′′ ′ , а 1y  − частное решение неоднородного диф-
ференциального уравнения.  
Решим характеристическое уравнение 2λ + 3λ - 4 = 0 , производя в 

уравнении y + 3y - 4y = 0′′ ′  замену 2y = λ′′ , 1y = λ = λ′  и 0y = λ = 1. 
Тогда  

2

1,2
-3 ± 3 - 4 1 (-4) -3 ± 9 +16 -3 ± 25 -3 ± 5

λ = = = =
2 1 2 2 2

⋅ ⋅
⋅

. 

Откуда 1
-3 - 5 -8

λ = = = -4
2 2

 и 2
-3 + 5 2

λ = = = 1
2 2

. 

Если характеристическое уравнение имеет два различных дей-
ствительных корня 1λ  и 2λ , то общее решение соответствую-
щего однородного дифференциального уравнения второго по-
рядка с постоянными коэффициентами имеет вид 

1 2λ x λ x
1 2y = C e + C e . 

Следовательно, -4x x
0 1 2y = C e + C e  − общее решение однородного 

дифференциального уравнения второго порядка с постоянными коэф-
фициентами y + 3y - 4y = 0′′ ′ . 
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Найдем частное решение исходного дифференциального уравнения, 
которое будем отыскивать в виде: 2

1y = Ax + Bx + C, так как α = 0  не яв-
ляется корнем характеристического уравнения. Так как 1y = 2Ax + B′  и 

1y = 2A′′ , то, подставляя 1y′′ , 1y′ , 1y  в исходное уравнение, получим: 

( ) ( )2 22A + 3 2Ax + B - 4 Ax + Bx + C = -4x - 6x +19  

или  
( ) ( )2 2-4Ax + 6A - 4B x + 2A + 3B - 4C = -4x - 6x +19 . 

Откуда  
-4A = -4,

6A - 4B = -6,

2A + 3B - 4C = 19,







 и 

A = 1,

B = 3,

C = -2.







 

Следовательно,  
2 2

1y = Ax + Bx + C = x + 3x - 2  
− частное решение исходного дифференциального уравнения.  
Таким образом,  

-4x x 2
0 1 1 2y = y + y = C e + C e + x + 3x - 2  

− общее решение дифференциального уравнения. 
Ответ: -4x x 2

1 2y = C e + C e + x + 3x - 2 . 
 
№5. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

-5xy +10y + 25y = 6e′′ ′ . 
Решение. 

Исходное уравнение является неоднородным дифференциальным 
уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами и правой 
частью вида: αx

nP (x)e , где α = -5, nP (x) = 6  − многочлен степени n = 0. 
Общее решение дифференциального уравнения имеет вид: 

0 1y = y + y , где 0y  − общее решение однородного дифференциального 
уравнения y +10y + 25y = 0′′ ′ , а 1y  − общее решение неоднородного 
дифференциального уравнения.  
Решим характеристическое уравнение 2λ +10λ + 25 = 0 , производя в 

уравнении y +10y + 25y = 0′′ ′  замену 2y = λ′′ , 1y = λ = λ′  и 0y = λ = 1.  
Тогда 

2

1,2
-10 ± 10 - 4 1 25 -10 ± 100 - 100 -10 ± 0 -10 ± 0

λ = = = =
2 1 2 2 2

⋅ ⋅
⋅

. 

Откуда 1 2λ = λ = -5 . 
 
Если характеристическое уравнение имеет два равных дейст-

вительных корня 1 2λ = λ = λ  (кратный корень), то общее решение 
соответствующего однородного дифференциального уравнения 
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второго порядка с постоянными коэффициентами имеет вид 
( ) λ x

1 2y = C + C x e . 

Следовательно, ( ) -5x
1 2y = C + C x e  − общее решение однородного 

дифференциального уравнения второго порядка с постоянными коэф-
фициентами y +10y + 25y = 0′′ ′ . 
Заметим, что если характеристическое уравнение имеет два 

различных действительных корня 1λ  и 2λ , то общее решение со-
ответствующего однородного дифференциального уравнения 
второго порядка с постоянными коэффициентами имеет вид 

1 2λ x λ x
1 2y = C e + C e . 

Найдем частное решение исходного дифференциального уравнения, 
которое будем искать в виде: -5x 2 2 -5x

1y = Ae x = Ax e⋅ , так как α = -5 явля-
ется кратным корнем характеристического уравнения.  
Заметим, что если α  является одним из действительных корней ха-

рактеристического уравнения, то частное решение исходного диффе-
ренциального уравнения имеет вид: 

αx 1 αx
1y = Ae x = A x e⋅ . 

Так как 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 -5x 2 -5 x -5x 2 -5x 2 -5x
1y = A x e + Ax e = A 2x e + Ax -5e = A 2x - 5x e′ ′′ ⋅ ⋅ ⋅  

и 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 -5x 2 -5x -5x 2 -5x
1y = A 2x - 5x e + A 2x - 5x e = A 2 - 10x e + A 2x - 5x -5e =′ ′′′  

( ) ( ) ( )2-5x -5x 2 -5x= A 2 - 10x e + A -10x + 25x e = A 2 - 20x + 25x e , 

то, подставляя 1y′′ , 1y′ , 1y  в исходное уравнение -5xy +10y + 25y = 6e′′ ′ , по-
лучим:  

( ) ( )2 -5 x 2 -5x 2 -5x -5xA 2 - 20x + 25x e +10 A 2x - 5x e + 25 A x e = 6e⋅ ⋅  

или  

( )2 2 2 -5x -5xA 2 - 20x + 25x + 20x - 50x + 25x e = 6e , т. е. -5x -5x2Ae = 6e . 

Откуда 2A = 6 , т. е. A = 3 .  
Следовательно,  

2 -5x 2 -5x
1y = Ax e = 3x e  

− частное решение исходного дифференциального уравнения.  
Таким образом,  

( ) -5x 2 -5 x
0 1 1 2y = y + y = C + C x e + 3x e  

− общее решение дифференциального уравнения. 
Ответ: ( ) -5x 2 -5 x

0 1 1 2y = y + y = C + C x e + 3x e . 
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VIII. Решение практических заданий по теме: 
«Числовые и функциональные ряды» 

№1. Исследовать сходимость ряда: 

3
n=1

n + 5

n + 3n - 2

∞

∑  

Решение. 

Воспользуемся признаком сравнения.  

Общий член исходного ряда n
n=1

a
∞

∑ :  

n 3

n + 5
a =

n + 3n - 2
. 

Учитывая, что для больших значений n : 
3 3 2

n + 5 n 1
=

n + 3n - 2 n n
≈ , то срав-

ним исходный ряд с рядом n
n=1

b
∞

∑ , общий член которого равен 

n 2

1
b =

n
. 

Вычислим предел: 
3 2

2 3 2 3 3
n

3 3 3n + n + n + n +n
3 3 3

n 5n
+

a n + 5 n n + 5n n nlim = lim = lim = lim =
b 1n + 3n - 2 n + 3n - 2 n 3n 2

+ -
n n n

→ ∞ → ∞ → ∞ → ∞
⋅  

n +

n +
2 3 2 3n + n +

5 5
1+ 1+ lim 1+ 0n n= lim = = = 1 0
3 2 3 2 1+ 0 - 01+ - 1+ lim - lim
n n n n

→ ∞

→ ∞

→ ∞ → ∞

≠ . 

 

Так как значение предела не равно 0, то оба ряда являются сходящи-
мися или расходящимися.  

Заметим, что обобщенный гармонический ряд ∑ α
n=1

1

n

∞∞∞∞
 является 

сходящимся, если α > 1 и расходится, если α 1≤≤≤≤ .  

Так как ряд n 2
n=1 n=1

1
b =

n

∞ ∞

∑ ∑  сходится ( )α = 2 > 1 , то и исходный ряд сходится. 

Ответ: ряд сходится. 
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№2. Исследовать сходимость ряда:  

( ) 2n+1

3n-4
n=1

n + 5 3

2

∞ ⋅
∑ . 

Решение. 

Воспользуемся признаком Д’Аламбера. 
Определим na  и n+1a  члены ряда:  

( ) 2n+1

n 3n-4

n + 5 3
a =

2

⋅
 и 

( )( ) ( )

( )
( )2 n+1 +1 2n+3

n+1 3n-13 n+1 -4

n +1 + 5 3 n + 6 3
a = =

22

⋅ ⋅
. 

Вычислим предел: 

( )
( )

2n+3 3n-4 3n-4 2n+3
n+1

3n-1 2n+1 3n-1 2n+1n + n + n +n

n + 6 3a 2 2 3 n + 6
lim = lim = lim =

n + 5a n + 52 3 2 3→ ∞ → ∞ → ∞

   ⋅ ⋅⋅ ⋅     ⋅ ⋅  
 

2 2
n +

3 3n + n +

n +

n 6 6
+ 1+ lim3 n + 6 3 9 9 1+ 0 9n n n= lim = lim = = = > 1

n 5 5n + 5 8 8 1+ 0 82 2 + 1+ lim
n n n

→ ∞

→ ∞ → ∞

→ ∞

⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

Ряд расходится, так как значение предела больше 1. 
Заметим, что если значение предела меньше 1, то ряд сходится. 

Ответ: ряд расходится. 
 
№3. Исследовать сходимость ряда:  

( )
2

2

n6n+4

6n-5 n
n=1

11 n + 6

30 n

∞

∑ . 

Решение. 

Воспользуемся признаком Коши.  

Общий член ряда 
( )

2

2

n6n+4

n 6n-5 n

11 n + 6
a =

30 n
.  

Вычислим предел: 

( ) ( ) ( )
2

2

2 2

6n+4 4n 6+n n6n+4 n nn
nn

n 56n-5 n 6n-5 nn + n + n + n + 6- nnn n

11 n + 6 11 n + 6 11 n + 6
lim a = lim = lim = lim =

30 n
30 n30 n

→ ∞ → ∞ → ∞ → ∞
 

4
4

nn 6 n6 n
n +

56 5n + n +--
nn

n +

11lim11 11 n + 6 11 n + 6
= lim = lim =

n 30 n30
3030 lim

→ ∞
→ ∞ → ∞

→ ∞

     ⋅ ⋅ ⋅     
     
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n +

n +

4 6n nlim
6 6 6n 0

6 6

5 0n + n +lim -
n

11 11 6 11 11 6
= lim 1+ = lim 1+

30 n 30 n30
30

→ ∞

→ ∞

⋅

→ ∞ → ∞

 
        ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =                

 

 

6 6
611 1 11e

= e = < 1
30 1 30
   ⋅ ⋅   
   

, так как 11e 11 2,72 = 29,92 < 30≈ ⋅ . 

Ряд сходится, так как значение предела меньше 1. 
Заметим, что если значение предела больше 1, то ряд расходится. 

Ответ: ряд сходится. 
 

№4. Исследовать сходимость ряда:  

( )n-1

2
n=1

n + 2
-1

n + 4n +136

∞

∑ . 

Решение. 

Исходный ряд является знакочередующимся рядом ( )n-1
n

n=1

-1 a
∞

∑ , где 

n 2

n + 2
a =

n + 4n +136
. Воспользуемся следствием признака Лейбница о сходи-

мости таких рядов: если члены знакочередующегося ряда ( )∑
n-1

n
n=1

-1 a
∞∞∞∞

, 

na > 0 , монотонно убывают ( )n n+1a a≥≥≥≥ , начиная с некоторого номе-

ра 0n , и стремятся к нулю ( )→ ∞ n
n +
lim a = 0 , то ряд сходится. 

Очевидно, что n 2

n + 2
a = > 0

n + 4n +136
.  

Вычислим предел: 

2 2 2 2n + n +
n 2n + n + n +

2 22 2 2 n + n +

n 2 1 2 1 2
+ + lim + lim

n nn n n nlim a = lim = lim = =
4 136 4 136n 4n 136 1+ + 1+ lim + lim+ + n nn nn n n

→ ∞ → ∞

→ ∞ → ∞ → ∞

→ ∞ → ∞

 

0 + 0
= = 0

1+ 0 + 0
. 

 

Так как n 2

n + 2
a =

n + 4n +136
, то  

( )n+1 2 2 2

(n +1) + 2 n + 3 n + 3
a = = =

n + 2n +1+ 4n + 4 +136 n + 6n +141n +1 + 4(n +1) +136
. 

Решим неравенство: n n+1a a≥ , т.е. 
2 2

n + 2 n + 3

n + 4n +136 n + 6n +141
≥   
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Тогда ( )( ) ( ) ( )2 22 6 141 n + 3 n + 4n +136n n n+ + + ≥  и  

3 2n + 6n +141n +  
2 3 2+ 2n + 12n + 282 n + 4n +136n +≥  

2+ 3n + 12n + 408 . 
Следовательно, 

3 2 3 2n + 8n +153n + 282 n + 7n +148n + 408≥  и 2n + 5n - 126 0≥ . 
Разложим левую часть неравенства на множители. Для этого решим 

уравнение 2n + 5n - 126 = 0 , дискриминант которого равен 
2 2D = 5 - 4 1 (-126) = 25 + 504 = 529 = 23⋅ ⋅ .  

Откуда  

1
-5 - 23

n = = -14
2 1⋅

 и 2
-5 + 23

n = = 9
2 1⋅

. 

Таким образом, ( )( ) ( )n - -14 n - 9 0≥  или ( )( )n +14 n - 9 0≥  и неравенство 

n n+1a a≥  выполняется для любого натурального 0n n = 9≥ . 
Следовательно, исходный ряд является сходящимся. 
Ответ: ряд сходится. 

 
№5. Найти область сходимости степенного ряда:  

( )
n

n
n=0

x

6 n + 2

∞

∑ . 

Решение. 

Исходный ряд является степенным рядом вида n
n

n=0

c x
∞

∑ , где  

( )n n

1
=

6 n + 2
c . 

Тогда 
( )( ) ( )n+1 (n+1) n+1

1 1
c = =

6 n +1 + 2 6 n + 3
. 

Вычислим радиус сходимости степенного ряда: 

n+1
n

nn + n + n + n +n+1

n 3
+c 1 6 (n + 3) n + 3 n nR = lim = lim = 6 lim = 6 lim =

n 2c 1 n + 26 (n + 2) +
n n

→ ∞ → ∞ → ∞ → ∞

 
⋅ ⋅ ⋅  

 
 

n +

n +

3
1+ lim 1+ 0n= 6 = 6 = 6

2 1+ 01+ lim
n

→ ∞

→ ∞

⋅ ⋅ . 
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Следовательно, ( )-R,R , т.е. ( )-6,6  интервал сходимости ряда.  

Если, x =R = 6 , то получим ряд  

( ) ( )
n n

n n
n=0 n=0 n=0

x 6 1
= =

n + 26 n + 2 6 n + 2

∞ ∞ ∞

∑ ∑ ∑ , 

который расходится, как и гармонический ряд 
n=1

1
n

∞

∑ .  

Если, x =- R = -6 , то получим ряд 

( )
( )
( )

( )
( )

( )n n nnn

n n n
n=0 n=0 n=0 n=0

-6 -1 6 -1x
= = =

n + 26 n + 2 6 n + 2 6 n + 2

∞ ∞ ∞ ∞⋅
∑ ∑ ∑ ∑ . 

Полученный ряд сходится, как знакочередующийся ряд ( )n
n

n=0

-1 a
∞

∑ , где 

n
1

a =
n + 2

. Так как n
1

a = > 0
n + 2

, то 

n
n + n +

1
lim a = lim = 0

n + 2→ ∞ → ∞
, 

и  

0 1 2
1 1 1 1 1 1

a = = > a = = > a = = > ...
0 + 2 2 1+ 2 3 2 + 2 4

 

- монотонно убывающая последовательность. 
Таким образом, [-6,6)  − область сходимости степенного ряда. 
Ответ: [-6,6) . 
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