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Беларусь, Брест, БрГТУ

ОБ ОДНОЙ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ ФОРМУЛЕ

В теории суммирования рядов и интегралов Фурье одной из важных
задач является нахождение главного члена уклонения функций опреде-
ленного класса от ее линейных средних (операторов приближения) с рав-
номерной оценкой остатка относительно всего класса указанных функций.
Впервые такая задача была решена в 1932 году Е.В. Вороновской. Для
функций класса C2[0; 1] с помощью полиномов Бернштейна была доказа-
на следующая асимптотическая формула [1, с. 317]:

f(x)−Bn(f ;x) = −1
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n

)
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Обобщением результата (1) занимались многие математики, например:
С.Н. Бернштейн, И.П. Натансон, П.П. Коровкин, А.В. Ефимов и др.

Отправляясь от результатов из [2; 3] и формулы, полученной А.В. Ефи-
мовым [4, с. 94], найдены асимптотические представления типа Воронов-
ской обобщенных средних интегралов и сопряженных интегралов Фурье
выделенных классов функций.

Обозначим через W (2ρ+1)D (ρ – фиксированное целое неотрицательное
число) класс абсолютно интегрируемых на числовой прямой функций f
вместе со своими производными до порядка 2ρ+1 включительно, причём
|f (2ρ+1)(t)| 6 D < +∞.

Видно, что все производные до порядка 2ρ включительно, а также
сама функция f(t) принадлежат классу Липшица порядка α = 1 [8]. Тогда
для функций введенного класса W (2ρ+1)D cправедливы представления
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π
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2
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2

)
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где m = 0, 1, ..., 2ρ [9; 10].
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Введём обобщённые средние сопряжённого интеграла Фурье.

Uσ(f ;x) = −1

π

σ∫
0

K(σ, u)du

∞∫
−∞

f(t) sin u(x− t)dt, (4)

где

K(σ, u) :=
∞∑
m=0

am(σ)
(u
σ

)m
(5)

есть сумма или абсолютно сходящийся ряд по степеням u
σ , 0 6 u 6 σ,

σ > 0. При этом коэффициенты am(σ) таковы, что ряд

Aσ := a0(σ) +
∞∑
m=1

m|am(σ)| (6)

сходится.
Справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Если f ∈ W (2ρ+1)D, то
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Aσ, (7)

где Bσ,ρ = O(1),

Jσ,ρ(x) :=
1

π

∞∫
0

Φ(2ρ+1)
x (t)

sinσt

t
dt,

Φ(2ρ+1)
x (t) := f (2ρ+1)(x+ t)− 2f (2ρ+1)(x) + f (2ρ+1)(x− t).

Доказательство. Учитывая равенство (5), представим оператор (4)
в виде ряда:

Uσ(f ;x) =
∞∑
m=0

am(σ)

σm
V m(f ; x), (8)

где

V m(f ;x) = −1

π

σ∫
0

umdu

∞∫
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f(t) sin u(x− t)dt. (9)
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Обозначим

rm(f ;x) = −1

π

∞∫
σ

umdu

∞∫
−∞

f(t) sin u(x− t)dt. (10)

Тогда из равенств (2), (3), (9), (10) будем иметь:

V 2ν(f ;x) = (−1)νf (2ν)(x)− r2ν(f ; x) (11)

и
V 2ν−1(f ;x) = (−1)ν+1f (2ν−1)(x)− r2ν−1(f ;x). (12)

Далее проводим оценку rm(f ;x) при m < 2ρ + 1 и V m(f ;x) при
m > 2ρ+ 1, получим

rm(f ;x) =
(−1)ρ+1

σ2ρ+1−mJσ,ρ(x) +
m+ 1

σ2ρ+1−m

(
O(w2(1/σ; f

(2ρ+1))) +Bσ,ρ

)
(13)

и

V m(f ; x) =
(−1)ρ

σ2ρ+1−mJσ,ρ(x) +
m+ 1

σ2ρ+1−m

(
O(w2(1/σ; f

(2ρ+1))) +Bσ,ρ

)
. (14)

С учётом представлений (11)-(12) и оценок (13)-(14) приходим к спра-
ведливости заключения теоремы.

Следствие 1. Если f ∈ W (2ρ+1)D и удовлетворяет условию Гельдера
порядка α ∈ (0; 1), то в формуле (7) :

Bσ,ρ = O

(
1

σα

)
и O(w2(1/σ; f

(2ρ+1))) = O

(
1

σα

)
.

Следствие 2. Для методов суммирования, у которых
∞∑
m=0

am(σ) = 0,

например для средних Зигмунда с K(σ, u) = 1−um/σm, слагаемое с мно-
жителем Jσ,ρ(x) в формуле (7) будет отсутствовать. В случае выпол-
нения условий следствия 1 будем иметь

Uσ(f ;x) = f(x) +O

(
1

σ2ρ+1+α

)
, σ > 2ρ+ 1. (15)
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