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Окончательно, с помощью (25), (28) из (26) и (27), будем 
иметь следующую систему уравнений термоупругости куби-
чески анизотропного тела в плоскости 0x2 =′ : 
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С помощью (29) можно получить аналогичным образом 
уравнения движения в плоскости 0x1 =′ ; в плоскости 

0x3 =′  система  (29) принимает вид системы уравнений (20), 
(21).  

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Системы уравнений (20), (21) и (28) имеют явный вид и 

позволяют подробно исследовать закономерности распро-
странения термоупругих волн и изменение термоупругой 
энергии в кубически анизотропных телах, а также выяснить 
характер взаимосвязи теплового и механического полей. Осо-
бенно целесообразным, в контексте обобщенной теории теп-
лопроводности (ввиду малости промежутка времени τ), явля-
ется применение метода характеристик. Результаты, получен-
ные с его помощью, представляют собой выражения для ско-
ростей распространения волн высокой частоты (~109÷1011 
Гц), что дает возможность исследовать влияние времени ре-
лаксации теплового потока τ на распространение термоупру-
гих волн в зависимости от угла наклона нормали к характери-
стической поверхности. 
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УДК 539.3 

Босяков С. М. 

ПОВЕРХНОСТИ ХРАКТЕРИСТИК В ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ КУБИЧЕСКИ АНИ-
ЗОТРОПНЫХ СРЕДАХ 

 
При изучении упругих волн, распространяющихся в неко-

торых материалах, необходимо учитывать пьезоэлектриче-
скую связь между их упругими и электрическими свойствами. 
Распространение плоских волн в анизотропных средах  с уче-
том пьезоэлектрического эффекта рассмотрено, в частности, в 
известных монографиях [1, 2]. В стороне от внимания ученых 
осталось применение метода характеристик [3 – 5] для иссле-
дования нестационарных процессов в кубически анизотроп-
ной среде с учетом связи между электрическими и упругими 
свойствами. Данная работа в определенной степени компен-
сирует этот пробел. 

Следует отметить, что даже в сильных пьезоэлектриках 
взаимодействие между упругими и электромагнитными вол-
нами оказывается слабым из-за большой разности соответст-
вующих скоростей [1]. Поэтому распространение волн можно 
рассматривать независимо, в квазистатическом приближении. 
В этом случае разрешающая система уравнений движения 

включает уравнения движения анизотропной среды и уравне-
ние Пуассона для непроводящей среды [1, 2]. Имеем 
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где jkle  - пьезоэлектрические модули, S
jkε  - диэлектрические 

проницаемости, ijklA  - упругие постоянные анизотропной 

среды, ( )321 u,u,uu =


 - вектор перемещений, ρ - плот-
ность, Ф – электрический потенциал, 
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Для кубически анизотропных сред уравнения (1) прини-
мают вид [1, 2]: 
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(2) 
Будем считать электрический потенциал Ф непрерывно диф-
ференцируемой функцией и начальные данные к системе (2) 
зададим на плоскости t=0 [3-5] 
 ( )321i0ti x,x,xfu =

=
,    ( )321i0ti x,x,xu ϕ=

=
 , (3) 

Если система (4) совместно с данными (3) не позволяет 
определить все частные производные второго порядка по t, то 
плоскость t=0 является характеристической [5]. В общем 
случае начальные данные (4) зададим на поверхности 

( ) constx,x,x,tZ 321 =  и перейдем к новым переменным 
по следующей схеме [3-5] 
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Подставим (4) в (3) и выпишем те члены, которые содер-
жат производные второго порядка 
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Исключим из системы (5) частную производную от электри-
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Условием нахождения уравнения характеристической по-
верхности системы (2) является невозможность определения 

производных 2
i
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Z
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, 3,1i =  из (6), что эквивалентно равен-

ство нулю определителя, составленного из коэффициентов 
при этих производных [5]: 

 0det ij =ω , (6) 

где 

( ) ,
g

ppe4pAAgA 2

2
l

2
k

S

2
2
i42

2
4ii ε

εω ++++=

( )ij 2 4 i jA A p p ,ω = +  3,1lkji =≠≠≠ . 

Из (6) следует: 
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( )2126 AAbb += ε . 
С учетом того, что скорость распространения поверхности 

разрыва определяется как 
g
pV 0−= , а направляющие коси-

нусы нормали к характеристической поверхности 

3,1k,
g
pcos k

k ==α  [5], из (7) получим следующее 

уравнение 
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Уравнение (8) учитывает пьезоэлектрическую связь меж-
ду механическим и электрическим полями, которая имеет 
место при распространении упругих волн в определенных 
кубически анизотропных материалах (таблица 1), и позволяет 
найти скорость распространения поверхности разрыва в зави-

симости от углов 3,1k,k =α . 
Приведем (8) к следующему виду 

 ( ) 0q*yp*y 3 =++ ∗∗ . (9) 
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Здесь ( ) 3GGp
2

12
∗∗∗ −= , 

( ) ∗∗∗∗∗ +−= 321
3

1 G3GG27G2q , 
2

41 VA3G*y ρ−+= ∗ . 
Решение приведенного кубического уравнения (9) отно-

сительно скоростей распространения поверхностей разрыва 
наиболее легко найти в направлениях осей симметрии четвер-

того ( )0coscos,1cosL 321
4 === ααα , третьего  

( )31coscoscosL 321
3 === ααα  и второго 

( )0cos,21coscosL 321
2 === ααα  порядка [6]. 

Соответственно этому будем иметь 
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Как следует из (11) и (12), в направлении оси 4L  упругие 
волны не взаимодействуют с электрическими полями, тогда 

как в направлении оси 3L  продольная и поперечные волны 
являются пьезоактивными. При распространении упругих 
волн в направлении оси симметрии второго порядка пьезо-
электрический эффект оказывает влияние на распространение 
одной из квазипоперечных волн. В таблице 2 приведены зна-
чения скоростей пьезоактивных волн для германата висмута и 
арсенида галлия, а также величина относительного изменения 
скоростей упругих волн при учете пьезоэффекта. 
 
Таблица 2 – Скорости распространения поверхностей разрыва 

(в скобках указаны соответствующие значения 
скоростей в отсутствии пьезоэлектрического 
эффекта). 

 

Материал 

Скорости вдоль 3L , м/с Скорости вдоль 
2L , м/с 

1V  1∆ , 
% 

2V  2∆ , 
% 

2V  3∆ , % 

Германат 
висмута 

3263.01 
(3241.79) 

0.66 
2129.33 

(2107.61) 
1.03 

1753.06 
(1662.15) 

5.47 

Арсенид 
галлия 

5400.55 
(5398.51) 

0.04 
2797.90 

(2795.28) 
0.09 

3352.96 
(3345.56) 

0.22 

 
Для расчета фазовых скоростей распространения квазипро-
дольной и квазипоперечных волн в любых других направле-
ниях решение уравнения (9) запишем с помощью тригоно-
метрических формул [7]. Будем иметь 

 
Таблица 1 – Упругие константы, плотности и пьезоэлектрические модули некоторых кубически анизотропных сред. 
 

Материал Упругие константы,  
х1010 Па 

Плотность, 
ρ кг/м3 

Пьезоэлектрический 
модуль е, Кл/м2 

Диэлектрическая про-

ницаемость Sε , х10-11 
Ф/м 1A  2A  4A  

Германат 
висмута 12.8 3.05 5.94 9230 0.99 34.2 

Арсенид 
галлия 11.88 5.38 5.94 5307 -0.16 9.73 

 

 
 

а. Поверхность 1R . 
 

б. Поверхность 2R . 
 

в. Поверхность 3R . 
 

Рисунок 1 – Германат висмута. Поверхности обратных скоростей (с/м).  
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qarccosΛ . Зависимости скоро-

стей kV  от угла наклона характеристической нормали на-
глядно отражают поверхности концов векторов рефракции 
(обратных скоростей) kk V1R = , которые легко построить 

в сферической системе координат ( ) 3,1k,,,Rk =ϕθ , 

полагая в (10) θϕα cossincos 1 = , θϕα sinsincos 2 = , 

ϕα coscos 3 =  (рисунок 1). 

Из (13) и рисунка 1 следует, что скорость 1V  превышает ско-

рости 2V  и 3V , поэтому будем считать, что поверхность 1R  

характеризует квазипродольную волну, поверхности 2R  и 

3R  соответствуют квазипоперечным волнам [4]. Учитывая 
тот факт, что скорость переноса энергии в каждой точке нор-
мальна к поверхности обратных скоростей, при распростра-
нении квазипоперечных волн можно предполагать возникно-
вение лакун [1, 4]. 

Чтобы построить волновые поверхности квазипродольной 
и квазипоперечных волн, найдем образующие их бихаракте-
ристики. Для этого уравнение (7) приведем к следующему 
виду: 
 0qpyy3 =++ , (14) 

где ( ) 3GGp 2
12 −= , ( ) 321

3
1 G3GG27G2q +−= , 

2
0

2
41 pgA3Gy ρ−+= . 

Решение (14) относительно 0p  запишем также с помощью 
тригонометрических формул [7]: 

 

 
 

а. Поверхность 1L . 

 
 

б. Поверхность 2L . 

 
 

в. Поверхность 3L . 
 

Рисунок 2 – Германат висмута. Волновые поверхности квазипродольной и квазипоперечных волн (при построении волновых фро
тов принимаем t=1, значения указаны в м). 

 

 
 

а. Поверхность 1L . 

 
 

б. Поверхность 2L . 

 
 

в. Поверхность 3L . 
 

Рисунок 3 – Арсенид галлия. Волновые поверхности квазипродольной и квазипоперечных волн (м). 
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Уравнения бихарактеристик получим в результате интег-
рирования следующей системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений [3-5] 
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Как следует из (15), правая часть (16) является однородной 
функцией нулевого порядка относительно 321 p,p,p  и не 

зависит от времени t [5], поэтому 
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В формулах (18)-(20) учтено, что 3,1j,cosgp jj == α . 

Бихарактеристики (18) позволяют определить совокуп-

ность точек ( ) ( ) ( )( )k
3

k
2

k
1 x,x,x , до которых к данному моменту 

времени t дошла энергия волнового возмущения, и построить 

поверхности фронтов 3,1k,Lk =  квазипродольной и 
квазипоперечных волн, распространяющихся из точечного 
источника по всем направлениям [4, 6] (рисунок 2). 
Как следует из рисунка 2, при распространении квазипопе-
речных волн 2L  и 3L  возникают лакуны в виде перекры-

вающихся полос, причем на поверхности 3L  существуют 
такие участки, где одновременно перекрываются три лакуны.  

Отметим, что германат висмута относится к кубически 
анизотропным материалам, для упругих постоянных которых 
выполняется неравенство 0A2AA 421 <−− , тогда как 
для упругих постоянных арсенида галлия 

0A2AA 421 >−−  (таблица 1). Этим можно объяснить тот 

факт, что соответствующие волновые фронты 3,1k,Lk =  
поверхностей разрыва  в арсениде галлия и германате висмута 
существенно отличаются друг от друга (рисунки 2, 3). 
Шесть лакун, образующихся при распространении квазипо-
перечной волны 3L  в арсениде галлия, имеют вид конусов, 

поэтому их можно охарактеризовать телесным углом Y, со-
держащим основание лакуны. Для этого рассмотрим сечение 
волновой поверхности 3L  плоскостью 0x3 = , (аналогич-

ный результат получим сечением поверхности 3L  плоско-

стями 0x1 =  или 0x2 = , рисунок 4). 
 

 
Рисунок 4 – Арсенид галлия. Сечение волновой поверхности 

3L  плоскостью 0x3 = . 
 

Расчет, проведенный для арсенида галлия, показывает, 

что в плоскостях 3,1k,0xk ==  угол ϕ составляет 

12
о
30

’
. Выражение для определения телесного угла, содер-

жащего лакуну, запишем в следующем виде 
 ( )ϕπΥ cos12 −= . (21) 

Из (21) для арсенида галлия будем иметь Y = 0.149 стера-
диан. 

Углы лакун ϕ, возникающих при распространении квази-
поперечных волн в германате висмута, можно легко рассчи-
тать в сечениях соответствующих волновых поверхностей 

плоскостями 3,1k,0xk == . Однако, как следует из ри-
сунка 2б, этого будет недостаточно для описания лакун, по-
этому необходимо обратится к другим сечениям волновых 
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поверхностей, например, к сечениям плоскостями, поверну-

тыми относительно 0xk =  на 45
0

 [1]. 
Отметим, что бихарактеристики (16) являются также со-

ставляющими групповых скоростей распространения поверх-
ностей разрыва [3-5] 

 
( )

∑
=












∂
∂

=
3

1j

2

j

k
0

k p
pP . (22) 

Также как и в случае с фазовыми скоростями наиболее легко 

определить скорости kP  в направлениях осей симметрии 

кубически анизотропного тела. Расчет, проведенный для гер-
маната висмута и арсенида галлия, показывает, что в направ-

лениях осей 34 L,L  и 2L  фазовые скорости совпадают с 

групповыми, то есть 3,1k,PV kk == . Для других направ-

лений характеристической нормали распределение скоростей 

kP  распространения квазипродольной и квазипоперечных 

волн наглядно характеризуют поверхности групповых скоро-
стей (рисунок 5). 

Следует отметить, что в существующей литературе [4, 6] 
поверхностями групповых скоростей (поверхностями луче-
вых скоростей или лучевыми поверхностями) принято счи-

тать волновые поверхности kL  (рисунки 2, 3), так как kL  

является геометрическим местом концов векторов групповых 
скоростей для всевозможных направлений в анизотропной 

среде. Однако определение угла наклона вектора kP  в систе-

ме координат ( )321 x,x,x  волновой поверхности kL  крайне 

сложно и предусматривает предварительный расчет углов 

наклона вектора kP  (с помощью соотношений (16)) по за-

данным углам наклона 321 ,, ααα  нормали к характеристи-

ческой поверхности. Поэтому целесообразно рассматривать 

поверхности kP  в качестве поверхностей групповых скоро-

стей, так как они представляют собой геометрическое место 

концов векторов kP , но их положение определяется углами 

3,1k,k =α . 

В заключение отметим, что среди поверхностей группо-

вых скоростей kP , поверхностей концов векторов рефракции 

kR  и поверхностей волновых фронтов 3,1k,Lk =  непо-

средственный физический смысл имеют поверхности kL , 

которые лишь масштабом отличаются от реальных поверхно-
стей волновых фронтов, распространяющихся из точечного 
источника по всем направлениям [4, 6]. 
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а. Германат висмута. 
Поверхность групповой скорости 2P . 

 
 

б. Арсенид галлия.  
Поверхность групповой скорости 3P . 

 
Рисунок 5 –  Поверхности групповых скоростей (м/с). 

 




