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Как видим из рис. 5, графики u(Q) близки по форме графикам q(Q). 
В случае, когда компоненты нагрузки возрастают непропорциональ-

но, выражения для WР, dWР могут быть записаны в форме, аналогич-

ной приведенной выше. Например, если при некотором уровне нагрузки 

Q=Q0 происходит догружение системы несколькими силами и они 

нарастают пропорционально одному параметру Q1, то выражения для 

Uk с учетом Pm=Pm0+∆Pm  и определения (4) примут вид: 
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Критерием разрушения является достижение в одном из стерж-
ней установленной предельной деформации либо потеря устойчиво-
сти в каком-либо сжатом стержне. 

После перехода материала за предел текучести при увеличении 
нагрузки перемещения нарастают очень быстро и достигают вели-
чин, при которых изменения геометрии фермы должны учитываться 
при определении действующих усилий в стержнях. Учет этого обсто-
ятельства, как и учет больших деформаций материала, принципи-
альных осложнений не встречает. Более существенным моментом в 
проведенных расчетах является тот факт, что деформация стержня 
принята однородной по длине и локализация течения материала в 
местах возможного образования “шейки” игнорируется. Характер 
такого вида течения зависит от формы сечения и для своего описа-
ния требует использования дополнительных данных. В связи с этим 
проведенные расчеты в области неупругого поведения материала 
конструкции носят оценочный характер. 
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НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ ФЕРМЫ 
ИЗ РЕОНОМНОГО УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКОГО МАТЕРИАЛА 

 

Введение. Уравнения типа Максвелла с нелинейной вязкостью 
позволяют описывать поведение реономных материалов в различ-
ных режимах – при ползучести, релаксации, деформировании или 
нагружении с постоянной скоростью, ударных и переменных нагруз-
ках и др. [1–3]. Уравнения течения могут быть дополнены уравнени-
ем развития поврежденности, что позволяет оценивать долговеч-
ность материала при заданных воздействиях [4]. 

Далее рассматривается упругопластический материал, деформа-
ция которого включает только мгновенно-обратимую и остаточную ком-
поненты, а запаздывающе-обратимая часть деформации отсутствует. 

 

Поведение фермы под действием силовой и тепловой 
нагрузки. В соответствии с кинетическими представлениями о про-
цессах течения и развития поврежденности скорости структурных 
превращений в материале в зависимости от температуры и внешних 
силовых воздействий, выраженных через макронапряжения в точке 

тела, в целом подчиняется экспоненциальному закону exp((U0 - 
α ·σ )/kθ), где k,θ – постоянная Больцмана и абсолютная темпе-

ратура, а U0 и α ·σ  трактуются как исходный уровень энергии 

активации и ее снижение при наличии упругих деформаций решетки. 
Однако результаты обработки экспериментальных данных показы-
вают, что для адекватного описания особенностей поведения реаль-

ных микронеоднородных материалов структурные параметры U0 и 

α  следует принимать зависящими от вида напряженного состояния 

и температуры, что связано со сложным характером процессов пе-
рестройки структуры, сопутствующей нагружению [2–4]. Наличие 
участка упрочнения материала на диаграмме растяжения (ДР) тре-

бует введения зависимости энергии активации от достигнутой де-
формации. 

Уравнение течения для случая одноосного нагружения имеет вид 

 
d d
dt Edt
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η
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где ε , σ , E, G –деформация, напряжение, модули упругости пер-

вого и второго рода; η  – вязкость материала, Т= ТO·ехр(U/kθ) – 

время релаксации процессов формоизменения структурных элемен-

тов среды; U – энергия активации, ТO – временная константа, с 

использованием которой определяется начальный уровень энергии 

активации U0. Далее аргумент U/kθ представлен как U0 – α ·σ  
+F( ε , σ ), а для функции F( ε , σ ), служащей для описания фор-

мы достигаемого упрочнения на разных скоростях и температурах, 
использована зависимость  
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Структурные параметры U0, α , β  зависят от температуры и 

определены с учетом данных таблицы 1, а m=4 – константа, отра-

жающая форму участка упрочнения. Использовано также условие, 

что на диаграмме растяжения производная d σ /d ε =Е/2 при 

σ =0.75 Tσ , что соответствует методике определения предела 

пропорциональности материала. 
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Таблица 1 

ТИ -200 -196 -100 0 20 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 

Е·10-5 2.30 2.29 2.25 2.2 2.2 2.1 2.05 1.9 1.8 1.55 1.2 0.85 0.5 0.2 0.1 0.1 0.15 

Bσ  830 820 585 470 450 415 410 415 340 245 180 130 90 75 47 30 20 

Tσ  790 770 440 290 280 240 230 170 150 140 110 90 70 50 20 15 10 

pε  1.0 1.5 16 32 34 31 28 29 39 40 39 39 51 55 63 59 64 

 

 

Рис. 1. Расчетные диаграммы растяжения ( )σ ε  и поврежденности ( )ω ε  стали 20 в режиме Vε =const (а) и Vσ =const (б) для заданных 

температур 
 

Для описания поврежденности материала 0≤ω≤1 использова-
но уравнение [4] 

 ( )
B

d
ν 1 exp

dt 1
ω σ γσ = − ω  σ − ω 

, (2) 

где ν – частотный параметр, который, как и для процесса течения 

материала, определяется через константу времени и энергию акти-
вации разрушения структурных связей, γ  – структурный параметр, 

характеризующий уменьшение энергии активации разрушения свя-
зей при наличии внешнего воздействия. Соответствующие числовые 
характеристики можно получить, используя данные о зависимости 
длительной прочности от температуры испытаний. В [2] указано, что 
эти зависимости соответствуют зависимостям, найденным при опи-
сании ползучести материала при постоянных напряжениях. Поэтому 
в данной работе для описания энергии активации процесса разру-

шения связей использованы построенные функции U0(θ) и α (θ) с 

той только разницей, что вместо константы Т0 подобран одинако-

вый для всех температур временной параметр Т00≠Т0, что приме-

нительно к реальным структурнонеоднородным материалам пред-
ставляется естественным с физической точки зрения, поскольку 
период времени разрушения связей на поверхности микроэлемента 
структуры составляет малую долю времени, необходимого на по-
следующую трансформацию его формы. 

Предполагая применить далее уравнения Максвелла к расчету 
фермы в условиях изменяющейся температуры, воспользуемся 
известными результатами испытаний стали 20 [5–7]. Ниже в таблице 
1 для температуры -200ОС÷0ОC протабулированы данные из [5], для 
0ОC – 900ОC приняты справочные данные по [6–8]. В таблице обо-

значено: ТИ – температура испытаний (ОС), E, Bσ , Tσ  – соответ-

ственно модуль упругости, пределы прочности и текучести (МПа), 

pε  – деформация на момент разрыва (%). 

В целом данные являются иллюстративными, поскольку термо-
обработка материала могла быть неодинаковой. Кроме того, кон-
кретные диаграммы растяжения и разброс механических характери-
стик в [5–8] не приведены, поэтому для расчетного построения ДР 
приходится делать некоторые дополнительные предположения. В 
частности, для всех температур испытаний приняты одинаковыми 

деформация в конце площадки текучести 
ПТ

ε =1.5%, деформация 

на уровне предела прочности 
В

ε =0.2, скорость деформирования 

Vε  =3·10-3 с-1 (из интервала стандартных). 

Расчетные диаграммы растяжения и поврежденности материала 

для режима Vε =3·10-3с-1  и режима Vσ =Vε ·Е для табличных зна-

чений температуры приведены на рис. 1. 

Уровни пределов текучести и прочности для режима Vε =const 

совпадают с указанными в таблице. Пунктиром отмечены части по-
строенных ДР, которые выходят за реализующиеся эксперимен-
тально значения деформаций. С учетом принятых при построении 
ДР допущений и возможного разброса экспериментальных данных 
можно сказать, что описание диаграмм вполне адекватно реально-

сти. Сравнительно с режимами Vε =const, для режимов Vσ =Vε ·Е 

характерным является наступление разрушения при деформациях 
более низкого уровня, но с более высокими значениями напряжений, 
причем поврежденность материала при всех рассмотренных темпе-

ратурах достигает своего предельного значения ω=1.0 (разрыв). В 

обоих случаях из общей картины выпадают только диаграммы для 

Т=-200 ОС и Т=-196 ОС.  

В [9] в геометрическилинейной постановке рассмотрена задача о 
перемещениях фермы из склерономного материала за пределом 
упругости в условиях пропорционального нагружения. Решение по-
строено с использованием принципа возможных перемещений и поня-
тия дополнительной работы. Ферма показана на рис. 2. Исходные
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Рис. 2. Схема фермы и спектры усилий в стержнях при α =300 (а) и α =1200 (б) 

 

величины нагрузок Pj0 приняты равными: P2X=10, P2Y=20, P3X=15, 

P3Y=15, P5X=20, P5Y=10 (КH), площади поперечных сечений стерж-

ней Ai=4·10-4м2, координаты точек А и В – xА=yA=0, xB=6, yB=2(м). 

Существенное различие спектров усилий в стержнях фермы для 
различных углов установки подвижной опоры говорит о необходимо-
сти оптимизации этого угла применительно к конкретной конфигура-
ции действующей нагрузки. 

При склерономном подходе деформации однозначно соответ-
ствуют уровню нагрузки. Особенности поведения конструкции с уче-
том реономных свойств материала рассматриваются ниже примени-
тельно к ферме с углом установки стержневой опоры α =1200. Рас-

смотрено несколько случаев нагружения – постоянная скорость воз-

растания внешней нагрузки при Т=20ОС, ползучесть при температу-

ре Т=5000С, ползучесть под такой же нагрузкой при линейновозрас-

тающей температуре (имитация условий распространения пожара).  
При решении задачи вместо понятия дополнительной работы, 

используемой при определении перемещений в конструкциях из 
склерономных материалов, использовано понятие дополнительной 

мощности деформирования W. Удельная дополнительная мощ-

ность определяется как w = εσ& , что при условии 0σ =&&  для ма-

териала в объеме всей фермы дает приращение скорости измене-
ния дополнительной мощности в виде 

i i i i
i

dW L A d= ε σ∑ & ,   d σ i=dSi / Ai, 

где Li – длина стержня, Ai – площадь сечения, i – индекс суммиро-

вания по стержням. 
В условиях пропорционального нагружения и геометрически ли-

нейной постановке задачи соотношения между усилиями в стержнях 
фермы не изменяются, и их можно однозначно выразить через 
внешние нагрузки по формулам  

i ij j ij j0 T
j j

S P P Q= α = α ψ∑ ∑  = ij j0 T
j

P Qα ψ∑ , 

где ijα  – коэффициенты влияния от соответствующих единичных 

сил, j – последовательные индексы сил, Q(t)>0 – безразмерный 

параметр нагружения, обозначающий относительный уровень 
нагрузки сравнительно с некоторой величиной, условно принятой за 
единицу. Эта величина может, например, соответствовать достиже-
нию предела текучести материала в наиболее нагруженном стержне 

конструкции ( maxiσ = σ ) при заданном уровне температуры, что 

эквивалентно использованию для корректировки нагрузок поправоч-

ного коэффициента max/T Tψ = σ σ . Обозначив через VQ=dQ/dt 
скорость изменения Q, усилие в любом стержне можно записать в 

виде Pj(t)=P0jψТQ(t), где далее принято Q(t)=Q0+VQ·t, 
Q0=Q(0), VQ=const. 

Тогда для dW имеем 
2

2i
ij j max

i ji i

L Q Q
dW p P dQ

A E

  
= α ⋅ +   η   
∑ ∑

&

,   
0j

j
max

P
p

P
= , 

где Pmax – модуль максимальной из приложенных сил (в нашем 

случае Pmax=20 КН). 

Скорость изменения дополнительной мощности представляется как 

 

,

2

2i
ij j max Q

i ji i

2

2 2 упр вязк0i
ij j max Q k k

i ji i

L Q Q
W p P V

A E

t tL 1
p P V W W

A E η

  
= α + =   η   

   +
= α + = +   

  

∑ ∑

∑ ∑

&
&

& &

(3) 

где t0=Q(0)/VQ. 

Скорость перемещения какой-либо k-ой узловой точки фермы 

определяется через производную dW/dPk: 

 

max

max .

i
k ik ij j

i ji i

упр вязк0i
ik ij j Q k k

i ji i

L Q Q
V p P

A E

t tL 1
p P V V V

A E η

 
= α α + = η 

 +
= α α + = + 

 

∑ ∑

∑ ∑

&

 (4) 

Далее путем численного интегрирования находим величину смеще-

ния точки в направлении приложенной силы Pk. Поскольку в уравнениях 

Максвелла с нелинейной вязкостью скорость деформации и напряжение 
не связаны однозначной зависимостью (в отличие, например, от степен-
ного закона ползучести), при использовании уравнений (1) необходимо 
проводить их интегрирование для каждого стержня, чтобы определить в 
нем текущие значения деформации и вязкости материала. 

На рис. 3а для режима нагружения V V Eσ ε= =const=660 МПа/сек 

при температуре 200С приведены зависимости ( )σ ε  для стержней 

фермы и величина ( )ω ε  в стержне 11. Работоспособность кон-

струкции нарушается в связи с достижением предельной
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а)       б)  
Рис. 3. Напряжения в стержнях, перемещение точки К и поврежденность в стержне 11 в зависимости от деформации этого стержня: а) 

Vσ =660 МПа/сек, б) Vσ =6.60МПа/сек 
 

 
Рис. 4. Рост деформации и поврежденности при ползучести в изотермическом режиме Т=5000С 

 

 
Рис. 5. Рост деформации и поврежденности при ползучести в неизотермических режимах 

 

поврежденности ω =1.0 в поперечном сечении стержня. Расчетный 

уровень нагрузки разрушения составил Q≈4.28 при напряжении в 

материале стержня σ ≈1200 МПа, деформации pε ≈0.10 и верти-

кальном перемещении точки К uк≈1.9 м (3.3 см при Q≈0.89), время 

до разрушения tp≈1.8 сек. С уменьшением скорости нагружения 

разрушающая нагрузка падает, а деформативность и долговечность 

конструкции возрастают. Например, для Vσ =66.0 МПа/сек получаем 

Q≈3.23, σ ≈900 МПа, pε ≈0.14, tp≈14 сек, для Vσ =6.60 МПа/сек – 

Q≈2.27, σ ≈640 МПа, pε ≈0.26, tp≈96 сек (рис. 3б). 

На рис. 4–5 приведены кривые роста деформации и поврежден-
ности наиболее нагруженного стержня 11 при ползучести под дей-
ствием постоянной нагрузки, вызвавшей в нем напряжение 

σ ≈0.89 Tσ , в изотермическом режиме Т=5000С и при росте темпе-

ратуры с постоянной скоростью TV >0. Скорости TV  выбраны таки-

ми, что время нарастания температуры стержней от исходного уров-

ня Т=200С до Т=10200С составит 5, 10, 20, 30 минут (режимы “а-г” 

соответственно). Можно отметить, что на момент потери работоспо-

собности системы при этих TV   температуры достигли значений 

875, 795, 648, 515 градусов. Работоспособность конструкции нару-
шается за весьма незначительный промежуток времени, который, 

как и уровень достигнутых деформаций, уменьшается с ростом ско-
рости нагрева. В противоположном направлении скорость нагрева 

влияет на поврежденность материала, так что при некоторой TV  

возникает переход от случая нарушения работоспособности систе-
мы из-за появления в ней недопустимых деформаций к случаю пря-
мого нарушения ее целостности. В этом смысле поведение кон-

струкции при изменении Vσ  и TV  однообразно – рост скоростей 

Vσ  и TV  способствует “охрупчиванию” материала. 

Как и в [9], проведенные расчеты носят качественный характер, 
поскольку соответствуют геометрическилинейной постановке задачи 
(расчет по недеформированной схеме). 

Из (3)–(4) видно, что отношения полной и упругой составляющих 

скоростей движения точки k и соответствующих мощностей можно 

представить в простой форме 

 
( )вязк

0k k
k упр упр

Vkk k

E t tV V
v 1 1

V V

+
= = + = +

η
, 

 
( )вязк

0
w упр упр

w

E t tW W
q 1 1

W W

+
= = + = +

η

& &

& &
, (5) 

где 

Ре
по
зи
то
ри
й Б
рГ
ТУ



Вестник Брестского государственного технического университета. 2016. №1 

Строительство и архитектура 46 

 

i
ik ij j

i ji i
V

iVk
ik ij j

i ji

L 1
p

A1
L

p
A

α α
η

ρ = =
η α α

∑ ∑

∑ ∑
, 

 

2

i
ij j

i ji i
W 2

w i
ij j

i ji

L 1
p

A1

L
p

A

 
α  η ρ = =

η  
α 

 

∑ ∑

∑ ∑

 (6) 

– величина средней текучести конструкции по скорости, приведенная 

к точке k, в данный момент времени и величина средней текучести 

по мощности. Из сравнения выражений, входящих в (5) и (6), следу-

ет, что величины vk и qw не пропорциональны друг другу. 

Если дополнительную мощность W предварительно привести к 

безразмерному виду путем деления ее на некоторое значение, соот-

ветствующее, например, значению Q=1, то производная 

q=dW/dQ также станет безразмерной, а величины Q и q будут 

представлять собой обобщенную силу и обобщенное перемещение, 
удобно характеризующие поведение фермы под заданной нагрузкой. 

 

Заключение. Совместное использование реологических урав-
нений течения и развития поврежденности позволяет описывать 
поведение реальных материалов в сложных условиях комплексного 

воздействия силовых и тепловых нагрузок, оценивать возможный 
характер потери работоспособности конструкций. 
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УДК 624.073 (043) 

Молош В.В., Желткович А.Е. 

СОПРОТИВЛЕНИЕ СРЕЗУ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ  
КОНСТРУКТИВНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ЗА СЧЕТ ЗАЦЕПЛЕНИЯ  

КОНТАКТИРУЮЩИХ ПОВЕРХНОСТЕЙ В ТРЕЩИНЕ 
 

Введение. К настоящему времени сформировались достаточно 
широкие представления о механизме разрушения железобетонного 
элемента при срезе. Выделяют четыре составляющие, которые сов-
местно формируют полное сопротивление срезу в железобетонном 
элементе [6]: 

• составляющая, вызванная касательными напряжениями в зоне 
бетона без трещин; 

• составляющая, вызванная касательными напряжениями, возни-
кающими в трещине за счет зацепления ее контактирующих по-
верхностей, что препятствует тангенциальным перемещениям 
вдоль трещины; 

• составляющая, возникающая в результате действия растягива-
ющих напряжений в арматуре, ограничивающих раскрытие тре-
щины в нормальном к ее поверхности направлении; 

• составляющая, возникающая за счет нагельного сопротивления 
продольной арматуры. 
В ряде случаев [8] отмечают, что составляющая поперечной си-

лы Vсi, вызванная зацеплением контактирующих поверхностей бе-

тона в наклонной трещине, может составлять от 22 до 59% от пол-

ной поперечной силы Vu, воспринимаемой бетоном в зоне среза. 

В настоящее время при расчетах сопротивления срезу железо-
бетонных элементов широко применяется деформационный подход 
на основе модифицированной теории полей сжатия (англ. Modified 
Compression Field Theory, MCFT), разработанной Vecchio F.J. и Col-
lins M.P. в 1986–1990 годах [4]. 

Критерием разрушения при срезе в MCFT являются касательные 

напряжения vci, вызванные зацеплением контактирующих поверхно-

стей в трещине среза за счет их шероховатости и неровности. В 
модифицированной теории полей сжатия касательные напряжения 

vci предложено определять по формуле: 
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+
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где fcm – средняя прочность бетона при осевом сжатии, Н/мм2; 

w – ширина раскрытия трещины среза; 
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