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стадии эксплуатационного нагружения. Предложенные расчет-
ные зависимости позволяют производить расчет комплексных 
конструкций с применением ЦСП опалубкой, с достаточной для 
практики точностью. 

5. Для разработки метода расчета железобетонных элементов с 
применением несъемной опалубки требуются дополнительные 
исследования с постановкой многофакторного анализа. 
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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ПЕРЕРАСПРЕДЕЛЕНИЯ УСИЛИЙ В 
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Введение. Железобетон, как и любой другой неоднородный ма-
териал, является достаточно сложным для расчёта и конструирова-
ния. Это связано в первую очередь с физико-механическими свой-
ствами отличных друг от друга материалов (бетона и арматуры) и, 
как следствие, особенностями совместной их работы в напряженно-
деформированном состоянии. 

Проявление железобетоном пластических свойств, в статически 
неопределимых железобетонных конструкциях, исследуется учены-
ми уже более ста лет. Однако долгое время эффект перераспреде-
ления усилий не находил применения на практике и прежде всего по 
двум причинам: во-первых, не были достаточно разработаны его 
теоретические основы; во-вторых, проектирование железобетонных 

конструкций базировалось на основе допускаемых напряжений ис-
ходя из теории упругости, которая не позволяла учитывать возмож-
ности пластического поведения железобетона [1]. 

С тех времен вычислительная техника продвинулась далеко 
вперед, тем самым позволяя просчитывать сложные структуры (кон-
струкции) с учетом всех нелинейных свойств применяемых материа-
лов. С появлением современных программных комплексов конечно-
элементного моделирования начали интенсивно развиваться и 
внедряться нелинейные расчёты железобетонных конструкций с 
использованием неупругих деформаций материалов. 

Большинство норм проектирования допускают использование 
упругого расчета по I группе ПС (ULS) вследствие нелинейного по-
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ведения материалов, позволяя уменьшить значение момента за счет 
его перераспределения из одной части конструкции в другую. Учет 
явления перераспределения однозначно полезен для практического 
проектирования, так как позволяет разгрузить наиболее загружен-
ные зоны конструкции (например жесткое сопряжение балки с ко-
лонной в рамной конструкции), тем самым решая вопрос армирова-
ния сложных конструктивных узлов, а это в свою очередь экономит 
материальные затраты и трудовые ресурсы [2]. 

Сложности в учете перераспределения моментов заключаются в 
обеспечении достаточной пластичности сечения в момент, когда будет 
происходить то самое перераспределение моментов. При этом приме-
няемые в мировой практике нормы проектирования в данной ситуации 
имеют различные подходы: ACI 318 [3], например, дает четкие реко-
мендации по деформационным характеристикам применяемой арма-
турной стали, EC2 [4] увязывают процент перераспределения момен-
тов с положением нейтральной оси и т.д.. При этом вопрос о том, со-
ответствует ли принимаемый в нормах верхний предел деформаций 
тому, чтобы не допустить разрыва арматуры, остается открытым, 
поскольку условно неизвестными являются уровни напряжений в рас-
тянутой арматуре. В действительности же проектирование конструк-
ции сводится к определению армирования, которое будет работать 
при определенном положении нейтральной оси, что в свою очередь 
гарантирует разрушение элемента по сжатому бетону. 

Как показала многолетняя практика проектирования, армирова-
ние, подобранное по I группе ПС (ULS), может быть управляющим 
фактором в элементах с достаточно малым процентом армирования, 
таких как плиты. При этом до настоящего времени имеет место дис-
куссия, касающаяся требований пластичности для стальной арматуры, 
и вопрос о предельном значении перераспределяемого момента, ко-
торое может быть разрешено в нормах проектирования, или наложе-
нии более строгих ограничений на деформации арматуры в ULS. 

Интенсивность появления новых строительных материалов при-
водит к необходимости серьезных исследований для уточнения 
установленных базовых условий и ограничений, накладываемых на 
проектируемые конструкции, внедрение новых методик расчета. В 
последние годы в строительной науке и практике активно развивает-
ся направление, связанное с применением полимерных композитов 
в качестве армирования для бетонных конструктивных элементов.  

Следует отметить, что в силу ряда особенностей арматуры из 
полимерных композитов (в частности, низкие значения модуля упру-
гости, сопоставимые с модулем упругости бетона; различия в значе-
ниях коэффициента температурного линейного расширения и коэф-
фициента поперечных деформаций в продольном и поперечном 
направлениях; длительные деформации и т.д.) ее применение в 
изгибаемых элементах ограничено. Это связывают главным образом 
со сложностями обеспечения требований эксплуатационной пригод-
ности для армированных бетонных конструктивных элементов 
(ограничение прогибов, ширины раскрытия трещин). 

Использование армирования из полимерных композитов способ-
ствует появлению возможности варьировать различные факторы, 
влияющие на нелинейную работу конструкции, в том числе с учетом 
перераспределение усилий, и на стадии проектирования создавать 
такие условия, учитывающие пластические свойства материала, при 
которых перераспределение усилий будет происходить в заданном 
направлении. Это позволит получить существенный технико-
экономический эффект, который еще далеко не полностью реализу-
ется при проектировании [5]. 

 

Теоретическое решение. В ЕN 1992-1 [4] практически не со-
держится указаний по выполнению расчетов железобетонных кон-
струкций, тем более конструкций, армированных стальной и стекло-
пластиковой арматурой. В основном рассматриваются различные 
методы анализа, которые используются для расчета железобетон-
ных конструкций: упрощенные методы анализа, линейно-упругий 
анализ, линейно-упругий анализ с ограниченным перераспределе-
нием момента, пластический анализ. 

На данный момент существует определенный перечень про-
граммных комплексов, позволяющих производить научный анализ 

напряженно-деформированного состояния конструкции. Для инженер-
ного анализа применяют комплексы Sofistik, SAP2000, STARK, ROBOT 
SA и другие. Для научного анализа применяют комплексы более высо-
кого уровня – MSC.Nastran, ANSYS, ABAQUS, Comsol, midasFEA. 

В соответствии с требованиями [4, 6], если невозможно восполь-
зоваться подходящей моделью, а также, если результаты расчетов 
требуют проверки на практике, то расчет железобетонных конструк-
ций выполняется с использованием метода опытных результатов, 
при котором для анализа работы конструкции выполняют образцы-
модели и проводят их испытания. Однако данный подход является 
достаточно затратным с финансовой и временной точки зрения, 
поскольку программа испытаний должна быть составлена таким 
образом, чтобы обеспечить достаточную проектную прочность с 
учетом возможных отклонений от номинальных показателей, кото-
рые в рамках традиционного подхода компенсируются частными 
коэффициентами безопасности. Для получения величин характери-
стического (следовательно, и расчетного) отклика в большинстве 
случаев потребуется определить зависимость поведения конструк-
ций от прочности материалов и возможных отклонений в прочности 
материалов. Если опыты выполняются на элементах меньшего раз-
мера, чем те, которые планируется непосредственно использовать 
при строительстве, при интерпретации результатов следует сделать 
поправку на масштабный эффект (например, различие в поперечной 
силе). Перед планированием опытов следует определить характер 
информации, которую планируется получить, а также критерии оцен-
ки результатов и т.д. Поэтому, учитывая уровень развития совре-
менных расчетных комплексов и уровень реализации в них метода 
конечных элементов, целесообразно применять численное модели-
рование. При этом по возможности необходимо выполнять верифи-
кацию расчетных моделей, т.е. экспериментальные исследования. 
Однако объем таких исследований значительно меньше, чем без 
использования численного моделирования. 

Основным требованием при расчете неразрезных балок и плит 
работающих в одном направлении, является проверка способности к 
повороту участков балок или плит длиной, примерно составляющей 
1,2–кратную высоту поперечного сечения [7]. Значение пластическо-
го поворота может быть рассчитано с использованием нелинейного 
анализа. Требования к нелинейному анализу отличаются в разных 
стандартах, но в целом, перераспределение напряжений в материа-
ле от характеристических до средних значений допускается, учиты-
вая изменение жёсткости, при этом должны быть соблюдены усло-
вия равновесия внешних и внутренних усилий.  

Пластический анализ без проверок предельного угла поворота 
может быть использован для I группы предельных состояний [6], 
если выполняются соответствующие условия, а именно: 
• площадь растянутой арматуры не должна превышать в любой 

точке или направлении значения, соответствующего х/d = 0.25; 
• проверка предельного поворота не является необходимой при 

армировании с высокой пластичностью. Тип N (с малым удлине-
нием) стали не должен использоваться, если это не оправдано. 
Немецкий стандарт DIN1045-1 [8] дает своего рода упрощение к 

расчету необходимого пластического поворота для армированных ба-
лок: если участок подвергается пластической деформации от воздей-
ствия внешних нагрузок, то требуемый поворот может быть рассчитан с 
учетом только кривизны сечения. Кривизна сечения в предельном со-
стоянии может быть получена из блочного анализа конструкции. 

Метод с использованием нелинейных деформаций предполага-
ет выполнение расчёта с учетом перераспределения изгибающих 
моментов, при этом, обязательным требованием является анализ 
углов поворота на длине зоны пластического шарнира lpl (см. рис. 
1). В рамках данного метода отказ достигается в случае, когда угол 
поворота в пластическом шарнире превышает предельный, при этом 
расчет углов поворота выполняется на основании средних значений 
механических характеристик бетона и арматуры. Значение предель-
ного угла пластического поворота (θpl) в характерных сечениях 
определяется как разница между общим (θtot) и упругим (θel): 
 pl tot elθ = θ − θ . (1)
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Рис. 1. Зона пластического поворота и длина пластического шарнира 

 

Местные искривления объединяются по длине зоны 
пластического шарнира элемента (ltot) для определения общего 
поворота (θtot), показанного в рисунке 1. 
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где xM  – момент от единичной силы в сечении; 
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 – средняя кривизна оси элемента на участке между тре-

щинами. 
Значение упругого угла поворота (θel) определяется как «сумма 

углов, образованных разницей в удлинении растянутой стали и уко-
рочении внешних волокон сжатого бетона, до момента достижения 
арматурой предела текучести». 

В свою очередь, кривизну линии изгиба можно представить в 
следующем виде[9]: 
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где ξ  – коэффициент распределения (эффект ужесточения при 

растяжении) 
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1 21 ( )sr
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σ
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σ
, (4) 

где σs – напряжения в растянутой арматуре, рассчитанные для се-
чения с трещиной, от усилий, вызванных расчетной комбинацией 
нагрузок; 

σsr – напряжения в растянутой арматуре, рассчитанные для се-
чения с трещиной, от усилий, при которых образуются трещины; 

β1 – коэффициент, зависящий от профиля стержневой арматуры; 
β2 – коэффициент, учитывающий длительность действия 

нагрузки [9]. 
Расчет углов поворота выполняется на основании средних зна-

чений механических характеристик бетона и арматуры, т.е. местное 
распределение кривизны вдоль элемента вычисляется из средней 
относительной деформации бетона для элемента с трещинами cmε  

и средней относительной деформация арматуры для элемента с 
трещинами smε : 

 
1 sm cm

r d

ε + ε  = 
 

. (5) 

Прогибы в любом месте по длине балки вычисляются с 
использованием значений местной кривизны [10]. Кривизна 
интегрируется по длине элемента, чтобы получить местное 
распределение поворота. Второе интегрирование поворотов 
показывает общую форму прогибов, которая используется, чтобы 
вычислить прогибы вдоль элемента, принимая во внимание 
повороты опор. 

Допустимый предельный поворот пластических шарниров, без-
условно, является самым важным параметром. Предельный пласти-
ческий поворот, в свою очередь, зависит от применяемых материалов, 
типа конструкции, геометрии элемента и др., обобщенных в источни-
ках [5; 11], параметров, но главное определяется длиной зоны пласти-
ческого деформирования (длиной пластического шарнира). 

Ре
по
зи
то
ри
й Б
рГ
ТУ



Вестник Брестского государственного технического университета. 2016. №1 

Строительство и архитектура 89

Таблица 1. Сравнительный обзор формул θp (θpl) [2] 
Нормы проектирования, 

пособия 
θp (θpl) 

EN [4] , pl d Kλθ ⋅ , где  
3

kλ
λ= ; 

,

sd

sd d

M

V
λ =  

Riva and Cohn [10] 

Для загружения в виде сосредоточенной силы 

при 7pu

py

φ
≤

φ
; 

0,9

7
(0,39 )

800
pu

p pu
py

z

−
 φ

θ = − φ  ω φ 
⋅


 

при 7pu

py

φ
>

φ
; 

5,4
100p pu z θ = φ 


⋅


 

Для загружения в виде распределенной нагрузки 

при 7pu

py

φ
≤

φ
; 

0,9

3
(0,58 )

800
pu

p pu
py

z

−
 φ

θ = − φ  ω φ 
⋅


 

при 7pu

py

φ
>

φ
; 

5,0 6,5
100 1000

pu
p pu

py

z
 φ

θ = + φ  
 

⋅
φ

 

CEB-FIP [12] 1
2

0

 1
pll

sr
pl s sy

yk

da
d x f

 σδ
 θ = − ε − ε    −  

∫ , где 0,8δ ≈  

Baker and  
Amarakone 

( ) 1 30,8p cu sy

z
k k

d
 θ = ε − ε  
 

; 

где 1 3 0,5k k =  

0,0015 1 150 (0,7 10 )cu s s

d
c

 ε = + ρ + − ρ 
 

 

Mattock  

'
1 1,14 1 1

16,2 2
u

p u y
y b

M z d d
M d

       ω − ωθ = φ − φ + − −           ω     
 

0,5
0,003cu z

ε = +  

Кузьмичев  

k
p тk

k

X
l

B
θ = , 

где kX  и kB  – соответственно лишняя неизвестная в СНС и жесткость на участках с ненапрягаемой ар-

матурой, 

тkl  – некоторая длина, численно равная величине расстояния между трещинами при чистом изгибе 

Corley  
0,4

1
2

u
p u y

y

M z d
M dd

  θ = φ − φ +     
, 

2

0,003 0,02
20
s y

cu

fb
z

ρ 
ε = + +  

 
 

 
В таблице 1 приведены основные зависимости для определения 

предельного значения угла поворота по различным нормам и мето-
дикам. 

Значение угла поворота пластического шарнира также может 
быть получено расчетом в заштрихванной области суммы 
действительнх кривизн (рис. 1) или эквивалентного прямоугольника 

высотой ( ) ( )( )1 1
u yr r−  и шириной, равной lp. Используя 

формулу (2), эквивалентная длина пластического шарнира, lp, может 
быть определена как: 

 
0

1 1 1
( )

1 1 1 1

yl
p

p
y

u y u y

l x dx
r r

r r r r

  θ   = − =                − −       
       

∫ ,(6) 

где 1 ( )xr  является кривизной на расстоянии «x» от критического 

сечения в конечной стадии нагружения. 
 

Выбор программного комплекса и методика численного мо-
делирования. В качестве базового комплекса для численного ана-
лиза железобетонного элемента, армированного стальной и стекло-
пластиковой арматурой, был выбран программный комплекс ANSYS, 
поскольку он позволяет моделировать железобетонные конструкции 
с учетом образования трещин в растянутой зоне бетона, а также 
раздробления его в сжатой зоне, что являлось принципиальным 
требованием при постановке целей исследования. 

Программный комплекс ANSYS решает методом конечных эле-
ментов стационарные и нестационарные, линейные и нелинейные 
задачи из таких областей физики, как механика твёрдого деформи-
руемого тела и др. Возможно решение связанных задач. Для реше-
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ния задач деформирования конструкций МКЭ применяется в вариан-
те метода перемещений [13]. Расчёты могут производиться в пакет-
ном (Batch) или интерактивном (Interactive) режимах. При примене-
нии двух этих режимов реально воспользоваться всеми возможно-
стями комплекса. 

Для описания тела железобетонной балки использовался объ-
емный конечный элемент SOLID 65. Опорные пластины моделиро-
вались с использованием объемного конечного элемента SOLID 185. 
Для моделирования контактной области между опорными пластина-
ми и телом балки использовалась пара конечных элементов TARGE 
170 и CONTA 174. Для моделирования стержневых элементов арми-
рования использовался конечный элемент LINK 180. 

Размер конечных элементов принимался в соответствии с рас-
положением элементов армирования по сечению. Вдоль пролета 
балки размер конечного элемента для бетона и арматуры был при-
нят равным 25 мм. Контакт между бетоном и арматурой обеспечи-
вался совмещением узлов КЭ-сетки арматуры и бетона. 

Для исключения влияния приложения сосредоточенной силы и 
возникающих вследствие этого локальных всплесков напряжений, 
нагрузка прикладывалось через распределительные пластины, 
установленные в том числе и на опорах. Контакт между пластинами 
и телом балки задавался таким образом, чтобы обеспечивалась 
полная совместность перемещений общих узлов сетки. 

На рисунках 2 и 3 представлено разбиение на конечные элемен-
ты и общий вид геометрической модели исследуемой балки.  

Элемент SOLID 65 используется для трехмерного (3D) моделиро-
вания объемных тел, имеющих или не имеющих арматуру [13]. Эле-
мент определяется восемью узлами, имеющими три степени свободы 
в каждом узле: перемещения в направлении осей X, Y и Z узловой 
системы координат. В элементе можно указать до трех настроек арми-
рования. Элемент обладает специальными возможностями образова-
ния трещин и дробления. Самой важной особенностью элемента яв-
ляется использование нелинейных свойств материала. 

 

 
 

  
Рис. 2. Разбиение на конечные элементы 

 

 
Рис. 3. Общий вид геометрической модели 

 

 
Для учета физической нелинейности учитывалась полная диа-

грамма деформирования для бетона, билинейная диаграмма де-
формирования для стальной арматуры, полная диаграмма дефор-
мирования для стеклопластиковой арматуры. 

Принятые прочностные и деформационные характеристики для 
материалов представлены в таблице 2, диаграммы деформирова-
ния для всех материалов представлены на рисунке 4. 
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Таблица 2. Прочностные и деформационные характеристики материалов 

Материал 
Модуль упругости 

E, МПа 

Коэффициент Пуассона 
ν 

1 Бетон С20/25 
31000 0.2 

Средняя прочность при сжатии fcm = 28 МПа 
Средняя прочность при растяжении fctm = 2.2 МПа 

2 Стальная арматура S500 200000 0.3 

3 
Стеклопластиковая арматура 

АСП 8, 10, 12∅ ∅ ∅  
55000 0.2 
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а) – бетон, б) – стальная арматура, в) – стеклопластиковая арматура 

Рис. 4. Принятые диаграммы деформирования материалов 
 

Результаты численного моделирования. Для элементов, ар-
мированных стальной и стеклопластиковой арматурой, исследова-
лись перераспределения напряжений после образования трещин в 
бетоне и достижения стальной арматурой предела текучести (в ка-
честве примера рассмотрено сечение с армированием в виде 
стержней стальной и стеклопластиковой арматур в виде 

АСП2 10 S500+ 10∅ ∅ ). 

Анализируя полученные результаты, следует отметить, что при-
менение численного моделирования позволило получить объективную 
картину напряженно-деформированного состояния изгибаемого эле-
мента с комбинированным армированием. При нагружении балки 
наблюдались три основные стадии работы конструкции. На первых 
этапах нагружения наблюдалась линейная работа сечения балки до 
момента образования первых трещин в растянутой зоне бетона. Да-
лее при увеличении нагрузки до 14 кН начали образовываться первые 
трещины, что привело к включению в работу армирования вследствие 
снижении жесткости бетонного сечения. С дальнейшим ростом нагруз-
ки наблюдался рост деформаций в бетоне и арматуре. На данном 
этапе диаграмма деформирования арматуры носит линейный (упру-
гий) характер. Следующим ключевым моментом было наступление 
предела текучести в стальной арматуре при нагрузке 53 кН. С этого 
момента происходит нарастание напряжений в стеклопластиковой 
арматуре при неизменных напряжениях в стальной арматуре, т.е. 
большую часть нагрузки начинает воспринимать стеклопластиковая 
арматура. В итоге, происходит разрушение образца балочной кон-
струкции из-за превышения предельных деформаций в бетоне и зна-
чительных напряжений и деформаций в стальной арматуре. 

На рисунке 5 представлен характер деформирования балки с 
указанием растягивающих относительных деформаций в предель-
ном состоянии, на рисунке 6 представлен характер образования 
трещин в балке со стальной и стеклопластиковой арматурой на раз-
ных стадиях нагружения. 

 

 
Рис. 5. Изополя относительных деформаций в бетоне балки 

 

 

 
Рис. 6. Механизм развития трещин в балке с комбинированным армированием 
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Графики зависимости угла поворота балки, а также напряжений 
растяжения в стальной и стеклопластиковой арматурах от прикла-
дываемой нагрузки представлены на рисунке 7. 
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а) – угла поворота балки от величины прикладываемой нагрузки, 
б) – напряжений в арматуре от величины прикладываемой нагрузки 

Рис. 7. Графики зависимости 
 

Анализ графиков напряжений стальной и стеклопластиковой ар-
матур (рис. 7) показывает, что перераспределение усилий в растяну-
тых стержнях начинается после образования первых трещин в бе-
тоне растянутой зоны. В отличие от стеклопластиковой арматуры в 
стальной происходит мгновенный скачок напряжений с дальнейшим 
их упругим ростом вплоть до достижения напряжений в ней, соот-
ветствующих физическому пределу текучести. Ведет себя стекло-
пластиковая арматура: после появления трещин отмечается незна-
чительное мгновенное увеличение в ней напряжений, но активно 
воспринимать растягивающие усилия (интенсивный рост упругих 
напряжений) начинает после выключения из работы стальной арма-
туры, оказывая так называемый «поддерживающий эффект» для 
нее. При этом в глобальном выражении данный эффект проявляется 
на пластической деформативности изгибаемого элемента, что под-
тверждается графиком «усилие-угол поворота», приведенном на 
рисунке 7 а. Характер полученных данных численными методами 
достаточно точно соответствует полученным [14] при эксперимен-
тальных исследованиях. Основываясь на вышесказанном, можно 
сделать вывод, что значение поворота пластического шарнира в 
железобетонных балках с достаточной точностью может быть пред-
сказано с использованием численных методов. 

 

Заключение. Использование КЭ-модели позволяет проводить 
анализ работы конструкции на каждом этапе нагружения, варьируя 
различными параметрами сечения и армирования при наименьших 
финансовых и временных затратах, однако необходимость в экспе-
риментальных испытаниях новых конструкций или конструктивных 
решений остается, поскольку для адекватной КЭ-модели необходи-
ма верификация данных.  
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SHALOBYTA N.N., TSARUK O.G., POLONSKY M.Ch., DEMCHUK I.E. Numerical research of redistribution of efforts in reinforced concrete 
elements with the combined reinforcing 

The article considers numerical modelling of stress-strain state of concrete beams with a composite reinforcement to determine the effect of per-
centage of reinforcement with metal and fiberglass reinforcement and strength of concrete structures on the carrying capacity and the deformability of 
the beams. 

As an object of study a simply supported single-span beam with rectangular cross section with mixed reinforcement (reinforcement steel of S500 
class and fiberglass reinforcement) has been adopted. 
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