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ВЫВОДЫ 
1. Впервые приведено решение контактной задачи для сис-

темы перекрестных балок на произвольном упругом осно-
вании с учетом кручения. 

2. Предлагаемый подход, основанный на синтезе способа 
Б.Н.Жемочкина и метода Ритца, позволяет рассчитывать 
любые системы перекрестных балок на произвольном уп-
ругом основании. 

3. Уточнено выражение функции Грина для двухслойного 
основания. Как частные случаи, из полученной формулы 
следуют решения для упругого слоя и упругого полупро-
странства. 
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РАСЧЕТ САМОНАПРЯЖЕННЫХ ПЛИТ НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ  
С УЧЕТОМ ФИЗИЧЕСКОЙ НЕЛИНЕЙНОСТИ ЖЕЛЕЗОБЕТОНА 

 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 Обладая повышенными эксплуатационными свойствами 
(трещиностойкостью, термоморозостойкостью, стойкостью к 
агрессивным воздействиям, низкой истираемостью и т.д.), а 
как следствие и высокой долговечностью, конструкции из 
напрягающего бетона привлекают все большее внимание спе-
циалистов строительной отрасли. Главным отличием напря-
гающего бетона от традиционного бетона на портландцемен-
те является его способность к расширению при твердении. 
Физико-химические основы расширения напрягающего це-
мента и бетонов на его основе детально рассмотрены в работе 
[1]. Расширение напрягающего бетона в связанных условиях 
приводит к появлению в его структуре сжимающих напряже-
ний (самонапряжений). 

Одной из областей эффективного применения напрягаю-
щего бетона в конструкциях следует считать фундаментные 
балки и плиты, для которых создание предварительного на-
пряжения в построечных условиях сопряжено с целым рядом 

сложностей конструктивно-технологического характера. 
 Однако методы расчета самонапряженных фундаментных 
балок и плит с учетом исходного напряженно-деформирован-
ного состояния конструкции от расширения напрягающего 
бетона разработаны в недостаточной степени. 
 В настоящей статье изложены основные положения мето-
да, касающиеся расчета самонапряженной балочной плиты на 
произвольном упругом основании с распределительными 
свойствами. 
 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 Рассмотрим балочную плиту из напрягающего бетона на 
упругом основании под действием внешней нагрузки (рис. 1). 
Целью расчета является определение ее осадок, распределе-
ния реактивных давлений на контакте плиты с основанием, 
внутренних усилий в ее сечениях. 
 При расчете приняты следующие предпосылки: 
– не учитывают касательные напряжения, действую-

 
 

 
Рис. 4. Распределение осадок, изгибающих и крутящих 

моментов в системе  перекрестных балок при 
действии равномерно распределенной нагрузки 
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щие между плитой и основанием; 
– между плитой и основанием могут возникать как 

сжимающие, так и растягивающие реактивные давления; 
– сжимающие усилия, возникающие в плите вследст-

вие физико-химических процессов, происходящих в твер-
деющем напрягающем бетоне (усилия самонапряжения), 
распределены по длине плиты равномерно [1]. 
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Рис. 1. Балочная плита из напрягающего бетона на упру-

гом основании 
 

2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 
 Расчет балочной плиты будем выполнять методом конеч-
ных разностей. С этой целью плиту разобьем узлами по длине 
на равные участки длиной с. В пределах выделенного участка 
между узлами распределение реактивных давлений будем 
считать постоянным. Для каждого узла сетки составляем 
дифференциальное уравнение сжато-изогнутого стержня на 
упругом основании [2] в конечных разностях: 

 ( ) ( )
п

2

2

п
4

4

B
xqxp

dx
yd

B
N

dx
yd

¢
-

=
¢

+  ( 1 ) 

где: р(х) – распределение реактивных давлений; В’п – текущее 
значение изгибной жесткости плиты; N – продольное усилие в 
плите, вызванное расширением напрягающего бетона и опре-
деляемое согласно [6]; q(х) – внешняя нагрузка на плиту. 
 Для крайних узлов балочной плиты уравнения (1) следует 
записать с учетом граничных условий: 
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которые также записывают в форме конечных разностей. 
 К уравнениям (1) добавим уравнения, связывающие ба-
лочные плиты и осадки упругого основания: 
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где:  Е0, n0 – модуль деформации и коэффициент Пуассона 
упругого основания; Fik – безразмерная функция для опреде-
ления перемещений точки “i” поверхности упругого основа-
ния от единичной силы, равномерно распределенной по уча-
стку “k” поверхности упругого основания. Можно показать 
[3], что для большинства моделей упругого основания 
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здесь: 0

ikF  – безразмерная функция для упругой однородной 

изотропной полуплоскости; 1
ikF  – безразмерная функция, 

корректирующая функцию 0
ikF  для данной модели упругого 

основания. 
 Для каждого узла сетки составляют уравнения (1) в форме 
конечных разностей и уравнения (3). Свободные члены полу-
ченной системы линейных алгебраических уравнений зависят 
от внешней нагрузки и текущей изгибной жесткости плиты. 

 По осадкам, найденным после решения системы числен-
ным дифференцированием, определяют изгибающие моменты 
и поперечные силы в узлах балочной плиты. 
 

3. УЧЕТ ФИЗИЧЕСКОЙ НЕЛИНЕЙНОСТИ 
 Разрабатываемые в последние годы компьютерные техно-
логии проектирования позволяют производить расчет с уче-
том нелинейного поведения железобетонной конструкции при 
действии нагрузки (физическая нелинейность материалов, 
наличие трещин в сечениях). 
 При этом в расчетах балочных плит могут быть приняты 
два подхода к решению проблемы. Первый – это непосредст-
венное использование диаграмм деформирования (состояния) 
“sс–eс” для материалов, рассматриваемых в качестве обоб-
щенной характеристики механических свойств бетона и арма-
туры; а второй – использование в расчетах балочных конст-
рукций зависимости “момент–кривизна”. Как следует из ана-
лиза, выполненного в работе [5], второй подход для балочных 
элементов выглядит более предпочтительным в силу того, что 
указанные зависимости могут быть позаимствованы непо-
средственно из экспериментов либо рассчитаны в соответст-
вии с положениями деформационной модели, изложенными в 
проекте норм [4]. 
 В расчетах по предлагаемому методу используют зависи-
мость “момент–кривизна” для балочной плиты, полученную 
аппроксимацией экспериментальных данных по методу наи-
меньших квадратов с помощью компьютерной алгебры 
Mathematica–3 в виде: 
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где: 1/r – кривизна в сечении плиты; a, b, c, d, m – коэффици-
енты, определяемые по методу наименьших квадратов для 
конкретных геометрических характеристик сечений и физи-
ческих свойств материалов плиты. 
 Шаг 1. Выполняют линейный расчет балочной плиты на 
упругом основании по формулам (1) и (3), принимая в первой 
итерации B’п = Eп×Jп, где Eп×Jп – упругая изгибная жесткость 
для плиты. 
 Шаг 2. По прогибам углов плиты, полученным в резуль-
тате шага 1, определяют массив узловых кривизн по формуле 
численного дифференцирования. Например, для узла “i” пли-
ты 
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 По значениям членов этого массива из соотношения (5) 
определяют члены массива узловых моментов Mi,  а затем 
рассчитывают массив скорректированных узловых жестко-
стей на основании гипотезы плоских сечений [2]: 
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 Шаг 3. По скорректированным значениям узловых жест-
костей B’пi составляют на основе (1) систему конечно-
разностных уравнений и повторно находят прогибы плиты, 
реактивные давления на контакте плиты с упругим основани-
ем, изгибающие моменты и поперечные силы в ее сечениях. 
 Шаг 4. Осуществляют переход к шагу 2, если не выполня-
ется условие 
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где: N – номер итерации. 
 Если условие (8) выполняется, то итерационный процесс 
считают законченным. 
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4. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

 При численном расчете балочную плиту из напрягающего 
бетона длиной 2.0 м, шириной 1.0 м, толщиной 0.1 м разбива-
ли на 20 равных участка (21 узел метода конечных разно-
стей). Так как решали задачу с учетом физической нелиней-
ности, то в пределах каждого участка “k” изгибную жест-
кость B’пk считали постоянной. 
 В качестве упругого основания была принята упругая 
полоса толщиной h, шарнирно соединенная с недеформируе-
мым основанием. Для такой полосы 
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ck = bk – ak –  участок поверхности упругого основания, на 
которой действует единичная распределенная нагрузка. 
 Расчет производим для плиты из напрягающего бетона 
класса по прочности при сжатии С20/25 (fck = 20 Н/мм2; fctk = 
1.5 Н/мм2; Ecm = 29×103 Н/мм2; n = 0.2), марки по самонапря-
жению согласно [6] Sp2/0. В растянутой зоне установлено 
11Æ6 А400 (шаг 100 мм) с характеристиками fyk = 400 Н/мм2; 
Es = 20×104 Н/мм2. Для упругого основания были приняты 
характеристики: Е0 = 18 Н/мм2, n = 0.33. 
 Плиту рассчитывали для двух вариантов нагружения: на 
действие сосредоточенной силы Р = 100 кН, приложенной в 
центре плиты, и равномерно распределенной по площади 
нагрузки интенсивностью 50 кН/м2. При расчете учитывали 
усилие самонапряжения, установленное расчетом согласно 
[6], в размере N = 25 кН. 
 Расчетные схемы и результаты расчетов в виде эпюр про-
гибов и изгибающих моментов представлены на рис. 2. 
 При анализе результатов расчетов (см. рис. 2 а, б) в пер-
вую очередь обращает на себя внимание тот факт, что учет 
нелинейной работы бетона (физической нелинейности мате-
риалов, образования и развития трещин в расчетных сечени-
ях) приводит к ощутимому перераспределению внутренних 
усилий, выражающемуся в уменьшении изгибающих момен-
тов в критических сечениях по сравнению с упругим решени-
ем. Вместе с тем, наблюдается возрастание прогибов плиты и 
перераспределение реактивных давлений под ее подошвой. 
Полученные изменения по отношению к упругому расчету 
связаны с корректировкой жесткостей в сечениях плиты. По 
мере образования и раскрытия трещин, проявления нелиней-
ных свойств материалов в критических сечениях бетонной 
плиты происходит формирование пластических шарниров. 
Если бы такое явление наблюдалось в статически определи-
мой конструкции, например в пролете балочной плиты, по-
коящейся на двух опорах, оно, несомненно, привело бы к 
разрушению в случае, когда изгибающий момент стремится к 
своему предельному значению (для заданных характеристик 
сечения). Рассматриваемая плита является статически неоп-
ределимой системой, в которой появление пластического 
шарнира приводит к перераспределению усилий. 
 В выполненных расчетах величина коэффициента пере-
распределения, характеризующего отношение моментов по-
сле и до перераспределения, находится в пределах h = 
0.35¸0.39, что соответствует устойчивому деформированию 
сечений. При этом, следует отметить, что коэффициент пере-
распределения усилий в критических сечениях для принятых 
размеров сечения и прочностных характеристик материалов 
плиты изменяется незначительно при изменении схемы при-
ложения нагрузки. 
 Вместе с тем, например в работе [5] показано, что ситуа-
ция может измениться в случае, когда при расчете учитывает-

ся как физическая нелинейность железобетона, так и основа-
ния. В этом случае схема приложения нагрузки в большей 
мере оказывает влияние на характер перераспределения уси-
лий и перемещений, а коэффициент перераспределения мо-
жет изменяться в широких пределах. Полученные результаты 
свидетельствуют о том, что учет нелинейного поведения же-
лезобетона позволяет выявить, кроме того, возможность на-
ступления предельного состояния плиты в результаты разви-
тия чрезмерных перемещений (при возрастании прогибов) и 
исчерпания несущей способности основания (при возраста-
нии реактивных давлений под подготовкой плиты), что явля-
ется чрезвычайно важным при выполнении инженерных рас-
четов реальных плит и на что указывалось в работе [5]. 
 

ВЫВОДЫ 
1. При расчете железобетонных самонапряженных плит на 

упругом основании с учетом физической нелинейности 
выявлен характер перераспределения внутренних усилий, 
прогибов и реактивных давлений, что в большей степени 
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Рис. 2. Результаты расчета плиты при действии равномерно 

распределенной (а) и сосредоточенной (б) нагрузки 
1 – упругий расчет; 
2 – с учетом нелинейных свойств железобетона. 
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соответствует реальной работе конструкции. Полученные 
решения позволяют проанализировать возможность на-
ступления предельного состояния конструкции в резуль-
таты развития чрезмерных перемещений, либо исчерпа-
ния несущей способности основания. 

2. Использование зависимости “момент–кривизна” позволя-
ет производить нелинейный расчет железобетонных ба-
лочных плит на упругом основании с достаточной для 
практики точностью. 
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НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ ГРУНТОВОГО  
ОСНОВАНИЯ ПОД ШТАМПОМ С ВЫПУКЛОЙ ПОДОШВОЙ 

 
Поиск новых решений при исследовании более рацио-

нальных конструкций плитных фундаментов под колонны 
первоначально производился как в определении более реаль-
ных моделей основании [1,3], так и разработке более рацио-
нальных расчетных схем [2]. Поиск новых моделей не дал 
значительных результатов с точки зрения более экономичных 
конструкций фундаментов. Поэтому дальнейшие исследова-
ния были посвящены разработке более рациональных расчет-
ных схем, получаемых в результате изменения формы опира-
ния фундаментных плит.  

По данным [4] расчетная схема фундаментных плит под 
колонны соответствует равномерному распределению давле-
ния. Одним из направлений проектирования рациональных 
конструкций плитных фундаментов является трансформация 
расчетной схемы с целью получения выпуклой эпюры контакт-
ных давлений. Так, в Брестском политехническом институте 
разработаны и исследованы в лабораторных и полевых услови-
ях фундаментные плиты с криволинейной поверхностью опи-
рания [5], где было установлено, что за счет рационального 
распределения реактивного давления, изгибающие моменты и 
поперечная сила в опасных сечениях плит уменьшается  на  35-
40 %. Это позволяет  запроектировать более экономичную кон-
струкцию ленточного фундамента за счет уменьшения ее высо-
ты и армирования. Аналогичный эффект возникает и у плит-
ных фундаментов под колонны при использовании  криволи-
нейной подошвы опирания. В данном случае для определение 
напряженно-деформированного состояния грунтового основа-
ния и тела фундамента необходимо решить пространственную 
задачу теории упругости. Для решения данной задачи исполь-
зовались статические, геометрические и физические уравнения. 
Чтобы выразить статические уравнения в перемещениях, рас-
смотрим  уравнения закона Гука в обратной форме, которые в 
перемещениях будут иметь вид: 
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Подставив их в уравнение равновесия  
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Аналогично выводятся остальные два уравнения равнове-

сия.  
В результате система дифференциальных уравнений рав-

новесия в перемещениях примет вид: 
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где W,V,U 222 ÑÑÑ - полные гармонические операторы Лап-
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