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МНОГОМЕРНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ  
УРАВНЕНИЯ С ОБОБЩЕННЫМИ  
КОЭФФИЦИЕНТАМИ В АЛГЕБРЕ  
ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИЙ 
 
Исследуются системы дифференциальных уравнений с обобщенными коэффициентами 

в алгебре обобщенных функций. Получены ассоциированные решения рассматриваемых систем. 
 

В данной работе исследуется следующее уравнение с обобщенными 
коэффициентами на отрезке  RaT  ],0[ :
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где  ,ijf ,,1 pi   qj ,1  – некоторые липшицевые функции, , 
а  
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),(tjL qj ,1  – функции ограниченной вариации на отрезке T . Вообще говоря,  
являются обобщенными функциями и функции 

( )jL t

( ( ))ijf x t  не гладкие, то возникает про-
блема определения произведения ( ( )) ( )ij jf x t L t . Поэтому есть трудности с корректным 
определением решения задачи (1), (2). 

В настоящее время существует несколько подходов к преодолению данной 
трудности. Первый подход (см., напр., [5, 6]) связан с попытками привлечения аппарата 
теории обобщенных функций и упирается в проблему умножения разрывных функций 
на обобщенные, которая возникает в выражении .  )())(( tLtxf ij 

Второй подход заключается в переходе к интегральному уравнению [1], где 
интеграл понимается в определенном смысле, например в смысле Лебега–Стилтьеса, 
Перрона–Стилтьеса и т.д.  

Третий подход [6] опирается на идею аппроксимации искомого решения 
уравнения (1), (2) решениями обыкновенных дифференциальных уравнений. Заметим, 
что решения, полученные в разных работах, даже в рамках одного подхода, вообще 
говоря, различны. 

В данной статье уравнение (1), (2) рассматривается в алгебре новых 
обобщенных функций определенной в [8; 4]). Согласно этим работам, уравнение (1), (2) 
заменяется уравнением в дифференциалах в алгебре новых обобщенных функций. 
Отметим, что новые обобщенные функции определяются как классы эквивалентных 
последовательностей гладких функций и зависят от способа аппроксимации, что 
позволяет охватить решения, получающиеся в результате толкования задачи (1), (2) 
с помощью трех описанных выше подходов, что и было показано в работах [3; 7] для 
аналогичной одномерной задачи. 

Заменяя обычные функции, присутствующие в (1), на соответствующие им 
новые обобщенные функции, получим запись уравнения в дифференциалах в алгебре 
мнемофункций.  
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 Далее, если заменить в (3) каждую новую обобщенную функцию 
представителем класса, ее определяющего, получим запись задачи (3) на уровне 
представителей  
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Пусть  – произвольная фиксированная точка из отрезка t T . Тогда  можно 
представить в виде  где  .  Несложно видеть, что решение 
системы (4) можно записать в виде  
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Для описания предельного поведения задачи (4)–(5) рассмотрим  
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где  непрерывная, а  разрывная составляющие функции  )(tLjc )(tLjd ),(tLj r  
точки разрыва функции   – величина скачка, 

 а функция )  находится из системы уравнений 
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Интеграл ( ) ( )u
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],t
 в этом случае понимается в смысле Лебега–Стилтьеса на 

промежутке  а cуществование и единственность решения системы (7) для 
липшицевых  доказано в [2] ( также [3]). 
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,ijf  Теорема 1. Пусть функции ,,1 p  i qj ,1  удовлетворяют условию Липши-
ца и ограниченны. Тогда при ,n 0hn  так, что )1( nоhn  , решение  задачи 
Коши (4)–(5) сходится к решению системы уравнений (7) для всех , если 
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Доказательство. Проделаем следующие преобразования: 
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Везде далее С – константа, не зависящая от   , значение которой может 

меняться в разных формулах. Так как функции  ограниченны a, функции  
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Используя то, что функции  удовлетворяют условию Липшица, получим: ijf
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Для оценки слагаемых вида  )(3 tI j qj ,1  разобьем сумму на две, затем в первой 
сделаем замену индексов суммировавния, после чего воспользуемся условием 
Липшица и видом  :)(tx

  








1

0

1
1

0

1
3 ))((])())1(())[((()(

tm

k
nt

jtm

k
nt

jc
nnt

jc
nnt

jj khxfkhLhkLkhxftI 





))1(())[((])())1(([

1

0

1
nt

jc
nnt

tm

k

j
nt

jc
nt

jc hkLkhxfkhLhkL   

 




1

0

1 ])()())[(()])1((
tm

k
nt

jc
nt

jc
nnt

j
nt

jc khLkhLkhxfhkL 

  






tm

k

tm

k
nt

j
nt

jc
nt

jc
nnt

j khxfkhLkhLhkxf
1

1

0

11 ))(()]()())[)1(((   



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка.Матэматыка               № 2 / 2010 58 

 




1

1

11 )))(()))1((((])()([
tm

k
nt

j
nt

j
nt

jc
nt

jc
n khxfhkxfkhLkhL   

 )())[)1((()]()([ 1
ntt

jc
nntt

j
nt

jc
nt

jc
n hmLhmxfkhLkhL   




 

)(var])()())[(()](
1

1 ]1,[

1 tLCLLxfhmL jctm

k nnkhtnkhtt
t

jc
t

jc
nt

j
ntt

jc



  




)(var)(var))())1(((
]1,[]1,[

tLCtLChkhxhkx jc

nnhtmtnhtmtt

jc

nttt
nntnt



  

.)(varmax)(varmax)(varmax)(var
],[

1
,],[

1
,],[

1
, 21

21

2121

21

2121

21

21
n

jc

ttt

n
tt

Tttn
jc

ttt

n
tt

Ttt

jc

ttt

n
tt

TttTt
ChtLCChtLCtLtxC 














 

Обозначим  Тогда из свойств интеграла 
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Рассмотрим  Так как функция )  имеет не более чем четное число точек 

разрыва и ее вариация конечна, то 
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 то  при .sk sr    

Положим 
1

( )
r n t

n
r
k n

kh
s ds

 

 
 

  . Тогда 0 1 20 ... 1l     r r r  , где ]1[ nnhl   

(квадратные скобки обозначают целую часть числа). Таким образом, r
k  образуют 

разбиение отрезка [ . Используя вид 0;1] 0,jd n
nL  , получаем для достаточно больших n 

  








 tnkhr

tnhkr
n
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k
r

njd
ntn

j
n

j dssLkhxftI





)1(

1

0

,11
5 )()())(()( 0  

  




t
rr

j
r

njd

r

dsLxsfL



1

0

1, )))(),0(,(()(0  

   








rnkhtnhnr

tnkhr

tnhkr
nntn

j
n

t
r

njd dsskhxfL
r 






1 )1(

1, )())(()(0  

 
1

0

1 )))(),0(,(( dsLxsf rr
j   

   









1

)1(

1, )())(()(0
lrk

rkk

tnkhr

tnhkr
nntn

j
n

t
r

njd dsskhxfL
r




  

 
1

0

1 )))(),0(,(( dsLxsf rr
j   

  







 1

0
1

1, )))()((()(0
l

k

r
k

r
knrtn

j
n

t
r

njd hkkxfL
r




 

 
1

0

1 )))(),0(,(( dsLxsf rr
j  . 

Далее оценим сумму, стоящую под знаком модуля в последнем неравенстве: 

  





1

0

11

0
1

1 )))(),0(,(()))()((( dsLxsfhkkxf rr
jl

k

r
k

r
knrtn

j
n   

 






dsLxsfhkkxf rr
jl

k
nrtn

j
n

r
k

r
k

))))(),0(,(()))(((( 11

0

11





 

11

0

( ( ) ) ( , ( 0), ( )))
r
k

r
k

l

n t r n r r
k

C x k k h s x L ds C n




   




          

    


  





1

0 1 1

1

0

1

)))((()(
l

k

p

i

q

j

k

z
nrtn

ij
nrt

i
n

r
k

r
k

hzkxfhkxC



  

 )0()))(())1((( r
i

nrt
j
nnrt

j
n xhzkLhzkL   

1 0

( ) ( ( , ( 0), ( )))
sq

j ij
r r r

j
L f u x L du ds C n   



       I

Последнее равенство следует из определения функций

. 

  nx t  и ),,( uxt . Далее 
имеем: 

/

/

/

/
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  
 

dsxkxCI
l p ii

r
k1 1

)0()(


  
 

h
k i

rnrtn
r
k

0 1 

   


  







))1(())()(((
1

0 1 1

1

0

1

nrt
j
nnrtn

l

k

p

i

q

j

k

z

ij hzkLhzkxfC
r
k

r
k





 

0

( ( ) )) ( ) ( ( , ( 0), ( )))
s

j j ij
n t r n r r rL k z h L f u x L du ds C n            

11

( )1 0 1 1

( ) ( 0) var ( )
t

r
k

n tr r nr
k

p p ql
i i jc
n t r n r k h t k k hi k i j

C x k h x C L t ds


 


 


    
   

        

    


  






1

0 1 1

1

0
1

1

)))()((()(
l

k

p

i

q

j

k

z

r
z

r
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r

j
r
k

r
k

hzkxfLCC



  

0

( ) ( , ( 0), ( ))
s

j
r r rL u x L d u ds C n        . I

Воспользуемся свойством вариации функции :)(tjc  L

( 1 ,1 1

( ) ( 0) var )
r n

n t r n r t n hi j
I C x k h x C

 )
(

r

p q
i i jcL t C


  

  
 

         

11

0 1 1
( ) ( , ( 0), ( ) )

r
k

r r
k k

sp ql j
r r r

k i j
C L u x L d



 
   



  
         uds 

    


  






1
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0
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z

r
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j
r
k
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


  

0
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r
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

       

( 1 , )1 1
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C x k h x C L t C
 
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  

 

        

11 1

1
0 1 1 1 1 1
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r
k

r
k

p q p ql l
j r j r

r k r k
k i j i j k

C L s ds L




r
k   

 


     

         

1

1
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| ( ( ( ) ))( ) ( , ( 0), ( ))
r
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n t r n z z r r

z
f x k z h u x L d u C n



     





          

( 1 , )1 1
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p q
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C x k h x C L t C
 

  
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 

        

1
2

1 1
0 1 1 1 1 0

( ) ( ) ( )
p q p ql l

j r r j r r
r k k r k k

k i j i j k
C L L     



 
     

          

1

1
0 0

| ( ( ( ) ))( ) ( , ( 0), ( )) .
r
kk

ij r r
n t r n z z r r

z
f x k z h u x L d u C n



     





          

Объединяя предыдущие неравенства, получаем: 

 



 r

k
kknrtnn

00
1 dsLxsfhkkxf r

j
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1
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1( 1 , )1 1
( ) ( 0) var ( ) max

r n r

p q
i i jc r r

kn t r n r kt n hi j
C x k h x C L t C

 
     

 

          

1
0 0

| ( ( ( ) ))( )
l k

r r ij r r
k k n t r n z z

k z
C f x k z h     

 

       1 

1

0

( , ( 0), ( )) .
r
k

r ru x L d u C n C


  


     

По неравенству Гронуолла из леммы 1 получим:  

 



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k
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 
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 

           

Для получим  )(1
5 tI j  

1
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1
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Для имеем  )(2
5 tI j  
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

  

Таким образом,  
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1
21

21
  

1
1

( ) ( 0) max 1
p
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

         

Аналогичное неравенство получаем и для остальных ,i
nx  pi 1, , складывая их, 

получаем:  
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
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Применяя лемму 1 к последнему неравенству, имеем:  
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1max .r r
k kC C n C      

Так как  
( )

1
( 1) ( ( 1) )

max max ( ) max ( ) max
r n t r n t

r   n t r n t

kh n kh
r r
k k n n

k h n k h

s ds s ds nh s
   

  

    
   


   

     , 

то 0max 1 kk  rr   при к, что n  , 0nh   та  (1 )nh o n . 

Устремляя так, что ,n 0nh    )1( nohn  , а затем ,0  
на этом

из непрерывности
 отрезке, получим, 

 
Ljc  а зна  равномерной непрерывности ),(t  
что n

на отрезке ,T чит, и
( ) ( )x t x t  дл .  Теорема . 
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