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РАЗРЕШИМЫЕ ГРУППЫ СО СВОБОДНЫМИ ОТ N-х СТЕПЕНЕЙ 
ИНДЕКСАМИ P -СУБНОРМАЛЬНЫХ ПОДГРУПП 

В СВОИХ НОРМАЛЬНЫХ ЗАМЫКАНИЯХ 
 
Рассматриваются конечные группы. Пусть  HHpjGk Gj

GsnH
p :|||max)(

P
  

и ),(max)( GkGk p
p

  где P -sn G  – обозначение P -субнормальной подгруппы в группе G . Для разреши-

мой группы G установлена зависимость производной длины и нильпотентной длины от значений )(Gk . 

Уточнены данные оценки инвариантов для малых значений )(Gk . В частности, для разрешимой группы 

G  с 2)( Gk  нильпотентная длина не превышает 4, а p-длина не превышает 1 для всех p>3, 2-длина 

не выше 2, 3-длина не выше 2. 
 
Введение 
А.Ф. Васильев, Т.И. Васильева и В.Н. Тютянов в [1] предложили следующее 

определение: пусть P – множество простых чисел. Подгруппа H  группы G  называется 
P -субнормальной в G , если либо GH  , либо существует цепь подгрупп 

GHHHHH nn  110 ...  такая, что |:| 1 ii HH   – простое число для любого 
1,...,1,0  ni . Обозначается H  – P -sn G . 

Возникает задача изучения групп, у которых каждая подгруппа из заданной си-
стемы подгрупп является P -субнормальной. 

Так, в работе [2] Л.С. Казарин описал неабелевы композиционные факторы ко-
нечных групп, у которых единичная подгруппа является P -субнормальной в группе G . 
Группы, у которых P -субнормальны все максимальные подгруппы, являются сверх-
разрешимыми. Группы с P -субнормальными 2-максимальными подгруппами, силов-
скими подгруппами, примарными циклическими подгруппами, подгруппами Шмидта 
исследованы в работах [3–6]. 

Мы продолжим исследование в данном направлении. Для формулировки основ-
ного результата введем следующую функцию: пусть p  – простое число. Для натураль-

ного числа n  запись np j ||  означает, что jp  делит n , но 1jp  не делит n . Для группы 
G и простого числа p  мы полагаем: 

 
 HHpjGk Gj

GsnH
p :|||max)(

P
 ; 

).(max)( GkGk p
p
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Теорема 1. 
Пусть G  – разрешимая группа. Тогда справедливы следующие утверждения: 
1. Если 0)( Gk p , то 1)( Gl p ; если 1)( Gk p , то 2)( Gl p ; если 2)( Gk p , 

то )()( GkGl pp  . 
2. Производная длина группы )(/ GG   и нильпотентная длина группы G  

не превышает )(4 Gk . 
Очевидно, что теорема 1 дает неточные оценки нильпотентной и p -длины 

при малых значениях )(Gk . Эти оценки уточняются в теореме 2 и следствии 2. 
Если 0)( Gk , то, по лемме 4, группа G  является сверхразрешимой группой. 

Поэтому коммутант группы G  нильпотентен, и нильпотентная длина группы G  
не выше 2, а производная длина фактор-группы )(/ GG   не превышает 2. 

Теорема 2. 
Пусть G  – разрешимая группа и .2)( Gk  Тогда справедливы следующие 

утверждения: 
1) 4)( Gn ; 
2) 6))(/(  GGd ; 
3) 1)( Gl p , если 3p , и 2)(2 Gl , 2)(3 Gl . 

Напомним, что группа G  называется 4A -свободной, если она не содержит 
секций, изоморфных знакопеременной группе 4A . 

Следствие 1. 
Если G  – разрешима, 4A -свободная группа и ,2)( Gk  то 5))(/(  GGd . 
Следствие 2. 
Если G  – разрешимая группа и 1)( Gk . Тогда справедливы следующие утвер-

ждения: 
1) 4)( Gn ; 
2)   5)/(  GGd . 
Следствие 3. 
Если G  – разрешимая, 4A -свободная группа и ,1)( Gk  то 3))(/(  GGd  

и 3)( Gn . 
Пример. 
При помощи компьютерной системы GAP построена группа (2,3)][= 23 GLEG  

порядка 432 c единичной подгруппой Фраттини. Здесь 23E  – элементарная абелева 

группа порядка 23 . Легко проверить, что 1)( Gk . Кроме того G  имеет производную 
длину, равную 5, нильпотентную длину, равную 4, 2- и 3-длину, равную 2. Таким обра-
зом, оценки инвариантов, полученные в Следствии 2, являются точными. 

 
1. Вспомогательные результаты 
Напомним некоторые понятия, используемые в данной работе. 
Через )(G  обозначается множество всех различных простых делителей поряд-

ка группы G ; GN   – N  минимальная нормальная подгруппа группы G , )(GOp  – 
наибольшая нормальная p -подгруппа группы G  для некоторого простого числа p ; 

pG  – силовская p -подгруппа группы G ; pG  дополнение к силовской p -подгруппе 
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в группе G ; т.е. холлова p -подгруппа группы G ; )(GF  – подгруппа Фиттинга груп-
пы G ; )(Gn  – нильпотентная длина группы G ; )(Gd  – производная длина группы G , 

)(Glp  – p -длина группы G . 
Лемма 1. 
Если GH   и GN  , тогда NNHNHN GNG /)/( /   

и NHNHNHNNHNHH GNGG  :/:)/(: / . Более того, если HN  , тог-

да )/(:)/(: / NHNHHH NGG  . 
Лемма 2 ([1, лемма 2.1]). 
Пусть H подгруппа группы G , GN  . Тогда справедливы следующие утвер-

ждения: 
1. Если H P -sn G , то )( NH   P -sn N и NHN / P -sn NG / . 
2. Если HN   и NH / P -sn NG / , то H P -sn G . 
3. Если iHN P -sn G , GNi  , 2,1i , то )( 21 HNHN  P -sn G . 
4. Если H P -sn K  и K P -sn G , то H P -sn G . 
5. Если H P -sn G , то xH P -sn G  для любого Gx . 
Лемма 3. 
Пусть G  группа и GN  . Тогда для каждого )(Gp   выполняются следующие 

условия: 
1) )()/( GkNGk pp   и )()/( GkNGk  ; 

2) )()( GkNk pp   и )()( GkNk  ; 

3) если K P -sn G , то )()( GkKk pp   и )()( GkKk  . 
Доказательство. 
1. Пусть NH / P -sn NG / , для которой )/(:)/(|| /)/(

NHNHp NGNGk p . Тогда, 

по лемме 2 (п. 2), H P -sn G . По лемме 1, HHNHNH GNG :/:)/( /  , следователь-

но, HHp GNGk p :||)/( . Так как )/( NGk pp  делит NHNH NG /:)/( / , то )(GkPp  делится 

на )/( NGk pp . Следовательно, )()/( GkNGk pp   и )()/( GkNGk  . 

2. Пусть K P -sn N , для которой KKp NNk p :||)( . В виду того, что GN  , 

то N P -sn G . По лемме 2 (п. 4), K P -sn G . Так как KKKKKK NNGG :::   

и )(Nk pp  делит KK N : , то )(Nk pp  делит .: KK G  Следовательно, )(GkPp  делится 

на )(Nk pp . Таким образом, )()( GkNk pp   и )()( GkNk  . 

3. Пусть H P -sn K , для которой HHp KKk p :||)( . По лемме 2 (п. 4), H P -sn .G  

Так как HHHHHH KKGG :::  , то )(Kk pp  делит HH G : . По определению 

)(Gk p  будет следовать, что )(Gk pp  делится на )(Kk pp . Поэтому ).()( KkGk pp   Оче-
видно, что )()( GkKk  . 
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Лемма доказана. 
Лемма 4. 
Если GN   и npN  , тогда ).(1 Gkn p  
Доказательство. 
Пусть K  подгруппа простого порядка группы N . Так как N  p -группа, 

то N  нильпотентная группа. По теореме 3.13 п. 5 [7], всякая подгруппа из N  будет 
субнормальной, а следовательно, P -субнормальной в N . 

Таким образом, K P -sn N . Так как GN  , то N P -sn G . По лемме 2 (п. 4), 
K P -sn G  и NK G  . Тогда )(1 Gk pp

  не делит 1:  nG pKK ; таким образом, 

).(11 Gkn p  Отсюда следует, что ).(1 Gkn p  
Лемма доказана. 
Лемма 5 ([7, лемма 4.21, теорема 4.24 ]). 
1. )()( GFG  ; если G  разрешима и 1G , то )()( GFG  . 
2. )(/)())(/( GGFGGF  . 
3. Если GN  , то )()( NGGF G ; если, кроме того, N  абелева, 

то )).(( GFZN   
4. Фактор-группа )(/)( GGF   есть прямое произведение абелевых минималь-

ных нормальных подгрупп группы )(/ GG  . 
5. В разрешимой группе с единичной подгруппой Фраттини подгруппа Фиттин-

га есть прямое произведение минимальных нормальных подгрупп. 
Лемма 6 ([8, лемма 12]). 
Пусть H  неприводимая разрешимая подгруппа группы ),( pnGL . Тогда: 
1) если 2n , то 43 AN H ; 
2) если 3n , то 53 AN H ; 
3) если  3,2n , 3p  и 1)( HOp , то pH  -группа. 
Лемма 7 ([8, лемма 7]). 
Пусть G  – разрешимая группа и k  – натуральное число. Тогда и только тогда 

kGG A∈)(/ , когда 1-∈ kG NA . 
Лемма 8 ([7, теорема 2.8]). 
Пусть G  группа и H  ее подгруппа. Тогда фактор-группа )(/)( GCHN GG  

изоморфна подгруппе группы автоморфизмов Aut H . 
Лемма 9 ([9, теорема VI.6.4]). 
Пусть G  p -разрешимая группа такая, что kKGl p )/(  для всех неединичных 

нормальных подгрупп K  группы G , но kGl p )( . Тогда справедливы следующие 
утверждения: 

1) 1)()('  GGOp ; 

2) в группе G  максимальная p -нильпотентная нормальная подгруппа )(GFp  
является элементарной абелевой p -группой; 

3) )(GFp единственная минимальная подгруппа группы G , имеющая добавле-

ние, т.е.  MGFG p )( ; 

4) )())(( GFGFC ppG  . 
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Лемма 10 ([9, теорема VI.6.4]). 
Пусть G  p -разрешимая группа. Тогда: 
1) если N  – нормальная подгруппа группы G , то )()/( GlNGl p  ; 

2) если H  – подгруппа группы G , то )()( GlHl p  ; 

3) если 1N  и 2N  – нормальные подгруппы группы G , 
то )}(),({)( 2121 NlNlMaxNNl ppp  ; в частности, )}(),({)( 2121 NlNlMaxNNl ppp  ; 

4) если 1N  и 2N  – нормальные подгруппы группы G , 
то )}/(),/({))/(( 2121 NGlNGlMaxNNGl ppp  ; 

5) )())(/( GlGGl pp  . 
Лемма 11 ([8, лемма 13]). 
1. Если H  разрешимая 4A -свободная подгруппа группы ),2( pGL , то H  мета-

белева. Если H  разрешимая 4A -свободная неприводимая подгруппа группы 
),3( pGL , то 4AH . 

 
2. Доказательство основных результатов 
Доказательство теоремы 1. 

1. Пусть NGNK //   такая, что )(|/| GrppNK  . По лемме 4, 
)(1)/(1)( GkNGkGr ppp  . Если 0)( Gk p , то 1)( Grp  и G  p-сверхразрешима. 

Поэтому 1)( Gl p . Если 1)( Gk p , то 2)( Grp  и, по теореме 4 [8], 2)( Gl p . Если 

2)( Gk p , то 2)( Grp  или 3)( Grp . В первом случае, по теореме 4 [8], 2)( Gl p , 

а во втором, по следствию 1 [8], 1)()(  GrGl pp . Таким образом, )()( GkGl pp  . 

2. Покажем, что )(3 GkG NA . По лемме 3 п. 1, условие теоремы наследуют 
все фактор-группы. Тогда по индукции в группе G  подгруппа Фраттини единичная 
и существует минимальная нормальная подгруппа N , совпадающая с подгруппой 
Фиттинга. 

Пусть pN || . Тогда фактор-группа NG /  изоморфна неприводимой подгруп-
пе группы ),( pGL  . Тогда, по определению функции )(n , фактор-группа 

)(/ ANG . Так как 2)(  nn , то 2/  ANG . По лемме 4, )(1 Gk p . Тог-

да 3)(/ 


Gk pNG A . 
В общем случае 3)(/  GkNG A  и )(3 GkG NA . По лемме 7, )(4)(/ GkGG  A . 

Тогда )(4))(/( GkGGd  . Так как )(3 GkG NA , то )(4)( GkGn  . Теорема 
доказана. 

Доказательство теоремы 2. 

1–2. Индукцией по порядку группы G  покажем, что 45 ∩NNAF G . 
По лемме 3 п. 1, условие теоремы наследуются всеми фактор-группами 

группы G . 
Пусть 1)(  G , тогда F )(/ GG . Ввиду того, что F  является насыщенной 

формацией, FG . В дальнейшем считаем, что .1)(  G  
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Покажем, что в группе G  существует единственная минимальная нормальная 
подгруппа. Предположим противное. Пусть GN 1  и GN 2 , тогда F1/ NG  
и F2/ NG . По лемме 2.33 [7], )/( 21 NNG   изоморфна подгруппе прямого произве-
дения 21 // NGNG  . Так как 1N  и 2N  – минимальные нормальные подгруппы, 
то 121 NN . Таким образом, G  изоморфна подгруппе группы 21 // NGNG  . 
Так как F  – формация, то F  замкнуто относительно подпрямых произведений. Таким 
образом, FG . Значит, в группе G  существует единственная минимальная нормаль-
ная подгруппа N . 

По лемме 5 п. 5, подгруппа Фиттинга совпадает с подгруппой N , т.е. NGF )( . 
По следствию [7, с. 86], N  является элементарной абелевой p -группой для некоторого 

простого p . Пусть npNGF )( . По лемме 4, ).(1 Gkn p  Так как по условию 

2)( Gk p , то 3n . 

Так как N  абелева группа, то, по п. 3 леммы 5, )()( GFCGF G . Так как 
GGF )( , то GGFNG ))(( . Поэтому )(/ GFG  изоморфна подгруппе группы авто-

морфизмов Aut )(GF  по лемме 8. 
Если 1n , то )(/ GFG  циклическая группа порядка 1p . Поэтому 

.FNA G  

Если 2n , то, по лемме 6 (п. 1), 43)( AN GG/F . Значит, 

FNAN  44G . 

Если 3n , то, по лемме 6 (п. 2), 53)( AN GG/F . Значит, FG . 
Так как 4NG , то 4)( Gn . Т.к. 5NAG , то, по лемме 7, 6)(/ A GG . Зна-

чит, 6))(/(  GGd . 
3. Так как 4NG  и всякая метанильпотентная группа имеет p -длину, не пре-

восходящую 1, то 2)( Gl p  для любого простого )(Gp  . 
Предположим, что G  группа наименьшего порядка, для которой условие 
1)( Gl p  для 3p  не выполняется. Так как условие теоремы наследуют все фактор 

группы, то, по лемме 9, можно считать, что 1)()('  GGOp , а, по лемме 10, подгруп-
па Фиттинга  )(GFF  единственная минимальная нормальная p -подгруппа 

и 3pF   по лемме 4. 

Если pF  , то FG /  изоморфна подгруппе циклической группы автоморфиз-
мов Aut F  группы F , порядок которой равен 1p . Отсюда, силовская p подгруппа 
группы G  совпадает с подгруппой Фиттинга. Значит, 1)( Gl p . Противоречие. 

Если 2pF   или 3pF  , то Aut ),2( pGLF   или Aut ),3( pGLF   и FG /  
неприводимая подгруппа группы ),( pnGL ,  3,2n  и 1)/( FGOp . Тогда, по лемме 6, 

pFG / -группа. Отсюда следует, что 1)( Gl p  для 3p . Противоречие с предполо-
жением. 

Теорема доказана. 
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Доказательство следствия 1. 

Индукцией по порядку группы G  покажем, что 4NAG . Повторяя большую 
часть доказательства теоремы 2, получим, что 3pF  . 

Если 1n , то A)(GG/F . Поэтому 4NANAG . 
Если 2n , то, по лемме 11 (п. 1), )(/ GFG  изоморфна 4A -свободной подгруппе 

группы ),2( pGL  и 2)( AGG/F . Поэтому 42 NANA G . 
Если 3n , то, по лемме 11 (п. 2), )(/ GFG  изоморфна 4A -свободной подгруппе 

группы ),3( pGL  и 4)( AGG/F . Поэтому 4NAG .  

Так как 4NAG , то, по лемме 7, 5)(/ A GG . Поэтому 5))(/(  GGd . 
 
Доказательство следствия 2. 
Индукцией по порядку группы G  покажем, что .∩ 44 NNAG  Повторяя 

большую часть доказательства теоремы 2, получим, что npNGF )( . По лемме 4, 
).(1 Gkn p  Так как по условию 1)( Gk p , то 2n . 

Если 1n , то )(/ GFG  циклическая группа порядка 1p . Поэтому 
44 ∩NNANA G . 

Если 2n , то, по лемме 6 (п. 1), 43)( AN GG/F . Значит, 44 NAN G . 
Отсюда следует, что нильпотентная длина группы G  не превышает 4, а произ-

водная длина фактор-группы )(/ GG   не превышает 5. 
Доказательство следствия 3. 

Индукцией по порядку группы G  покажем, что .2NAG  Повторяя большую 
часть доказательства следствия 1, получим, что npNGF )( . По лемме 4, 

).(1 Gkn p  Так как по условию 1)( Gk p , то 2n . 
Если 1n , то )(/ GFG  циклическая группа порядка 1p . Поэтому 

2NANA G . 

Если 2n , то, по лемме 11 (п. 1), 2)( AGG/F . Значит, 2NAG . 
Отсюда следует, что нильпотентная длина группы G  не превышает 3, а произ-

водная длина фактор-группы )(/ GG   не превышает 3. 
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We consider only finite groups. Let  HHpjGk Gj

GsnH
p :|||max)(

P
  and ),(max)( GkGk p

p
 where 

P -sn G  is the designation of P -subnormal subgroups in the group G . For solvable group G , the dependence 
of the derived length and the nilpotent length of values of )(Gk is obtained. The estimations of this invariants for 

small values of )(Gk  are refined. In particular, the nilpotent length of group G  with 2)( Gk  does not 

exceed 4 and the p-length is at most 1 for all p> 3, 2-length is at most  2, 3-length is at most  2. 
 


