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a) Axn → Π(A)y, ∥Axn − y∥ → I(A, y) = inf
x∈H

∥Ax− y∥
b) последовательность xn сходится тогда и только тогда, когда

уравнение Axn = Π(A)y разрешимо. В последнем случае

xn → P (A)x0 + x∗,

где x∗ – минимальное решение уравнения (1).
Замечание. В рассматриваемом случае x0 = 0, поэтому xn → x∗,

т. е. процесс (2) сходится к нормальному решению, т. е. к решению
с минимальной нормой.
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ПРИМЕНЕНИЕ СТЕПЕННЫХ РЯДОВ ДЛЯ РЕШЕНИЯ
ОДНОЙ ИЗ ЗАДАЧ ГИДРОЛОГИИ

Рассмотрим дифференциальное уравнение для описания колебаний
речного стока, используемое в стохастической гидрологии (например,
в [1] и [2]):

d2θ1
dξ2

− ξ
dθ1
dξ

= −1,
dθ1
dξ

∣∣∣∣
ξ=∞

= 0, θ1(ξ)|ξ=ξ∗
= 0 (1)

Уравнение (1) при решении некоторых прикладных задач, интегри-
ровалось различными методами, например, в [3], а в работах [4], [5]
исследовалась сходимость решения таких уравнений. В работах [6] и [7]
для решения уравнения (1) использовалась система компьютерной ал-
гебры.

Приведем решение этого уравнения, используя степенные ряды.
Введем обозначение dθ1

dξ = f1(ξ). Тогда, учитывая, что d2θ1
dξ2 = df1

dξ ,
приходим к линейному дифференциальному уравнению первого порядка
df1
dξ − ξf1 = −1, с начальным условием f1(ξ)|ξ=∞ = 0.
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Решение последнего уравнения будем искать в виде f1(ξ) = u(ξ)v(ξ).
Тогда, учитывая, что f ′1(ξ) = u′(ξ)v(ξ) + u(ξ)v′(ξ), получим уравнение

u′v + u(v′ − ξv) = −1 (2).

Найдем одно из ненулевых решений уравнения v′− ξv = 0. Разделяя
переменные в уравнении dv

dξ = ξv, решением которого, очевидно, является
v = 0, получим dv

v = ξdξ. Интегрируя последнее уравнение, получим∫
dv
v =

∫
ξdξ + C2. Откуда ln |v| = ξ2

2 + lnC1 или v = ±C1e
ξ2

2 .

Следовательно, v = Ce
ξ2

2 – общее решение дифференциального урав-
нения v′ − ξv = 0.

Выберем одно из ненулевых решений этого уравнения, например,
v = e

ξ2

2 , при C = 1. Подставляя его в уравнение (2), имеем u′e
ξ2

2 = −1

или u′ = −e− ξ2

2 . Откуда u = −
∫
e−

ξ2

2 dξ + C.
Следовательно, f1(ξ) = u(ξ)v(ξ) =

(
−
∫
e−

ξ2

2 dξ + C
)
e

ξ2

2 или

f1(ξ) =
(
C −

∫ ξ

−∞ e−
t2

2 dt
)
e

ξ2

2 .

Заметим, что
√

2
π

∫ +∞
0 e−

t2

2 dt = 1. Тогда, учитывая начальное условие

f1(ξ)|ξ=∞ = 0, имеем f1(ξ) =
(√

2π −
∫ ξ

−∞ e−
t2

2 dt
)
e

ξ2

2 или

f1(ξ) =
(√

π
2 −

∫ ξ

0 e
− t2

2 dt
)
e

ξ2

2 , что можно проверить, используя правило
Лопиталя.

Далее решение дифференциального уравнения df1
dξ − ξf1 = −1

будем искать в виде степенного ряда f1(ξ) =
∑∞

n=0 cnξ
n. Тогда f ′1(ξ) =

=
∑∞

n=1 ncnξ
n−1. Подставляя f1(ξ) и f ′1(ξ) в уравнение df1

dξ − ξf1 = −1,
получим

∞∑
n=1

ncnξ
n−1 −

∞∑
n=0

cnξ
n+1 = −1.

Введя замены n− 1 = k и n+ 1 = m в первой и второй сумме, соот-
ветственно, получим уравнение

∑∞
k=0(k + 1)ck+1ξ

k −
∑∞

m=1 cm−1ξ
m = −1

или, полагая k = n и m = n в первой и второй сумме, соответствен-
но, получим уравнение c1 +

∑∞
n=1(n + 1)cn+1ξ

n −
∑∞

n=1 cn−1ξ
n = −1 или

уравнение c1 +
∑∞

n=1 ((n+ 1)cn+1 − cn−1) ξ
n = −1 для любого ξ . Следо-

вательно, (n + 1)cn+1 − cn−1 = 0 или cn+1 =
cn−1

n+1 , если n – натуральное
число, и c1 = −1 .
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При n = 2k− 1 – нечетное число (k ∈ N), получим c2k =
c2k−2

2k = c0
(2k)!! ,

где (2k)!! = 2 · 4 · ... · (2k) – двойной факториал четного числа 2k.
При n = 2k−1 – четное число (k ∈ N), получим c2k+1 =

c2k−1

2k+1 = c1
(2k+1)!! ,

где (2k + 1)!! = 1 · 3 · ... · (2k + 1) – двойной факториал нечетного числа
2k + 1.

Следовательно,

f1(ξ) =
∞∑
n=0

cnξ
n = c0+c1ξ+

∞∑
n=2

cnξ
n = c0+c1ξ+

∞∑
k=1

c2kξ
2k+

∞∑
k=1

c2k+1ξ
2k+1 =

= c0+c1ξ+c0

∞∑
k=1

ξ2k

(2k)!!
+c1

∞∑
k=1

ξ2k+1

(2k + 1)!!
= c0

∞∑
k=1

ξ2k

(2k)!!
+c1

∞∑
k=1

ξ2k+1

(2k + 1)!!
,

полагая, что 0!! = 1.
Так как c0 = f1(0) =

√
π
2 и c1 = −1, то

f1(ξ) =

√
π

2

∞∑
k=0

ξ2k

(2k)!!
−

∞∑
k=0

ξ2k+1

(2k + 1)!!
.

Так как dθ1
dξ = f1(ξ), то

θ1(ξ) =

√
π

2

∞∑
k=0

ξ2k+2

(2k)!!(2k + 1)
−

∞∑
k=0

ξ2k+2

(2k + 1)!!(2k + 2)
+ C.

Учитывая начальное условие, θ1(ξ)|ξ=ξ∗
= 0, получаем, что θ1(ξ) =

S1(ξ)− S1(ξ∗), где

S1(ξ) =

√
π

2

∞∑
k=0

ξ2k+2

(2k)!!(2k + 1)
−

∞∑
k=0

ξ2k+2

(2k + 1)!!(2k + 2)

или

S1(ξ) =
+∞∑
n=1

(π
2

){n
2} (−1)n−1ξn

(n− 1)!!n
,

где {t} – дробная часть числа t соответственно.
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