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ПОСТРОЕНИЕ ДВУХ ОБОБЩЕННЫХ РЕШЕНИЙ
ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ТРЕТЬЕГО УРАВНЕНИЯ
ИЕРАРХИИ РИККАТИ

Предметом исследования является уравнение

w′′′ + γ3w4 + 6γ2w2w′ + 4γww′′ + 3γw′2 = 0. (1)

Это третье уравнение из иерархии уравнений со свойством Пенлеве, по-
рожденной уравнением Риккати

w′(z) + γw2(z) = 0.

Указанная иерархия была построена в работе [1]. Это уравнения вида

Dn
Rw = 0, n = 1, 2, 3, ...,

где DR есть преобразование дифференциальных выражений, действую-
щее по формуле

DR =
d

dz
+ γw, z ∈ C, γ ∈ R\{0}.

Уравнение (1) получаем при n = 3. Как показано в [1], уравнению (1)
удовлетворяет формальный ряд вида

w =
1

γ(z − a)
+ c1+ c2(z−a)+ c3(z−a)2+ c4(z−a)3+ c5(z−a)4+ ..., (2)

где c1 = h1, c2 = h2, c3 = −3
2γh1h2 −

1
2γ

2h31, c4 =
1
2γ

3h41 + γ2h21h2 − 1
2γh

2
2,

c5 = −1
4γ

4h51 +
5
4γ

2h1h
2
2, коэффициенты cj, j > 5, однозначно опреде-

ляются через произвольные параметры h1, h2. Согласно работе [2], ряд
в (2) сходится в области |z − a| < ρ, ρ = min

{
1

|γk1| ,
1

|γk2|

}
, где

k1 =
1

2
h1 +

1

2

√
−h21 −

2

γ
h2, k2 =

1

2
h1 −

1

2

√
−h21 −

2

γ
h2,
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h1, h2 – произвольные постоянные, а знаком √ обозначена одна из
ветвей многозначной аналитической функции. Найдя сумму ряда в (2),
получили решение уравнения (1) – функцию вида

w(z) =
1

γ(z − a)
+

k1
1 + γk1(z − a)

+
k2

1 + γk2(z − a)
. (3)

Аналитические решения w(z) уравнения (1) могут иметь три раз-
личных полюса первого порядка – точки a, b = a − 1

γk1
и c = a − 1

γk2
.

Если a, b и c вещественные, то эти точки делят прямую на четыре части
и на вещественной оси решение задачи Коши с начальными условиями
в точке x0 ∈ R однозначно определено только на одной из этих частей,
содержащей точку x0. Но аналитическая функция w(z) задает по усло-
вию Коши однозначно определенную на всей прямой функцию, которую
будем называть формальным решением задачи Коши.

Рассмотрим уравнение (1) на прямой, т. е. уравнение вида

u′′′(x) + γ3u4(x) + 6γ2u2(x)u′(x) + 4γu(x)u′′(x) + 3γu′2(x) = 0, (4)

и задачу Коши для этого уравнения с начальными условиями u(x0) = C1,
u′(x0) = C2, u

′′(x0) = C3, где C1, C2, C3 ∈ R. Зафиксируем фор-
мальное решение u(x), удовлетворяющее указанным начальным услови-
ям
и имеющее полюсы в точках a, b и c на прямой.

Пусть C1(ε), C2(ε), C3(ε) ∈ C, C1(ε) → C1, C2(ε) → C2, C3(ε) → C3

при ε→ 0 и C1(ε), C2(ε), C3(ε) таковы, что решения wε(x) задачи Коши
для уравнения (1) с условиями wε(x0) = C1(ε), w′

ε(x0) = C2(ε), w
′′
ε (x0) =

C3(ε) не имеют особенностей на вещественной оси.
Определение. Распределение W будем называть обобщенным

решением задачи Коши для уравнения (4) с условиями u(x0) = C1,
u′(x0) = C2, u′′(x0) = C3 при заданном способе аппроксимации началь-
ных условий, если wε(x) сходятся при ε → 0 к W в смысле сходимости
в пространстве обобщенных функций.

Наличие трех различных полюсов порождает восемь случаев [2], в за-
висимости от расположения каждого из полюсов выше или ниже
вещественной оси. Поэтому существует восемь разных обобщенных реше-
ний задачи Коши. Возможны вырожденные случаи. Уравнение (4) имеет
только два обобщенных решения, если b = ∞ и c = ∞.
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Теорема. Если C2 = −γC2
1 и C3 = 2γ2C3

1 , то обобщенными реше-
ниями задачи Коши являются распределения

W± =
1

γ
P

(
1

x− a

)
± iπ

1

γ
δa,

где a = x0 − 1
γC1

, и только они.
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НЕПРЕРЫВНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ
ДОПУСКАЮЩИХ РАЗРЫВЫ ПЕРВОГО РОДА

Согласно теории Гельфанда [1], симметричная банахова алгебра A
ограниченных комплекснозначных функций изоморфна алгебре всех
непрерывных функций на пространстве максимальных идеалов M(A)
этой алгебры, которое является компактным топологическим простран-
ством. Это пространство обычно интерпретируется как естественная
область определения рассматриваемых функций, при этом структура
этого пространства отражает возможные типы разрывов этих функций.


